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Аннотация
Применение компьютерных методов, методов интеллектуального анализа и методов оптими-
зации для исследования популяционных динамических моделей с миграционными потоками 
является актуальным направлением. Использование указанных методов позволяет моделиро-
вать сложные процессы и системы, исследование которых аналитическими методами является 
затруднительным. В настоящей работе рассмотрены вопросы, связанные с применением мето-
да дифференциальной эволюции в задачах моделирования популяционно-миграционных ди-
намических систем. Изучена популяционная модель «два конкурента – один ареал миграции» и 
ее модификации. Проведено моделирование процессов взаимодействия видов в условиях кон-
куренции и миграционных потоков. Выполнены серии компьютерных экспериментов, изучена 
траекторная динамика, построены проекции фазовых портретов, выявлены качественные эф-
фекты и дан сравнительный анализ полученных результатов для таких модификаций модели 
«два конкурента – один ареал миграции», которые связаны с вариативностью коэффициентов 
естественного воспроизводства видов, внутривидовой и межвидовой конкуренции, скоростя-
ми миграции. Полученные результаты могут быть использованы при решении задач глобаль-
ной параметрической оптимизации, компьютерного моделирования многомерных экологиче-
ских систем, а также задач прогнозирования поведения в системах химической кинетики, при 
описании демографических процессов. 
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Abstract
The use of computer methods, methods of intellectual analysis and optimization methods for the study 
of population dynamic models with migration flows is an urgent direction. The use of these methods 
makes it possible to model complex processes and systems, the study of which by analytical methods 
is difficult. In this paper, the issues related to the application of the differential evolution method in 
the problems of modeling population-migration dynamic systems are considered. The population 
model “two competitors – one migration area” and its modifications are studied. The modeling of 
the processes of interaction of species in conditions of competition and migration flows is carried 
out. A series of computer experiments are performed, trajectory dynamics is studied, projections of 
phase portraits are constructed, qualitative effects are identified and a comparative analysis of the 
obtained results for such modifications of the “two competitors – one migration area” model, which 
are associated with variability in the coefficients of natural reproduction of species, intraspecific and 
interspecific competition, and migration rates. The obtained results can be used in solving problems 
of global parametric optimization, computer modeling of multidimensional ecological systems, as 
well as problems of predicting behavior in chemical kinetics systems, and in describing demographic 
processes.
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Введение

Построение и исследование многомерных популяционных 
моделей направлено на решение задач прогнозирования по-
ведения видов в различных условиях и на получение условий 
сохранения биологических ресурсов.  Анализ и синтез матема-
тических моделей популяционной динамики являются стан-
дартными процедурами, позволяющими выявить характер 
взаимодействий между видами, оценить влияние параметров 
модели на траекторную динамику и на устойчивость системы1. 
Например, наличие конкуренции в модели может приводить 
к тому, что один вид вытесняет другой, или оба вида сосуще-
ствуют, но их численность остается на низком уровне. Наличие 
миграционных потоков может способствовать увеличению 
численности популяций или их распространению на новые 
территории [1, 2]. Таким образом, учет различных видов вза-
имодействия в моделях популяционной динамики позволяет 
получить более точные результаты и прогнозы, а также раз-
работать эффективные стратегии управления биологически-
ми ресурсами. В [3] рассмотрена популяционно-миграционная 
модель Лотки-Вольтерры с конкуренцией видов, описываемая 
системой трех обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Аналитическое исследование проведено при константных зна-
чениях коэффициентов естественного роста и внутривидовой 
конкуренции. Выявлено, как линейная и нелинейная миграция 
приводит от вымирания одного вида к сохранению или гло-

1 Базыкин А. Д. Нелинейная динамика взаимодействующих популяций. Москва-Ижевск : АНО «ИИКИ», 2003. 368 с. EDN: RTXUUZ; Пых Ю. А. Обобщенные 
системы Лотки-Вольтерра: теория и приложения : монография. СПб : СПбГИПСР, 2017. 229 с.
2 Дружинина О. В., Масина О. Н. Методы исследования устойчивости и управляемости нечетких и стохастических динамических систем. М. : ВЦ РАН, 2009. 
180 с. EDN: QMUKIX
3 Карпенко А. П. Современные алгоритмы поисковой оптимизации. Алгоритмы, вдохновленные природой : Учебное пособие. 3-е изд. исправ. М. : Изд-во 
МГТУ им. Н. Э. Баумана, 2021. 448 с. EDN: NCAEFY

бальной асимптотической устойчивости всех видов. Различные 
модификации предложенной в [3] модели при неравномерной 
миграции с учетом управляющих воздействий изучены в ра-
ботах2. При увеличении числа модельных параметров установ-
ление характера устойчивости аналитическими методами за-
труднительно, поэтому возникает задача поиска такого набора 
параметров, при котором возможно сосуществование видов в 
общем ареале обитания и существование особей, имеющих воз-
можность мигрировать в убежища [4-7]. 
Поиск параметров может осуществляться с помощью методов 
численной оптимизации, в том числе методов, инспирирован-
ных природой3. Одним из наиболее популярных методов опти-
мизации является метод дифференциальной эволюции [8-10]. 
Указанный метод обладает рядом таких свойств, как простота 
реализации, эффективность и способность работать с много-
мерными функциями. Дифференциальная эволюция базирует-
ся на алгоритме генетического отжига, разработанного К. Прай-
сом. Впоследствии дополнен Р. Сторном. Следует отметить, что 
дифференциальная эволюция применима только к веществен-
нозначным входным данным и не требует использования гра-
диента оптимизируемой функции. Преимущество этого метода 
заключается в способности адаптироваться к зашумленным 
или неопределенным целевым функциям и эффективно нахо-
дить оптимальные или близкие к оптимальным решения. Диф-
ференциальная эволюция относится к метаэвристическим ме-
тодам, основанным на популяциях, что представлено на рис. 1.
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Источник: здесь и далее в статье все таблицы и рисунки составлены авторами. 
Source: Hereinafter in this article all tables and figures were made by the authors.
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На основе дифференциальной эволюции исследователи разра-
батывают собственные модификации алгоритмов оптимиза-
ции. В [11] разработан самонастраивающийся алгоритм диф-
ференциальной эволюции для решения проблемы настройки 
параметров. Его основная идея заключается в периодической 
переоценке выбора типа алгоритма и связанных с ним пара-
метров, отдавая предпочтение тем конфигурациям, которые 
продемонстрировали высокую производительность. Самона-
страивающиеся алгоритмы могут переключаться между со-
вершенно разными методами оптимизации, каждый со своим 
набором параметров и стратегий. В [12] предлагается новый 
гибридный эволюционный подход, основанный на дифферен-
циальной эволюции и субградиентном алгоритме в качестве 
процедуры локального поиска. Предложенный алгоритм по-
зволяет получить улучшение среднего наилучшего значения 
достигнутого глобального минимума по сравнению с диффе-
ренциальной эволюцией для недифференцируемой тестовой 
функции, которая характеризуется высокой размерностью и 
большим количеством локальных экстремумов. 
Классическая дифференциальная эволюция и ее модифи-
кации внедрены в соответствующие библиотеки языков 
программирования Python, R, Julia, а также системы компью-
терной математики MATLAB, Mathematica. В [13] реализация 
пакета DEoptim использует набор алгоритмов, доступных для 
глобальной оптимизации, на языке R и в среде статистических 
вычислений. Функция DEoptim пакета DEoptim выполняет по-
иск минимумов целевой функции между нижней и верхней 
границами для каждого оптимизируемого параметра. В Python 
применяется несколько библиотек, поддерживающих ме-
тод дифференциальной эволюции. Например, в модуль SciPy.
optimize встроена функция differential_evolution [14]. В языке 
программирования Julia используется пакет глобальной опти-
мизации BlackBoxOptim [15]. Указанный пакет поддерживает 
многокритериальные задачи оптимизации и ориентирован на 
эвристические и метаэвристические стохастические алгорит-
мы (например, метод дифференциальной эволюции), которые 
не требуют, чтобы оптимизируемая функция была дифферен-
цируемой. Пакет также поддерживает параллельные вычисле-
ния для ускорения оптимизации функций. 
В ряде работ для построения популяционных моделей и поис-
ка оптимальных параметров рассмотрены специализирован-
ные библиотеки языков программирования Julia и Python. В 

[16] построена четырехмерная модель динамики популяций 
с учетом миграционных потоков вида «два конкурента – два 
ареала миграции». Оптимизационная задача поиска параме-
тров модели, обеспечивающих сосуществование популяций в 
условиях конкуренции двух видов в основном ареале с учетом 
миграции этих видов, решена методом дифференциальной 
эволюции на языке Julia с применением пакета BlackBoxOptim.
jl. В [17] предложено формализованное описание четырехмер-
ной детерминированной и соответствующей стохастической 
модели «два конкурента – два ареала миграции» и ее модифи-
каций. В [18, 19] найдены приближенные значения модельных 
параметров в условиях конкуренции двух видов в основном 
ареале с учетом миграции этих видов для модели типа «три 
конкурента – три ареала миграции». В [16-19] поиск оптималь-
ных параметров осуществлен с помощью функции differential_
evolution из библиотеки scipy.optimize языка Python. С учетом 
полученных наборов параметров найдены положительные 
состояния равновесия, обеспечивающие сосуществование ви-
дов в основном ареале обитания и положительную динамику 
видов в убежищах.  Выполнена серия компьютерных экспери-
ментов, построены проекции фазовых портретов, выявлены 
качественные эффекты и дан сравнительный анализ получен-
ных результатов. Однако для трехмерных моделей, изученных 
в [3-5], и их обобщений, не проводилось исследование с учетом 
поиска параметров методами оптимизации. 
В настоящей работе представлены результаты исследований 
различных модификаций популяционной динамической моде-
ли «два конкурента – один ареал миграции», в которых учиты-
вается межвидовая конкуренция и двунаправленная неравно-
мерная миграция первой популяции в убежище. Посредством 
дифференциальной эволюции найден набор параметров, 
удовлетворяющих заданным условиям сосуществования двух 
видов в основном ареале и существование мигрирующего в 
убежище вида.

1. Дифференциальная эволюция как 
метод прикладной оптимизации
Дифференциальная эволюция представляет собой простой 
алгоритм оптимизации действительных параметров. Этот ал-
горитм базируется на циклическом выполнении этапов, пред-
ставленных на рис. 2 [20]. 

1. Дифференциальная эволюция как метод прикладной оптимизации
Дифференциальная эволюция представляет собой простой алгоритм оптимизации действительных 

параметров. Этот алгоритм базируется на циклическом выполнении этапов, представленных на рис. 2 [20].

Р и с. 2. Схема метода дифференциальной эволюции
F i g. 2. Scheme of the method of differential evolution

Дифференциальная эволюция выполняет поиск глобальной точки оптимума в n-мерном пространстве 
действительных параметров пространства nR , при этом поиск принято разделять на шесть этапов, 
представленных на рис. 2. Указанные этапы состоят в следующем.

Этап 1. На начальном этапе осуществляется инициализация случайной совокупности NP n-мерных 
действительных векторов. Каждый вектор формирует возможное решение задачи многомерной оптимизации. 
Обозначим последующие поколения через G = 0, 1..., Gmax. Поскольку векторы параметров будут изменяться с 
каждым новым поколением, примем следующую запись для представления i-го вектора популяции в текущем 
поколении: , 1, , 2, , , ,[ , , , ].i G i G i G n i GX x x x=



  
Для каждого параметра задачи может существовать определенный диапазон, в пределах которого 

значение параметра должно быть ограничено (например, если одним из параметров является коэффициент 
воспроизводства видов в популяционно-миграционной динамической модели, то он не должен быть
отрицательным). Исходная популяция (при G = 0) должна максимально охватывать этот диапазон путем 
равномерной рандомизации индивидов в пределах пространства поиска, ограниченного предписанными 
минимальными и максимальными границами: min 1,min 2,min ,min{ , , , }nX x x x=



 и max 1,max 2,max ,max{ , , , }nX x x x=


 .
Следовательно, необходимо инициализировать j-ю компоненту i-го вектора как

, ,0 ,min , ,max ,min[0,1] ( ),j i j i j j jx x rand x x= + ⋅ − где , [0,1]i jrand – такое равномерно распределенное случайное число
между 0 и 1 (0 ≤ , [0,1]i jrand ≤ 1), которое создается независимо для каждого компонента i-го вектора.

Этап 2. На этапе генерации возмущения вычисляется разность между двумя случайными векторами из 
совокупности векторов, полученной на первом этапе. В дальнейшем эта разность будет использоваться на этапе 
мутации (этап 3).

Этап 3. На этапе мутации выбирается новый случайный вектор, который вместе со взвешенным 
вектором разности дает пробный вектор. В контексте эволюционных вычислений мутация рассматривается как 
разность случайных элементов. Родительский вектор из текущего поколения называется целевым вектором.
Мутантный вектор, полученный в результате операции дифференциальной мутации, называется донорским
вектором. Потомство, образованное путем рекомбинации донора с целевым вектором, называется пробным 
вектором. 

При построении донорского вектора для каждого i-го целевого вектора из текущей совокупности
отбираются три других различных вектора 1 2 3, ,i i ir r rX X X

  

случайным образом. Индексы 1 2 3, ,i i ir r r являются 
взаимоисключающими случайным образом выбранными из диапазона [1, NP] целыми числами, которые 
отличаются от индекса базового вектора i. Индексы 1 2 3, ,i i ir r r генерируются случайным образом один раз для 
каждого мутантного вектора. В этом случае разность любых двух из этих трех векторов масштабируется с 
учетом умножения на число F∈(0, k), k≥1. Масштабный коэффициент F является положительным 
действительным числом, которое контролирует скорость эволюции популяции. Хотя верхнего предела для F не 
существует, эффективные значения редко превышают 1. Затем масштабированная разность добавляется к 

1,r GX


, откуда получен донорский вектор ,i GV


. В соответствии с этапом 3 формула для нахождения 
донорского вектора имеет вид:

1 2 3 4 5 6

Инициализация 
совокупности

•Генерируется 
случайная 
совокупность 
векторов, 
обеспечивающая 
начальную 
популяцию

Генерация 
возмущения

•Вычисляется 
разность между 
двумя случайными 
векторами из 
совокупности

Мутация

•Выбирается новый 
случайный вектор, 
который вместе со 
взвешенным 
вектором разности 
дает пробный 
вектор

Скрещивание

•Исходный вектор 
скрещивается с 
вектором мутации 
для генерации 
целевого вектора из 
пробных векторов. 

Выборка

•Вектор с меньшим 
значением целевой 
функции помечается 
как вектор с 
индексом 0 
следующей 
совокупности

Новый вектор

•Новый вектор 
популяции мутирует 
с помощью 
случайно 
сгенерированного 
возмущения

Р и с. 2. Схема метода дифференциальной эволюции
F i g. 2. Scheme of the method of differential evolution
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Дифференциальная эволюция выполняет поиск глобальной 
точки оптимума в n-мерном пространстве действительных 
параметров пространства nR , при этом поиск принято раз-
делять на шесть этапов, представленных на рис. 2. Указанные 
этапы состоят в следующем.
Этап 1. На начальном этапе осуществляется инициализация 
случайной совокупности NP n-мерных действительных векто-
ров. Каждый вектор формирует возможное решение задачи 
многомерной оптимизации. Обозначим последующие поколе-
ния через G = 0, 1..., Gmax. Поскольку векторы параметров будут 
изменяться с каждым новым поколением, примем следующую 
запись для представления i-го вектора популяции в текущем 
поколении: , 1, , 2, , , ,[ , , , ].i G i G i G n i GX x x x=





Для каждого параметра задачи может существовать опреде-
ленный диапазон, в пределах которого значение параметра 
должно быть ограничено (например, если одним из пара-
метров является коэффициент воспроизводства видов в по-
пуляционно-миграционной динамической модели, то он не 
должен быть отрицательным). Исходная популяция (при G 
= 0) должна максимально охватывать этот диапазон путем 
равномерной рандомизации индивидов в пределах простран-
ства поиска, ограниченного предписанными минимальными 
и максимальными границами: min 1,min 2,min ,min{ , , , }nX x x x=




 

и max 1,max 2,max ,max{ , , , }nX x x x=



. Следовательно, необхо-

димо инициализировать j-ю компоненту i-го вектора как 
, ,0 ,min , ,max ,min[0,1] ( ),j i j i j j jx x rand x x= + ⋅ − где , [0,1]i jrand  – та-

кое равномерно распределенное случайное число между 0 и 1  
(0 ≤ , [0,1]i jrand  ≤ 1), которое создается независимо для каждо-
го компонента i-го вектора.
Этап 2. На этапе генерации возмущения вычисляется раз-
ность между двумя случайными векторами из совокупности 
векторов, полученной на первом этапе. В дальнейшем эта раз-
ность будет использоваться на этапе мутации (этап 3). 
Этап 3. На этапе мутации выбирается новый случайный вектор, 
который вместе со взвешенным вектором разности дает проб-
ный вектор. В контексте эволюционных вычислений мутация 
рассматривается как разность случайных элементов. Родитель-
ский вектор из текущего поколения называется целевым век-
тором. Мутантный вектор, полученный в результате операции 
дифференциальной мутации, называется донорским вектором. 
Потомство, образованное путем рекомбинации донора с целе-
вым вектором, называется пробным вектором. 
При построении донорского вектора для каждого i-го целево-
го вектора из текущей совокупности отбираются три других 
различных вектора 

1 2 3, ,i i ir r rX X X
  

 случайным образом. Индек-
сы 1 2 3, ,i i ir r r  являются взаимоисключающими случайным 
образом выбранными из диапазона [1, NP] целыми числами, 
которые отличаются от индекса базового вектора i. Индексы 

1 2 3, ,i i ir r r  генерируются случайным образом один раз для каж-
дого мутантного вектора. В этом случае разность любых двух 
из этих трех векторов масштабируется с учетом умножения на 
число F∈(0, k), k≥1. Масштабный коэффициент F является по-
ложительным действительным числом, которое контролиру-
ет скорость эволюции популяции. Хотя верхнего предела для 
F не существует, эффективные значения редко превышают 1. 
Затем масштабированная разность добавляется к 1,r GX



, от-
куда получен донорский вектор ,i GV



. В соответствии с этапом 
3 формула для нахождения донорского вектора имеет вид:

1, 2, 3,, ( ).r G r G r Gi GV X F X X= + ⋅ −
   

 
Этап 4. На этом этапе исходный вектор скрещивается с век-
тором мутации для генерации целевого вектора из пробных 
векторов. Дифференциальная эволюция скрещивает каждый 
вектор с мутантным вектором:

1, 2, 3,, ( ).r G r G r Gi GV X F X X= + ⋅ −
   

Этап 4. На этом этапе исходный вектор скрещивается с вектором мутации для генерации целевого 
вектора из пробных векторов. Дифференциальная эволюция скрещивает каждый вектор с мутантным вектором:

,
,

,

при (0,1) или ,

в остальных случаях.

j
i G j r rand

i G j
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V rand C j j
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Вероятность скрещивания Cr∈[0,1] определяется пользователем и управляет значениями, которые 
копируются из мутантного вектора. Этап равномерного скрещивания сравнивает Cr с выходными данными 
генератора равномерных случайных чисел , [0,1]i jrand . Пробный вектор выбирается со случайным индексом 

randj . Если случайное число меньше или равно Cr, то пробный вектор наследуется от донорского вектора ,i GV


,

в противном случае значение пробного вектора копируется из вектора ,i GX


. 
Этап 5. На этом этапе вектор с меньшим значением целевой функции помечается как вектор с 

индексом 0 следующей совокупности. Чтобы сохранить численность популяции постоянной в течение 
последующих поколений, необходимо провести отбор вектора. Если выполнено условие «Пробный вектор ,i GU



имеет значение целевой функции, равное или меньшее, чем целевая функция вектора ,i GX


», то вектор ,i GU


заменяет вектор ,i GX


в следующем поколении. Если условие не выполнено, то целевой вектор сохраняет свое 
место в популяции по крайней мере еще на одно поколение.

Этап 6. На данном этапе новый вектор популяции мутирует с помощью случайно сгенерированного 
возмущения. После создания новой популяции процессы мутации, рекомбинации и отбора (этапы 3–5) 
повторяются до тех пор, пока не будет найден оптимум или не будет выполнен заранее определенный критерий 
останова. Примером реализации критерия останова является достижение заданного максимума Gmax количества
поколений.

Если в результате работы алгоритма не достигнут оптимум, то происходит возврат на инициализацию 
новой совокупности векторов, т.е. осуществляется циклический переход от шестого этапа создания нового 
вектора к первому этапу генерации новой совокупности векторов.

Пример реализации алгоритма дифференциальной эволюции на псевдокоде представлен на листинге 1, 
в котором учитываются этапы 1–6 этого алгоритма.

нц пока (критерий сходимости еще не выполнен)
xi определить вектор текущей векторной совокупности 
yi определить вектор новой векторной совокупности 
нц для i от 0 до NP

r1 = random(NP); //выберите случайный индекс из 1, 2, ..., Np
r2 = random(NP); //выберите случайный индекс из 1, 2, ..., Np
r3 = random(NP); //выберите случайный индекс из 1, 2, ..., Np
ui = xr3 + F*(xr1 - xr2);
если (f(ui) <= f(xi))

yi = ui;
иначе

yi = xi;
кц пока

Л и с т и н г 1. Пример реализации алгоритма дифференциальной эволюции 
L i s t i n g 1. An example of the implementation of the differential evolution algorithm

Методология дифференциальной эволюции адаптирована к широкому спектру алгоритмов
оптимизации [16-19], в то же время в отдельных задачах требуется дополнительный анализ производительности
и адаптация к изучаемым математическим моделям. В популяционно-миграционных моделях при реализации 
алгоритма дифференциальной эволюции необходимо учитывать:

– диапазоны параметров модели;
– неотрицательность фазовых переменных;
– расположение траекторий решений в неотрицательном ортанте фазового пространства;
– возможность исследования многомерных моделей;
– экологический смысл оптимизационных критериев.
Отметим, что различные модификации дифференциальной эволюции могут использоваться при 

решении прикладных задач. Например, в [21] представлен алгоритм, который оптимизирует искусственные 
нейронные сети с использованием дифференциальной эволюции. Данный метод имеет отличия от классической 
дифференциальной эволюции при построении этапов мутации и скрещивания. Авторами создана новая 

Вероятность скрещивания Cr∈[0,1] определяется пользователем и 
управляет значениями, которые копируются из мутантного век-
тора. Этап равномерного скрещивания сравнивает Cr с выходными 
данными генератора равномерных случайных чисел , [0,1]i jrand
. Пробный вектор выбирается со случайным индексом randj . Если 
случайное число меньше или равно Cr, то пробный вектор насле-
дуется от донорского вектора ,i GV



, в противном случае значение 
пробного вектора копируется из вектора ,i GX



.
Этап 5.  На этом этапе вектор с меньшим значением целевой 
функции помечается как вектор с индексом 0 следующей со-
вокупности. Чтобы сохранить численность популяции посто-
янной в течение последующих поколений, необходимо прове-
сти отбор вектора. Если выполнено условие «Пробный вектор 

,i GU


имеет значение целевой функции, равное или меньшее, 
чем целевая функция вектора ,i GX



», то вектор ,i GU


 заменяет 
вектор ,i GX



в следующем поколении. Если условие не выпол-
нено, то целевой вектор сохраняет свое место в популяции по 
крайней мере еще на одно поколение.
Этап 6. На данном этапе новый вектор популяции мутирует с по-
мощью случайно сгенерированного возмущения. После создания 
новой популяции процессы мутации, рекомбинации и отбора 
(этапы 3–5) повторяются до тех пор, пока не будет найден оп-
тимум или не будет выполнен заранее определенный критерий 
останова. Примером реализации критерия останова является до-
стижение заданного максимума Gmax количества поколений. 
Если в результате работы алгоритма не достигнут оптимум, то 
происходит возврат на инициализацию новой совокупности 
векторов, т.е. осуществляется циклический переход от шесто-
го этапа создания нового вектора к первому этапу генерации 
новой совокупности векторов. 
Пример реализации алгоритма дифференциальной эволюции 
на псевдокоде представлен на листинге 1, в котором учитыва-
ются этапы 1–6 этого алгоритма.

нц пока (критерий сходимости еще не выполнен)
 x

i
 определить вектор текущей векторной совокупности 

 yi определить вектор новой векторной совокупности 
 нц для i от 0 до N

P
 

  r1 = random(NP); //выберите случайный индекс из 1, 
2, ..., N

p

  r
2
 = random(N

P
); //выберите случайный индекс из 1, 2, 

..., N
p

  r
3
 = random(N

P
); //выберите случайный индекс из 1, 2, 

..., N
p

  u
i
 = x

r3
 + F*(x

r1
 - x

r2
);

  если (f(ui) <= f(xi))
   yi = ui;
  иначе
   y

i
 = x

i
;

кц пока

Л и с т и н г 1. Пример реализации алгоритма дифференциальной эволюции 
L i s t i n g 1. An example of the implementation of the differential evolution 

algorithm
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Методология дифференциальной эволюции адаптирована к 
широкому спектру алгоритмов оптимизации [16-19], в то же 
время в отдельных задачах требуется дополнительный анализ 
производительности и адаптация к изучаемым математиче-
ским моделям. В популяционно-миграционных моделях при 
реализации алгоритма дифференциальной эволюции необхо-
димо учитывать:
– диапазоны параметров модели;
– неотрицательность фазовых переменных;
– расположение траекторий решений в неотрицательном ор-
танте фазового пространства;
– возможность исследования многомерных моделей;
– экологический смысл оптимизационных критериев.
Отметим, что различные модификации дифференциальной 
эволюции могут использоваться при решении прикладных 
задач. Например, в [21] представлен алгоритм, который опти-
мизирует искусственные нейронные сети с использованием 
дифференциальной эволюции. Данный метод имеет отличия 
от классической дифференциальной эволюции при построе-
нии этапов мутации и скрещивания. Авторами создана новая 
самоадаптивная версия дифференциальной эволюции под 
названием MAD-ShaDE с уменьшенным количеством параме-
тров. Алгоритм использует прямое кодирование с взаимно 
однозначным отображением между весами нейронных сетей 
и значениями индивидов в популяции. 
В настоящей работе мы используем модифицированную стра-
тегию best1bin дифференциальной эволюции с учетом коэф-
фициента биномиального распределения4 [22-25]. Указанная 
стратегия обеспечивает наилучшее решение, найденное в ро-
дительской популяции, а также более быстрое приближение 
к оптимальному решению. В случае популяционно-миграци-
онных динамических моделей высокой размерности целесоо-
бразно управлять такими параметрами, как погрешность вы-
числений, оптимальный выбор масштабного коэффициента F 
и вероятности распределения пробного вектора Cr. 

2. Описание модели «два конкурента – 
один ареал миграции»
В [4] предложена общая нелинейная многомерная миграцион-
но-популяционная модель, в которой k видов мигрирует в 2k 
ареалов в условиях наличия k конкурентов размерности n = 3k, 
причем n ≥ 3. Указанная модель имеет достаточно сложную 
структуру, и в настоящее время изучены отдельные частные 
случаи этой многомерной модели. Далее приведем описание 
миграционно-популяционной модели в случае n=3, k=1,  кото-
рая задается системой обыкновенных нелинейных дифферен-
циальных уравнений вида:

2
1 1 1 11 1 13 1 3 2 2 1 2 1 1 1 1

2
2 2 2 22 2 2 2 2 1 1 1 2 2

2
3 3 3 33 3 31 1 3

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ,

,

x a x p x p x x F x t x F x t x

x a x p x F x t x F x t x
x a x p x p x x

= − − +β ⋅ − γ ⋅

= − + γ ⋅ −β ⋅

= − −







 

(1)

где 1x  и 3x  – плотности популяций конкурирующих ви-
дов в первом ареале, 2x  – плотность популяции в убежи-

4 Qiang J., Mitchell C. A Unified Differential Evolution Algorithm for Global Optimization [Электронный ресурс] // California Digital Library, University of California, 
2014. P. 1-8. URL: https://escholarship.org/uc/item/41b84414 (дата обращения: 21.01.2024).

ще, ( )ijp i j≠  – коэффициенты межвидовой конкуренции, 
( 1, 2, 3)iip i =  – коэффициенты внутривидовой конкурен-

ции, ( 1, 2, 3)ia i =  – коэффициенты естественного прироста, 
1 2 1 2, , ,β β γ γ  – коэффициенты миграции вида между первым 

и вторым ареалами, при этом второй ареал является убежи-
щем, функции Fi(xi, t) непрерывны и определены в неотри-
цательном ортанте фазового пространства. На фазовые пе-
ременные и параметры накладываются ограничения вида  

13 31 1 2 1 20, 0, 0, 1, 2,3, 0, 0, 0, 0, 0, 0.i i iix a p i p p β β γ γ≥ > > = > > > > > >
Модель (1) имеет достаточно сложную структуру для иссле-
дования, поэтому выполним переход к упрощенным модифи-
кациям этой модели. Сравнительный анализ поведения мо-
дифицированных моделей позволит выявить качественные 
эффекты, связанные с влиянием различных параметров (на-
пример, коэффициентов миграции).
Положим в модели (1) 1 1 2 1 1 2 2 2( , ) 1, ( , ) 1, ( , ) 1, ( , ) 1F x t F x t F x t F x t= = = =  
для всех значений x, t. В этом случае система (1) примет вид:
    2
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Частным случаем модели (2) при 1 2 1 2,β = β = β γ = γ = γ являет-
ся модель вида:
   2

1 1 1 11 1 13 1 3 2 1
2

2 2 2 22 2 1 2
2

3 3 3 33 3 31 1 3

,

,

,

x a x p x p x x x x

x a x p x x x
x a x p x p x x

= − − +β − γ

= − + γ −β

= − −







    (3)

Модели (2), (3) являются упрощениями модели (1) и соот-
ветствуют разным случаям миграционных взаимодействий. 
В частности, в модели (2) коэффициенты миграции различ-
ны, а в модели (3) коэффициенты миграции попарно равны. 
Коэффициенты миграции могут использоваться для оценки 
изменения численности популяций. Вариативность коэффи-
циентов миграции может использоваться при управлении 
популяциями, например, в ситуациях, когда необходимо регу-
лирование численности хищников или контроль над инвазив-
ными видами.  Коэффициенты миграции могут учитываться 
при анализе генетической структуры популяций. Большие 
значения коэффициентов миграции могут способствовать 
обоснованию генетического разнообразия популяции, а низ-
кие значения – обоснованию инбридинга или потери генети-
ческого разнообразия.

3. Поиск оптимальных параметров 
модели
Для системы (2) рассмотрим оптимизационную зада-
чу поиска такого набора модельных параметров, при ко-
тором обеспечивается сосуществование видов в основ-
ном ареале и существование вида в ареале миграции. 
Необходимо получить оптимальные значения коэффици-
ентов 1 2 3 4 11 22 33 13 31 1 2 1 2, , , , , , , , , , , ,a a a a p p p p p β β γ γ . 



64 ПРИКЛАДНЫЕ ПРОБЛЕМЫ ОПТИМИЗАЦИИ
О. В. Дружинина, 

О. Н. Масина, 
И. И. Васильева

Том 20, № 1. 2024          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru

Современные 
информационные 
технологии 
и ИТ-образование

Если обозначить через А параметрическое мно-
жество системы (2), то можно записать 

1 2 3 4 11 22 33 13 31 1 2 1 2( , , , , , , , , , , , , )a a a a p p p p p β β γ γ ∈А. В мо-
дели (2) для учета требования сосуществования двух попу-
ляций в ареале с межвидовой конкуренцией и существования 
популяции в убежище мы будем использовать условие опти-
мальности вида

( ) ( ) ( )
1

0

1 2 3 max,
t

t

x t x t x t dt →∫

где t0 – предполагаемое время выхода системы (2) на стаци-
онарный режим. В случае вымирания одного из двух видов в 
основном ареале или мигрирующей части популяции подын-
тегральное выражение обращается в нуль. Для решения оп-
тимизационной задачи (2), (4) используется модифицирован-
ный алгоритм дифференциальной эволюции. Для удобства 
вычислительных процедур запишем условие (4) в виде 

1

0

1
1 2 3( ( ) ( ) ( ) ) min

t

t
x t x t x t dt − →∫

Вариант программной реализации целевой функции, обозна-
чаемой в коде через fit_evo(w)и соответствующей условию (5), 
представлен на рис.  2. Функция eval_eco_4d(w), фигурирую-
щая на рис. 3, предоставляет массив результатов численного 
решения системы дифференциальных уравнений методом 
Рунге-Кутты.

Р и с. 3. Вариант реализации целевой функции с учетом критерия качества
F i g. 3. A variant of implementing the objective function considering the quality 

criterion

Для того, чтобы обеспечить устойчивую работу алгоритма реа-
лизации целевой функции, отрицательные и нулевые результа-
ты отсеиваются путем присваивания фиксированного значения 
1000. Оптимизация проводится с помощью модифицирован-
ного метода дифференциальной эволюции, реализованного в 
библиотеке scipy языка программирования Python, при этом ис-
пользуется функция differential_evolution(parametres) в составе 
подбиблиотеки scipy.optimize. 
С помощью созданной в среде Jupyter Notebook программы про-
веден вычислительный эксперимент по подбору параметров 
модели (2) с учетом заданных начальных условий (x1(0), x2(0), 
x3(0)) = (0.5, 0.5, 1). Значения параметров выбираются из зам-
кнутого интервала [0.1, 11], согласующегося с экологическим 
смыслом модельных параметров. На рис. 4 представлен фраг-
мент кода, реализующего алгоритм дифференциальной эволю-
ции для модели (2) с учетом выбранного замкнутого интервала.

Р и с. 4. Фрагмент кода реализации метода дифференциальной эволюции для модели (2)
F i g. 4. A code fragment for implementing the differential evolution method for model (2)

Представленные на рис. 3, 4 фрагменты компьютерных про-
грамм охватывают этапы 1-6 метода дифференциальной 
эволюции (рис. 1). Приведем описание основных параметров 
функции differential_evolution.
1. Целевая функция, с помощью которой задан критерий опти-
мальности. В рассматриваемом случае необходимо численно 
решить систему дифференциальных уравнений. Задача сво-
дится к минимизации функции fit_evo, обратной к интегралу 
от произведения плотностей популяций.
2. Значения параметров, которые содержатся в замкнутом ин-
тервале [0.1, 11]. Данный диапазон подбирается для рассма-
триваемой модели эмпирическим путем на этапе 1 алгоритма 
дифференциальной эволюции. 
3. Стратегия. По умолчанию в методе используется алгоритм 
best1bin одной из модификаций дифференциальной эволю-
ции, обеспечивающий более быструю и точную сходимость 
к минимальному значению по сравнению с рассмотренными 

выше этапами 2–5 классического метода дифференциальной 
эволюции.
4. Количество итераций. Указанный параметр представляет 
собой максимальное количество поколений Gmax и является 
критерием останова алгоритма на этапе 6. В рассматриваемой 
задаче для популяционно-миграционной модели количество 
итераций Gmax равно 250, но сходимость алгоритма обеспечи-
вается на 159-й итерации.
5. Коэффициент мутаций F∈[0.5; 1] характеризует масштаб-
ный коэффициент, который контролирует скорость эволюции 
популяции на этапе 3.
6. Константа рекомбинации Cr, равная 0.5 и применяемая на 
этапе 4, определяет вероятность скрещивания.
На рис. 5 представлен результат работы функции differential_
evolution для модели (2). Найдены оптимальные модельные пара-
метры a1=8.141, a2=10.928, a3=10.998, p11=0.478, p22=0.100, p33=0.100, 
p13= 0.137, p31=0.100, β1= 0.124, γ1= 0.310, β2= 10.908, γ2= 10.864. 
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Р и с. 5. Результат работы функции differential_evolution для модели (2) 
F i g. 5. The result of the differential_evolution function for model (2)

Проведена серия вычислительных экспериментов по поиску 
оптимальных параметров для моделей (2) и (3) с учетом за-
данных начальных условий. Полученные наборы параметров 
приведены в таблице 1.

Т а б л и ц а 1. Наборы параметров для моделей (2), (3), полученные с 
помощью дифференциальной эволюции

T a b l e 1. Parameter sets for models (2), (3) obtained using differential 
evolution

Модель Набор параметров

(2) a1=8.141, a2=10.928, a3=10.998, p11=0.478, 
p22=0.100, p33=0.100, p13= 0.137, p31=0.100, β1= 0.124,  
γ1= 0.310, β2= 10.908, γ2= 10.864.

(3) a1=10.013, a2=10.885, a3=10.934, p11=0.359, 
p22=0.100, p33=0.101, p13= 0.101, p31=0.184, β= 3.839,  
γ= 9.133.

Найденные наборы параметров использованы для анализа 
траекторной динамики популяций, построения фазовых пор-
третов и сравнительного анализа динамических режимов мо-
делей (2), (3).

3. Результаты компьютерных 
экспериментов
В настоящем разделе приведены результаты вычислитель-
ных экспериментов для моделей (2), (3) с учетом начальных 
условий (x1(0), x2(0), x3(0)) = (0.5, 0.5, 1) и наборов параметров 
из таблицы 1. На рис. 6 представлены траектории системы (2) 
для плотностей популяций x1, x2, x3 в сравнении с соответству-
ющими траекториями системы (3).
Согласно рис. 6, наблюдается соответствующее стационарному 
режиму как сосуществование двух видов в основном ареале, так 
и существование мигрирующего вида в убежище. Разные скоро-
сти миграции значительно влияют на плотность популяций как 
в основном ареале, так и в убежище. Плотность популяции x1 в 
основном ареале обитания и плотность популяции x2 в убежище 
для модели (2) значительно выше, чем плотности соответству-
ющих популяций для модели (3). Однако для модели (2) наблю-
дается убывание плотности популяции x3, которая не имеет воз-
можности мигрировать в убежище, по сравнению с плотностью 
соответствующей популяции модели (3).
Построены фазовые портреты моделей (2), (3) в неотрица-
тельном ортанте пространства (x1, x2, x3) с учетом начальных 
условий (x1(0), x2(0), x3(0)) = (0.5, 0.5, 1) и наборов параметров 
из таблицы 1, а также проекции фазовых портретов моделей 

(2), (3) на плоскости. В частности, на рис. 7 представлен фа-
зовый портрет модели (2) в неотрицательном ортанте про-
странства (x1, x2, x3), а на рис. 8 приведена проекция фазового 
портрета системы (2) на плоскости (х2 , х3). Вид проекции соот-
ветствует характеру устойчивого узла. 
В ходе компьютерных экспериментов выявлены эффекты, свя-
занные с влиянием коэффициентов миграции на траекторную 
динамику численности популяций. Сравнительный анализ пове-
дения траекторий моделей (2), (3) показывает, что разные скоро-
сти миграции оказывают значительное влияние на численности 
популяций как в основном ареале обитания, так и в убежище. При 
оптимальных наборах параметров, полученных с учетом заданно-
го критерия качества, наблюдается сосуществование двух конку-
рентов в основном ареале и существование мигрирующего вида 
в убежище как в случае с разными скоростями миграции, так и в 
случае попарно одинаковых миграционных коэффициентов.

Р и с. 6. Траектории систем (2), (3) для плотностей популяций x1, x2, x3 с 
учетом набора параметров, соответствующего модели (2): a1=8.141, 
a2=10.928, a3=10.998, p11=0.478, p22=0.100, p33=0.100, p13= 0.137, 

p31=0.100, β1= 0.124, γ1= 0.310, β2= 10.908, γ2= 10.864 и набора параметров, 
соответствующего модели (3): a1=10.013, a2=10.885, a3=10.934, p11=0.359, 

p22=0.100, p33=0.101, p13= 0.101, p31=0.184, β= 3.839, γ= 9.133
F i g. 6. Trajectories of systems (2), (3) for population densities x1, x2, x3 
considering the set of parameters corresponding to model (2): a1=8.141, 
a2=10.928, a3=10.998, p11=0.478, p22=0.100, p33=0.100, p13= 0.137, 
p31=0.100, β1= 0.124, γ1= 0.310, β2= 10.908, γ2= 10.864 and the set of 

parameters corresponding to model (3): a1=10.013, a2=10.885, a3=10.934, 
p11=0.359, p22=0.100, p33=0.101, p13= 0.101, p31=0.184, β= 3.839, γ= 9.133
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Р и с. 7. Фазовый портрет модели (2) в неотрицательном ортанте 
пространства (x1, x2, x3)

F i g.7. Phase portrait of model (2) in the non-negative orthant of space

Р и с. 8. Проекция фазового портрета модели (2) на плоскости (x2, x3)
F i g. 8. Projection of the phase portrait of the model (2) on the plane

Заключение 

В настоящей статье предложен подход к построению и исследо-
ванию динамических популяционно-миграционных моделей 
вида «два конкурента – один ареал миграции» с применени-
ем интеллектуальных технологий поиска параметров. Разра-
ботанный на основе дифференциальной эволюции алгоритм 
позволяет выявить условия сосуществования видов в общем 
ареале обитания и существования особей, имеющих возмож-
ность мигрировать в убежище. Реализация задачи построения 
траекторий динамики популяций осуществлена с помощью 
программного обеспечения на языке Python с привлечением 
таких библиотек, как SciPy, NumPy и Matplotlib.  Результаты 
могут найти применение при моделировании управляемых 
динамических популяционных систем высокой размерности. 
В качестве дополнительного исследования и в качестве рас-
ширения функционала метода поиска параметров модели (1) 
можно предложить использовать в алгоритме дифференци-
альной эволюции критерий оптимальности, основанный на 
проверке предположения о существовании положительного 
вектора, компоненты которого соответствуют приближенно-
му состоянию равновесия.  
Перспективным направлением исследований с применением 
метода дифференциальной эволюции является построение и 
анализ популяционно-миграционных моделей в стохастиче-
ском и нечетком случаях, характеризующихся неопределен-
ностями, которые свойственны процессам развития биологи-
ческих сообществ. Кроме того, планируется изучение методов 
машинного обучения для анализа данных и прогнозирования 
поведения популяций, а также оценка возможностей парал-
лельных и распределенных вычислений для ускорения про-
цесса моделирования систем. 
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