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Аннотация 

В данной работе рассматриваются методы определения сингулярностей по Д. Златанову. Проведен расчет 

конфигурационного пространства манипулятора в рабочем пространстве. Рассмотрены методы дискретизации 

рабочего пространства для вычисления локуса сингулярности через глобальный индекс. Также через детерминант 

возможно определить сингулярности первых трех типов через матрицу прямой и обратной кинематики). Дано 

описание проблемных вопросов, возникающих при определении сингулярностей первых трех типов. Также 

определено понятие сингулярности и описан круг вопросов в определении проблематики точного определения 

областей сингулярности манипуляторов параллельного типа. В данном исследовании рассматривается 

манипулятор типа 3-RRR. Необходимо решить обратную задачу кинематики. Определить геометрический якобиан 

и найти его детерминант. Необходимо определить для системы абсолютных координат геометрический якобиан 

для определения конфигурационного пространства манипулятора. После этого возможно определить 

возникновение локусов сингулярностей через анализ условного числа и задания границ рабочего пространства 

(регионов сингулярностей). Возможно использовать метод дискретизации при анализе коэффициента ошибки 

вектора обобщенных скоростей при изменении мгновенной скорости манипулятора и ошибками в рамках рабочего 

пространства. Кроме того, приводится анализ классификации типов сингулярностей Зариски, К. Госселина и Ж. 

Анжеса. с целью выявить различия в подходах при определении типов сингулярностей для рабочего пространства 

манипуляторов параллельной структуры. Дальнейшей перспективой для исследования методов определения 

рабочего пространства является определение бесконечномерной группы Ли. И провести дискретизацию в 

пространстве многообразия. Каким образом предопределяется бесконечномерная группа Ли для манипулятора 

типа 3RRR. 
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Abstract  

This paper considers the problem of definition singularities for planning manipulator’s trajectory with complex parallel 

kinematics, for example 3-RRR manipulator. The main advantage of robots with parallel kinematics is being widely used 

for precise applications to achieve complex motions and variable poses for the end effector tool. Application of these robots 

is widespread in areas such as medicine and the electronics industry. Parallel manipulators have better stiffness and 

dynamic characteristics than manipulators with sequential kinematics. Firstly, the application of manipulators of this type 

in various fields of science and technology, as well as their advantages and disadvantages, are considered. Secondly, an 

analysis of the Zlatanov taxonomy is made, and 1,2 and 3 types of singularities are considered. Thirdly, possible ways of 

solving problems of parallel kinematic manipulator are indicated. Fourthly, the issue of trajectory planning simulation can 

be solved with method of sampling. A promising direction is to determine the Lie group in the space of a manifold. Also, to 

determine the first three types of singularities, it is necessary to know the determinants of the matrices of direct and inverse 

kinematics. Finally, we discuss promising research directions for solving trajectory planning problems for manipulators of 

complex kinematics, electronic industry and industry 4.0, industry 5.0. 
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Введение 

Необходимо предоставить определение сингулярностей 

как центральной темы для исследования 

кинематических структур робототехнических систем. 

Исследуются такие сингулярные положения 

механизмов, которые оказываются критическими при 

анализе динамических характеристик, в особенности 

при анализе управления движения манипуляторов. 

Необходимо избегать потери управления при 

управлении движением манипулятора, в частности при 

рассмотрении неконтролируемых сил, приложенных к 

концевому эффектору. Кинематические сингулярности 

роботов-манипуляторов – это конфигурации, в которых 

происходит изменение ожидаемого или типичного 

числа мгновенных степеней свободы. Сингулярности 

возникают, когда ранг матрицы Якобиана робота 

меньше максимального ранга, которого может достичь 

Якобиан в некоторой конфигурации [9]. 

Сингулярности существуют для конкретной 

конфигурации робота, если детерминант матрицы 

Якобиана равен нулю [9], [15]. Рассмотрим для начала 

классификация типов сингулярностей по Д. Златанову. 

Цель исследования 

Необходимо определить типы сингулярностей по 

Д. Златанову на основе анализа трех типов 

сингулярностей. 

Основная часть 

Классификация сингулярностей по Д. Златанову. В 

общем виде существует шесть типов сингулярных 

конфигураций для описания конфигурационного 

пространства манипуляторов [13], [21]. Однако, самих 

комбинаций для общего случая произвольной 

кинематической структуры может существовать 

намного больше (например, для первого типа 

сингулярности с избыточным входом, когда существует 

ненулевой вход и вектор скоростей пассивных звеньев, 

который будет удовлетворять уравнению скоростей для 

нулевого выхода по вектору скорости  и может принять 

49 возможных конфигураций из шести типов 

сингулярностей, соответственно хотя бы одного типа 

соединения первого типа(R/I)). В данном случае 

существует проблема решения мгновенной обратной 

задачи кинематики. 

Второй тип сингулярности описывает избыточный 

выход, когда существует ненулевой выход и вектор 

скоростей пассивных звеньев, который будет 

удовлетворять уравнению скоростей для нулевого 

входа по вектору скорости. В данном случае 

существует проблема решения мгновенной прямой 

задачи кинематики. 

Третий тип сингулярности возникает в том случае, 

когда проявляется сингулярность невозможного входа 

второго типа, если существует вектор скорости 

активных звеньев, для которого уравнение скорости не 

подходит ни для одной комбинации для векторов 

скорости пассивных звеньев и векторов скоростей 

выхода. Сингулярность 2 типа приводит к 

неразрешимости обратной задачи кинематики. 

Четвертый тип сингулярности описывает 

сингулярность невозможного выхода в конфигурации, 

когда вектор скорости выхода, для которого уравнение 

скорости не подходит ни для одной комбинации для 

векторов скоростей пассивных звеньев и векторов 

скоростей выхода. Данный тип влечет за собой 

неразрешимость мгновенной обратной задачи 

кинематики. 

Если линия, проходящая через два соединительных 

шарнира, пересекает базовое звено во входном 

шарнире, то конфигурация является сингулярностью 

RI- и lO-типа (т.е. избыточного входа или избыточного 

выхода). Если точкой пересечения является выходной 

шарнир, то возникает сингулярность типа RO 

(избыточной выход)- и возникает сингулярность 

второго типа. 

Пятый тип сингулярности описывает повышенную 

мгновенную подвижность (ПМП), если ранг L (явная 

функция координат шарнирного винта) < N. По выводу 

ранга матрицы уравнения скорости можно определить, 

что данный тип сингулярности является 

неопределенной конфигурацией, для которой 

мгновенная подвижность больше подвижности полного 

цикла. Возникает в том случае, когда возникает 

переходная подвижность в конфигурации механизма. 

Следовательно, обе задачи мгновенной кинематики 

будут неразрешимы для данного типа сингулярности. 

Шестой тип сингулярности связан с избыточным 

пассивным движением (ИПД), если существует 

ненулевая вектор скорости пассивного сочленения, 

который удовлетворяет уравнению скорости для 

нулевого входа и нулевого выхода. Обе задачи 

мгновенной кинематики, получается в данном случае 

тоже будут неразрешимы. Соответственно движение 

механизма возможно при нулевых скоростях и на 

входе, и на выходе [1]. 

Существует топология Зариски, она слаба и свойство 

локальности в топологии Зариски неудовлетворительно 

влияет на классификацию. В общем случае правильным 

подходом является формализация. Самым основным 

инвариантом сингулярной точки является размерность 

касательного пространства Зариски. 

Кинематические  сингулярности 

1. Если попытаться управлять манипулятором в 

декартовом пространстве, то можно столкнуться с 

трудностями, т.к. обратное отображение из декартова 

пространства в пространство сочленений иногда может 

стать проблемой. Такие проблемные положения робота 

называются сингулярностями или вырождениями. 

2. При наличии сингулярности подвижность 

манипулятора снижается. Это сопровождается 

произвольным движением манипулятора в декартовом 

направлении. Это называется потерей подвижности. 

3. Граничные сингулярности (также известные как 

сингулярности рабочего пространства) являются одним 

из распространенных типов сингулярностей. 

Они обычно возникают при полном выпрямлении в 
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сочленении и требуют от манипулятора перемещения 

за пределы, где он может быть расположен. Как 

правило, это попытка выйти за пределы рабочего 

пространства в самой дальней его точке. 

4. Внутренние сингулярности (также известные как 

сингулярности суставного пространства). Обычно они 

возникают в результате выравниванием осей робота в 

пространстве. Например, если две оси выровнены в 

пространстве, то вращение одной из них может быть 

отменено противовращением. 

Одной из них может быть другой, в результате чего 

фактическое положение сустава остается 

неопределенным. Также причиной могут быть 

определенные кинематические согласования, 

характерные для каждого манипулятора. 

5. При сингулярности пространства сочленения 

возможно существование бесконечного числа обратных 

кинематических решений. 

6. При сингулярности суставного пространства малые 

декартовы движения могут потребовать бесконечных 

скоростей сочленений. 

7. Анализируя матрицу Якобиана манипулятора, можно 

найти сингулярные положения робота. 

Трехзвенный параллельный манипулятор 

По классификации К. Госселина и Ж. Анжеса 

определим локусы сингулярности плоских 

параллельных манипуляторов с вращательными 

сочленениями. Могут возникать два различных типа 

сингулярностей [2, 3]. В типе I, det(JΘ) = 0, что 

происходит, когда Γi = 0. В типе II det(Jq) = 0, что 

происходит, когда три линии, связанные с дистальными 

звеньями, пересекаются в одной точке или все 

параллельны.  Для полноты картины отметим лишь, что 

существуют также сингулярности типа III, которые 

могут возникать, когда появляется сингулярность 

невозможного входа второго типа.  

Необходимо обозначить локусы сингулярностей для 

постоянной ориентации подвижной платформы. 

Локусами сингулярностей типа I для постоянной 

ориентации являются границы трех кольцевых 

регионов - пространств вершин, каждое из которых 

определяется неравенством Γi ≥ 0. Рабочее 

пространство постоянной ориентации является 

пересечением этих вершинных пространств [9], [20]. 

Локусы сингулярностей типа III являются центрами 

вершинных пространств с координатами (-ai, -bi) [3].  

Определение локуса сингулярности II типа, однако, 

является сложной задачей из-за существования 

радикалов √Γi. Устранение радикалов приводит к 

получению полинома высокой степени, 

соответствующего всем восьми наборам режимов 

работы манипулятора. 

Существуют локусы сингулярности для всех наборов 

ветвей, показанных вместе и по отдельности, для 

различных общих конструкций манипулятора типа 3-

RRR. Далее приведем параметры отображающие 

локусы сингулярности [4, 5]. 

Рассмотрим сингулярность III типа. В этом случае мы 

можем получить многочлен в символьном виде. 

Сделаем нашу задачу безразмерной. После того как 

якобиан Jq выражен через x, y и параметры 

манипулятора [15]. Получаем det (Jq). Числитель 

является функцией от x и y, которая не может быть 

разложена в общем виде и содержит три радикала δi = 

0. 

Для схемы управления 1, когда RRR1-RRR2-RRR3         

(активные для заданного конфигурационного 

пространства) [6-8]. 

Если продифференцируем следующие выражения, 

перед этим сложив их и возведя в квадрат: 

                                 (1) 

                                   (2) 

Тогда матрица Якобиана 

        
     где (3) 
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                     (6) 

Для других схем кроме RRR1-RRR2-RRR3        

                                                 (10) 

Для заданного типа манипулятора определим первые 

три типа сингулярностей по классификации Госселину 

и Анжелесу, Д. Златанову
1
 [10, 11]. 

Специальные конструкции, например, основание и 

платформа являются равносторонними треугольниками 

или коллинеарными платформами, не приводят к 

упрощению, но позволяют геометрически описать 

локусы сингулярностей. Соответственно возможно 

понять сложную взаимосвязь между ветвями и 

локусами сингулярности. 

Интересующий нас частный случай возникает при 

совпадении двух шарниров платформы, например, 

когда B1 ≡ B2. Для этого случая необходимо (при 

параметризации), чтобы a1 = b1 = c1 = d1 = b2 = c2 = d2 

= 0.  

Сингулярности типа II возникают, когда линии, 

связанные с дистальными звеньями, пересекаются в 

одной точке или все они параллельны между собой.  

Детерминант якобиана произвольной геометрии 

определяется подобным образом и должен быть равен 

нулю в случае возникновения сингулярности данного 

типа
2,3

 [12], [14], [16]: 

                                                         (11) 
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2 Gritsenko K. Problems of Trajectory Planning in Manipulators with 
Parallel Kinematics. In: 2023 Seminar on Information Computing and 

Processing (ICP). Saint Petersburg, Russian Federation: IEEE Press, 2023. 

P. 76-79. https://doi.org/10.1109/ICP60417.2023.10397330 
3 Ivanov A. I., Gritsenko K. V. Kinematic Analysis of a Five-link Parallel 

Manipulator // 2022 Conference of Russian Young Researchers in 

Electrical and Electronic Engineering (ElConRus). Saint Petersburg, 
Russian Federation: IEEE Press, 2022. P. 666-669.  

https://doi.org/10.1109/ElConRus54750.2022.9755762 
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Соответственно, в случае возникновения 

сингулярности данного типа мы не рассматривали 

случай, когда сингулярность будет однозначно 

определена в каждом случае (когда a3=0). 

Сингулярная конфигурация манипулятора возникает в 

том случае[17,18,19]: 

  
                                                                  (20) 

Глобальный индекс состояния 

манипулятора (условие) 

Условное число матрицы якобиана выражается 

подобным образом: 

                                (21) 

Число условий указывает на коэффициент усиления 

ошибки мгновенной скорости(вектор скоростей) и 

ошибками в рамках рабочего пространства. Данное 

число зависит от конфигурации манипулятора. Оно 

изменяется от 1 при изотропных конфигурация до 

бесконечности при сингулярных конфигурациях. И 

измеряет изменение для сингулярных конфигурация 

значения матрицы якобиана. 1/k описывает условный 

индекс, который описывает поведение манипулятора в 

конкретной позиции схвата в рабочем пространстве
4,5

 

[19]. 

Для описания глобального индекса (для описания 

поведения манипулятора в глобальном пространстве) 

используется следующее выражение: 

    
   

 

 
   

    
,               (22) 

где   w-рабочее пространство, k-условное число. 

Полученные результаты 

Исследованы методы определения для типов 

сингулярности первых трех типов. Определены 

итоговые матрицы Якоби манипулятора. Определен 

глобальный коэффициента для манипулятора типа 3-

RRR.  

 

                                                 
4 Жиленков А. А., Абрамкина К. В., Епифанцев И. Р., Черный С. Г. 

Интеллектуальное управление качеством энергии в автономных 

электроэнергетических системах транспортных объектов // 
Электротехника. 2021. № 5. С. 57-63. EDN: GQNOTT 
5 Zhilenkov A. A., Abramkina K. V., Epifantsev I. R., Chernyi S. G. 

Intelligent Energy-Quality Management in Autonomous Electric-Power 
Systems of Transport Facilities // Russian Electrical Engineering. 2021. 

Vol. 92. P. 284-290. https://doi.org/10.3103/S1068371221050126 

Заключение и обсуждение 

В заключении необходимо отметить, что цель 

исследования достигнута. Определены первые три типа 

сингулярностей манипулятора и методы их 

определения для рабочей поверхности манипулятора. 

Также для определения локусов сингулярности 

возможно применить метод дискретизации для 

ограничения регионов сингулярных областей. Более 

того, определены причины, по которым могут 

возникать сингулярные конфигурации. Также через 

условное число, возможно определить глобальный 

индекс для анализа коэффициента ошибки для 

определения зависимости между вектором мгновенных 

скоростей и ограничениями, накладываемыми рабочей 

поверхностью манипулятора. При определении 

бесконечномерной группы Ли для дальнейшей темы 

исследования рабочей поверхности манипулятора типа 

3-RRR эта группа является и одновременно гладким 

многообразием и такая, что для нее закон умножения и 

взятие обратного элемента задаются гладкими 

отображениями. Возникает понятие диффеоморфизмов 

окружности. Соответственно можно предсказать 

появление для каждого конечномерного гладкого 

многообразия группа всех гладких диффеоморфизмов 

есть группа Ли. Следовательно, с помощью 

бесконечномерной группы Ли возможно определить 

область С-пространства манипулятора типа 3-RRR. И в 

дальнейшем провести траекторное планирование 

движения манипуляторов замкнутой параллельной 

кинематики. [13], [22-25]. 
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