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Аннотация
Двудольные сети представляют собой особый тип графа, состоящий из двух разных типов уз-
лов. Ребра между узлами существуют только между узлами разных типов. Разделение сооб-
ществ является важным звеном в сетевом анализе, которое предполагает разделение узлов 
сети на несколько кластеров или сообществ, чтобы лучше понять и выявить структурные и 
функциональные характеристики сети. Для двусторонних сетей разделение сообщества может 
помочь понять, насколько тесные взаимосвязи формируются между различными типами узлов.
Структура двусторонней сети используется во многих областях. Из-за ее уникальных струк-
турных характеристик традиционные методы разделения сообществ часто не могут быть на-
прямую применены к двусторонним сетям, что делает предлагаемое исследование разделения 
сообществ двусторонних сетей более значимым. Основная задача этого исследования – разра-
ботать новый алгоритм разделения сообщества, основанный на приращении модульности. Этот 
алгоритм призван преодолеть ограничения существующих методов BRIM и повысить точность 
и эффективность разделения сообщества в двудольных сетях. Модульность является важным 
индикатором качества разделения сети, а степень модульности принимает значение от -1 до 
1. Когда значение положительное, структура сообщества более плотная, чем случайная сеть, 
а когда значение отрицательное, структура сообщества менее плотная, чем случайная сеть. В 
ходе работы решались следующие проблемы: во-первых, как определить и рассчитать прира-
щение модульности в двудольных сетях; во-вторых, как разработать эффективный алгоритм 
для максимизации приращения модульности для достижения наилучшего эффекта разделения 
сообщества; наконец, как проверить эффективность и превосходство нового алгоритма в раз-
делении сообществ двудольных сетей. Результаты исследований показывают, что новый алго-
ритм хорошо работает при разделении двусторонних сетевых сообществ, повышает точность 
и эффективность разделения сообществ и может более эффективно выявлять структурные ха-
рактеристики сети, тем самым предоставив мощный инструмент  анализа в смежных областях.
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Abstract
Two-way networks are a special type of graph consisting of two different types of nodes. The edges 
between nodes exist only between nodes of different types. Community partitioning is an important 
link in network analysis, which involves dividing network nodes into several clusters or communities in 
order to better understand and identify the structural and functional characteristics of the network. For 
two-way networks, community partitioning can help to understand how close relationships are formed 
between different types of nodes. The structure of two-way network is used in many fields. Due to its 
unique structural characteristics, traditional community partitioning methods often cannot be directly 
applied to   two-way networks, which makes the proposed study of community partitioning of   two-
way networks more meaningful. The main objective of this research is to develop a new community 
partitioning algorithm based on modularity increment. This algorithm aims to overcome the limitations 
of existing BRIM methods and improve the accuracy and efficiency of community partitioning in two-
way networks. Modularity is an important indicator of the quality of network partitioning, and the 
degree of modularity takes a value from -1 to 1. When the value is positive, the community structure 
is denser than the random network, and when the value is negative, the community structure is less 
dense than the random network. The problems addressed in this work were: first, how to determine 
and calculate the modularity increment in two-way networks; second, how to develop an efficient 
algorithm to maximise the modularity increment to achieve the best community partitioning effect; 
finally, how to test the effectiveness and superiority of the new algorithm in community partitioning 
of two-way networks. The research results show that the new algorithm performs well in separating 
two-way network communities, improves the accuracy and efficiency of community separation, and 
can identify the structural characteristics of the network more effectively, thus providing a powerful 
analysis tool in related fields.
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Введение

Сложная сеть – это недавно появившаяся междисциплинарная 
область исследований, охватывающая математику, информа-
тику, физику и биологию [1]. Изучение структуры сообщества 
можно разделить на три типа: открытие сообщества, анализ 
структуры сообщества, а также структура сообщества и се-
тевая динамика [2, 3]. Большая часть исследований по обна-
ружению сообществ сосредоточена на одночастных сетях, а 
исследования по разделению сообществ в двудольных сетях 
относительно недостаточны [4]. Актуальны алгоритмы для 
разделения сообщества. Алгоритм разделения сообщества 
двоичной сети используется для обработки двух типов узлов 
как одного типа, а затем односторонние узлы  извлекаются по-
сле разделение сообщества.
Большинство реальных сетей имеют структуру сообщества, а 
это означает, что большая сеть может быть разделена на не-
сколько подсообществ [5]. Связи внутри этих подсообществ 
тесны, а связи между этими подсообществами редки. Образу-
ющиеся из этих сложных сетей подсообщества и оценка каче-
ства сообществ очень важны для анализа реальных сетей.
В последние годы был достигнут большой прогресс в иссле-
довании алгоритмов декомпозиции сообществ для сложных 
сетей [6, 7]. Чтобы измерить преимущества и недостатки раз-
личных алгоритмических декомпозиций, Гирван и Ньюман [5] 
определили индекс оценки удовлетворенности разделением 
сети, называемый модульностью. Эта модульность в насто-
ящее время широко используется для измерения качества 
декомпозиции сообщества [8, 9]. Она применима не только к 
ненаправленным сетям, но также может быть распростране-
на на направленные сети, взвешенные сети и многоуровне-
вые сети. Это также может помочь определить иерархические 
структуры в сети, а многоуровневую структуру сообщества 
сети можно обнаружить путем рекурсивной  максимизации 
модульности. Конечно, у модульности также есть определен-
ные недостатки, такие как невозможность измерения сетей с 
большими различиями в сообществах и невозможность опре-
делить, является ли одно сообщество разумным разделением.
Двусторонние сети, как важная ветвь сложных сетей, имеют 
обширный опыт применения и теоретическую ценность. Дву-
дольная сеть – важная форма выражения в сложных сетях (по 
сравнению с общими одночастными сетями), состоящая из 
двух частей с разными типами вершин, причем две вершины 
одного типа не связаны между собой. 
Многие сети в реальном мире демонстрируют естественную 
дихотомическую структуру [10, 11]. Например, совместные 
исследования учёных в реальной двусторонней сети – учёные 
в сети сотрудничества с бумажными документами, совмест-
ные исследования актёров в сети сотрудничества актёров 
кино, болезнь в сети генов болезней, сообщество слушателей 
сети слушателей-песен и группа терминалов сети P2P данных 
компьютерных терминалов, а также дихотомическая сетевая 
структура между читателями и книгами.
При изучении проблемы сегментации сообществ в двунаправ-
ленных сетях распространенным подходом является их пре-
образование в одночастные сети, однако это может привести 
к значительной потере информации и повлиять на точность 
определения структуры сообществ [12]. Другой подход заклю-

чается в прямом разбиении на двучастные сети. Такие методы 
могут эффективно сохранить большую часть информации ис-
ходной сети. Например, Барбер предложил алгоритм BRIM [13, 
14], подходящий для разделения сообщества двудольной сети 
на основе одномодовых сетей. Алгоритм хорошо работает в 
небольших двудольных сетях, но имеет ограниченную эффек-
тивность в крупномасштабных двудольных  сетях.  Более того, 
этим методам часто не хватает признанного стандарта оценки, 
что затрудняет оценку эффекта алгоритма. Кроме того, отно-
сительно недостаточно исследований разделения сообществ 
в двусторонних сетях, особенно с точки зрения взаимосвязи 
между структурой сообщества и функциями сети.
В связи с этим целью данного исследования является более глу-
бокое изучение проблемы сегментации сообществ в двунаправ-
ленных сетях. Рассмотрены основные концепции и свойства 
двусторонних сетей, проанализированы существующие методы 
разделения сообществ в двусторонних сетях, включая их преиму-
щества и ограничения, предложен новый алгоритм разделения 
сообщества, целью которого является преодоление недостатков 
существующих методов и повышение точности и эффективно-
сти разделения сообщества. Кроме того, это исследование со-
средоточено на изучении проблемы разделения сообщества на 
основе увеличения модульности в двусторонних сетях с целью 
эффективного выявления и анализа структуры сообщества в 
двусторонних сетях. Описываемый метод не только повышает 
точность и эффективность разграничения сообществ, но также 
лучше раскрывает внутренние характеристики модулей сети, со-
храняя при этом целостность сетевой структуры.

Современное состояние и существующие 
проблемы разделения сообществ в 
двусторонних сетях
С точки зрения графов сообщество можно определить как под-
множество узлов, которые тесно связаны друг с другом и слабо 
связаны с узлами других сообществ в одном графе [15]. В сете-
вом анализе обнаружение сообществ в сети является одной из 
наиболее важных задач [16-18]. В крупномасштабной сети, та-
кой как социальная сеть, у нас могут быть миллионы узлов и ре-
бер [19]. Обнаружение сообществ в таких сетях – непростая за-
дача. Поэтому нам нужны алгоритмы обнаружения сообществ, 
которые смогут разделить сеть на несколько сообществ (рис. 1).

Р и с. 1. Двусторонняя сеть
F i g. 1. Two-way network

Источник: здесь и далее в статье все рисунки составлены авторами.
Source: Hereinafter in this article all figures were drawn up by the authors.
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Алгоритм Гирвана-Ньюмана
Рассмотрим алгоритм обнаружения сообщества, основанный 
на расстоянии между ребрами. Его основная идея состоит в 
том, чтобы вычислить расстояние между ребрами всех ребер 
в сети, а затем найти ребро с наибольшим значением рассто-
яния между ребрами и удалить его. При удалении изменяется 
расстояние между некоторыми ребрами. Кратчайший путь, 
который раньше проходил через удаленное ребро, теперь про-
ходит через другие ребра, поэтому расстояние между ребрами 
необходимо пересчитывать, затем снова ищется и удаляется 
ребро с наибольшим значением и так далее. Идентификация 
сообществ через границы между ними – относительно интуи-
тивный алгоритм обнаружения сообществ. 
Алгоритм Гирвана-Ньюмана – это алгоритм обнаружения со-
обществ, основанный на промежуточности. Его основная идея 
заключается в непрерывном удалении ребер из сети в поряд-
ке от большего к меньшему в соответствии с центральностью 
промежуточного ребра до тех пор, пока вся сеть не будет раз-
ложена на различные сообщества (рис. 2).

Р и с. 2. Метод Гирвана-Ньюмана
F i g. 2. Girvan-Newman method

Можно отметить преимущества алгоритма Гирвана-Ньюмана 
– когда известно число разделенных сообществ, результаты 
разделения сообществ могут быть даны более точно, также  он 
может давать результаты разделения сообщества на разных 
уровнях и раскрывать информацию об иерархической струк-
туре сети.  Но можно выделить и недостатки – он страдает от 
высокой вычислительной сложности и плохих результатов 
при неизвестном количестве сообществ [2], [4, 5], [20].

Алгоритм BRIM
Алгоритм BRIM (двусторонняя рекурсивная индуктивная мо-
дель) – это метод  разделения сообщества двусторонней сети, 
основанный на теории модульности двудольной сети, расши-
ренной из матрицы модульности однодольной сети [21, 22]. 
Этот алгоритм направлен на повышение точности и эффек-
тивности разделения сообщества  посредством рекурсивного 
деления. Он адаптивный и может автоматически выбирать 
подходящие стратегии и параметры разделения в соответ-
ствии с характеристиками сети. Цель алгоритма BRIM – раз-
делить двустороннюю сеть на сообщества с тесными внутрен-
ними связями и разреженными связями между сообществами, 
чтобы лучше отразить структуру и характеристики сети. Хотя 
этот алгоритм эффективно разделяет двудольную сеть, он 
требует дополнительных входных параметров [13], [23] на 
этапе инициализации, что делает его применение весьма огра-
ниченным.

Алгоритм LPA
Алгоритм LPA использует матричную декомпозицию на осно-
ве метода распространения меток [18]. Этот алгоритм сначала 
обеспечивает, что каждой вершине присваивается уникальная 
метка, а затем каждая вершина выбирает как можно больше 
соседних меток и, наконец, формирует отдельное сообщество 
путем итерации вершин с одной и той же меткой. Стоимость 
делает алгоритм LPA подходящим для больших двудольных се-
тей и параллельного анализа сообщества в реальном времени 
больших двудольных сетей. Однако этот алгоритм имеет про-
блему низкой точности деления. Алгоритм распространения 
меток применяется к обнаружение сообщества двусторонней 
сети, но его двусторонняя структура приведет к таким пробле-
мам с метками узлов, как колебание и плохая стабильность.
Позже в исследовании Мураты улучшили алгоритм распростра-
нения меток и предложили алгоритм, более подходящий для 
двусторонних сетей [23]. Этот улучшенный алгоритм облег-
чает выполнение параллельного анализа сообщества в реаль-
ном времени в больших двусторонних сетях.  Также они пред-
ложили алгоритм LP&RRIM [24], который представляет собой 
комплексное улучшение алгоритма BRIM и алгоритма LPA. Он 
основан на алгоритме распространения меток и использует ал-
горитм BRIM для его улучшения, что приводит к лучшему раз-
делению сообщества, что может достичь хорошие результаты в 
качестве разделения  в крупных двусторонних сетях. 

Алгоритм Би-кликовый
В работе Леманна [25] распространили алгоритм K-клики [19] 
на двудольные сети и предложили алгоритм разделения сооб-
щества двудольной сети Bi-clique. Алгоритм K-clique изначаль-
но был разработан для обнаружения сообществ в сети одного 
типа. Он основан на поиске K узлов, тесно связанных в сети, и 
формировании тесно связанного подграфа, который считает-
ся сообществом. Однако в двунаправленной сети ситуация ус-
ложняется, поскольку существует два разных типа узлов и свя-
зей между ними. Это делает традиционный алгоритм K-клики 
неприменимым напрямую к двудольным сетям, поскольку он 
не учитывает характеристики двудольной структуры. Соот-
ветствующим образом была улучшена функция Bi-clique: она 
может обнаруживать перекрывающиеся сообщества и учиты-
вать сообщества с различной плотностью связей. Это делает 
его более подходящим для решения проблем разделения сооб-
щества в двусторонних сетях. Несмотря на это, у него все еще 
есть определенные недостатки: алгоритм анализирует только 
двудольные сети, плотность которых превышает заданный 
порог [26].

Алгоритм оптимизации муравьиной колонии
Данный алгоритм обеспечивает сегментацию сообществ с по-
мощью муравьиной модели с высокой точностью [27]. Однако 
этот алгоритм имеет высокие вычислительные затраты при 
работе с большими и сложными сетями, процесс настройки 
параметров сложен и требует много времени, и легко попасть 
в локальные минимумы. Оптимальное решение влияет на гло-
бальную оптимальность открытия сообщества. Кроме того, на 
стабильность и последовательность алгоритма влияют эври-
стические правила и случайность, и при разных запусках могут 
быть получены разные результаты разделения сообщества.
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Проведенное исследование для решения 
задачи по разделению сообществ 
двудольных сетей
Цель исследования
Двудольные сети представляют собой особый тип графа, со-
стоящий из двух разных типов узлов. Ребра между узлами су-
ществуют только между узлами разных типов. Разделение со-
обществ является важным звеном в сетевом анализе, которое 
предполагает разделение узлов сети на несколько кластеров 
или сообществ, чтобы лучше понять и выявить структурные 
и функциональные характеристики сети. Для двусторонних 
сетей разделение сообщества может помочь нам понять, на-
сколько тесные взаимосвязи формируются между различны-
ми типами узлов.
Структура двусторонней сети используется во многих обла-
стях. Из-за ее уникальных структурных характеристик тради-
ционные методы разделения сообществ часто не могут быть 
напрямую применены к двусторонним сетям, что делает пред-
лагаемое исследование разделения сообществ двусторонних 
сетей более значимым.
Основная задача этого исследования – разработать новый ал-
горитм разделения сообщества, основанный на приращении 
модульности, для эффективного и точного решения проблемы 
разделения сообщества в двудольных сетях. Модульность яв-
ляется важным индикатором качества разделения сети, а сте-
пень модульности принимает значение от -1 до 1. Когда значе-
ние положительное, структура сообщества более плотная, чем 
случайная сеть, а когда значение отрицательное, структура 
сообщества менее плотная, чем случайная сеть.
В ходе работы решались следующие проблемы: во-первых, как 
определить и рассчитать приращение модульности в двудоль-
ных сетях; во-вторых, как разработать эффективный алгоритм 
для максимизации приращения модульности для достижения 
наилучшего эффекта разделения сообщества; наконец, как 
проверить эффективность и превосходство нового алгоритма 
в разделении сообществ двудольных сетей. Решение этих про-
блем окажет важное влияние на исследования разделения со-
обществ двусторонних сетей. Оно не только повысит точность 
и эффективность разделения сообществ, но и поможет более 
глубоко понять структурные характеристики двусторонних 
сетей, тем самым предоставив мощный инструмент  анализа 
в смежных областях.

Классический алгоритм Newman
Определение метрики модульности ассоциации Модульность 
Q используется для описания силы характеристик сетевой 
ассоциации [2]. Для сети, содержащей n узлов и m ребер, мы 
определяем модульность, которая рассчитывается следую-
щим образом [28, 29]:

 
                
где：
Q: Модульность, мера силы ассоциативной структуры сети. 
Значение Q не является значимым, если оно находится в пре-
делах 0,3 ~ 0,7 считается, что имеется четкая ассоциативная 
структура.
: Элементы матрицы смежности, 1, если есть ребро между уз-

лом i и узлом j, 0 в противном случае.
: Матрица ожидаемого соседства, т.е. ожидаемое значение ве-
роятности существования ребра между узлом i и узлом j в слу-
чайной сети.
где:
  ， и  степени узлов i и j, соответственно.
:  Функция Кронекера，, используется для проверки того, на-
ходятся ли два узла в одной ассоциации.
m: общее количество ребер в сети.

Цель уравнения (1) – сравнить ассоциативную структуру ре-
альной сети со структурой случайной сети. Если Q > 0 то ре-
альная сеть имеет более сильную структуру ассоциаций, чем 
случайная сеть.
Далее запишем в другой матричной форме вычисления степе-
ни модульности сети:
    
где:
 : Матрица модульности, которая представляет собой разницу 
между реальной сетью и случайной сетью.
S: Матрица принадлежности S используется для описания 
того, к какой ассоциации принадлежит каждый узел сети. Для 
сети, содержащей c ассоциаций, матрица принадлежности мо-
жет быть определена следующим образом , n – количество уз-
лов в сети, где если узел i принадлежит к ассоциации , то  иначе 
. Таким образом, функция Кронекера  может быть выражена в 
терминах элементов матрицы S. То есть: , подставив это выра-
жение в выражение для Q, получим: 
Tr: След матрицы, то есть сумма элементов на главной диаго-
нали. Это можно записать в матричной форме:

Например: Предположим, что у нас есть небольшая сеть кни-
говыдачи, состоящая из 3 читателей (узлы 1, 2, 3) и 3 книг 
(узлы A, B, C). Предположим, что записи о выдаче книг выгля-
дят следующим образом:
Читатель 1 взял книги A(1) и B(2).
Читатель 2 взял книгу B(2).
Читатель 3 взял книгу C(3).
Шаг 1: Решите матрицу смежности A
Шаг 2: Решите задачу для ожидаемой матрицы смежности P
Шаг 3: Матрица принадлежности S
Шаг 4: Решите задачу для матрицы B

Шаг 5: Рассчитайте степень модульности Q
Вычисления на шаге 4 по классическому алгоритму невозмож-
ны, так как , а здесь B - матрица , где n1 - количество узлов типа 
I, то есть количество читателей, а  - количество узлов типа II, 
то есть количество типов книг; суммируя количество точек .
Здесь  не сможет выполнить вычисление, потому что матрицу  
нельзя умножить на матрицу  (1). Поэтому далее был исследо-
ван и опробован алгоритм BRIM.

Алгоритм BRIM
Если число узлов типа 1 равно p, а число узлов типа 2 равно 
q, то общее число узлов равно . Матрица связности и матрица 
ожидаемых вероятностей соответствующей стохастической 
модели сети имеют следующий вид .
Где:

                            Q =
1

2m
�(Aij − Pij)δ(gi − gj)
ij

                           (1) 

где： 
Q: Модульность, мера силы ассоциативной структуры сети. 
Значение Q не является значимым, если оно находится в пре-
делах 0,3 ~ 0,7 считается, что имеется четкая ассоциативная 
структура. 
  

Aij: Элементы матрицы смежности, 1, если есть ребро между 
узлом i и узлом j, 0 в противном случае. 
Pij : Матрица ожидаемого соседства, т.е. ожидаемое значение 
вероятности существования ребра между узлом i и узлом j в 
случайной сети. 
где: 
 Pij =

kikj
2m

 ，ki и kj степени узлов i и j, соответственно. 

δ(gi − gj):  Функция Кронекера，δi,j = �1   (i = j)
0   (i ≠ j), используется 

для проверки того, находятся ли два узла в одной ассоциации. 
m: общее количество ребер в сети. 
 
Цель уравнения (1) – сравнить ассоциативную структуру ре-
альной сети со структурой случайной сети. Если Q > 0 то ре-
альная сеть имеет более сильную структуру ассоциаций, чем 
случайная сеть. 
Далее запишем в другой матричной форме вычисления сте-
пени модульности сети: 

Q =
1

2m
Tr(STBS)                                                (2) 

где: 
Bij = Aij − Pij  : Матрица модульности, которая представляет 
собой разницу между реальной сетью и случайной сетью. 
S: Матрица принадлежности S используется для описания того, 
к какой ассоциации принадлежит каждый узел сети. Для сети, 
содержащей c ассоциаций, матрица принадлежности может 
быть определена следующим образом S ∈ Rn×c, n – количество 
узлов в сети, где если узел i принадлежит к ассоциации cj, то 
Sij = 1  иначе Sij = 0 . Таким образом, функция Кронекера 
δ(gi − gj) может быть выражена в терминах элементов мат-
рицы S. То есть: δ(gi − gj) = SicSjc, подставив это выражение в 
выражение для Q, получим: Q = 1

2m
∑ BijSicSjcij  

Tr: След матрицы, то есть сумма элементов на главной диаго-
нали. Это можно записать в матричной форме: 

 Q =
1

2m
Tr(STBS)  

 
Например: Предположим, что у нас есть небольшая сеть кни-
говыдачи, состоящая из 3 читателей (узлы 1, 2, 3) и 3 книг 
(узлы A, B, C). Предположим, что записи о выдаче книг выгля-
дят следующим образом: 
Читатель 1 взял книги A(1) и B(2). 
Читатель 2 взял книгу B(2). 
Читатель 3 взял книгу C(3). 
Шаг 1: Решите матрицу смежности A 
Шаг 2: Решите задачу для ожидаемой матрицы смежности P 
Шаг 3: Матрица принадлежности S 
Шаг 4: Решите задачу для матрицы B 

Bij = Aij − Pij 
Шаг 5: Рассчитайте степень модульности Q 
Вычисления на шаге 4 по классическому алгоритму невоз-
можны, так как Q = 1

2m
Tr(STBS) , а здесь B - матрица n1 × n2, 

где n1 - количество узлов типа I, то есть количество читателей, 
а 𝑛𝑛𝑛𝑛2 - количество узлов типа II, то есть количество типов книг; 
суммируя количество точек n = n1 + n2. 
Здесь STBS не сможет выполнить вычисление, потому что мат-
рицу c × n нельзя умножить на матрицу n1 × n2 (n ≠ n1). По-
этому далее был исследован и опробован алгоритм BRIM. 
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Матрица :
В левом верхнем и правом нижнем углах находятся нулевые 
матрицы, что говорит об отсутствии прямых связей между чи-
тателями и книгами.
Другие разделы указывают на фактическую связь между чи-
тателем и книгой.
Матрица 
Матрица :
 обозначает ожидаемую вероятность связи между читателем 
i и книгой j.
, где ki – степень читателя i, kj – степень книги j, а m – общее ко-
личество ребер в сети (т.е. общее количество заимствований).
Матрица 
Матрица :
Матрица 

Мы продолжаем использовать пример с алгоритмом Ньюмана:
Шаг 1: Решите матрицу смежности 
Шаг 2: Решение для ожидаемой матрицы смежности 
Шаг 3: Решите матрицу 

Шаг 4: Рассчитайте модульность дихотомической сети Q
Модульность дихотомической сети рассчитывается следую-
щим образом:
                 
В сочетании с уравнением (2) модульность сети биссекции мо-
жет быть выражена как:
               

Индикация разделения ассоциаций:
Матрицы R и T:
Для обозначения структуры ассоциаций в сети мы используем 
матрицы R и T.
R и T соответствуют двум разным типам узлов в сети (напри-
мер, в сети книгообеспечения один из них - читатель, а другой 
- книга).
Смысл столбцов матрицы:
Каждый столбец ri или ti представляет ассоциацию.
Для каждого столбца ri в R его элемент указывает, принадле-
жит ли узел первого типа в сети к ассоциации i или нет.
Аналогично, для каждого столбца ti в T его элемент указывает, 
принадлежит ли узел второго типа в сети к ассоциации i или 
нет.
Исходя из разделения ассоциаций, обозначим матрицы R и T 
как , подставляя в уравнение (5), получаем:
     
Матрица R представляет собой ассоциации читателей, кото-
рые мы можем получить: , где  означает, что читатель 1 при-
надлежит к обществу 1,  указывает, что считыватели 2 и 3 при-
надлежат к ассоциации 2.
Матрица T представляет собой ассоциации книг, которые мы 
можем получить: , где  указывает, что книги A и B принадлежат 
обществу 1, а  означает, что книга C принадлежит обществу 2.
Алгоритм BRIM способен выполнять разбиение дихотомиче-
ских сетей, однако в качестве входного параметра необходимо 
использовать количество ассоциаций в операции, что имеет 

некоторые ограничения в применении. Поэтому на этой осно-
ве предлагается новый алгоритм связного класса для обнару-
жения ассоциаций, основанный на приращении модульности.

Новый алгоритм (максимизация приращений модульности)
Основная идея построения заключается в следующем: сначала 
предполагается, что все узлы в сети являются независимыми 
объединениями; затем существующие узлы объединяются 
путем непрерывной максимизации приращения модульности 
вдоль перспективы максимизации приращения модульности 
и в конечном итоге сливаются в одно объединение. И в резуль-
тате расхождения объединений выбирается разделение с наи-
большим значением модульности. 
Основные шаги алгоритма следующие:
Шаг 1: Рассчитайте матрицу модульности 
Объедините уравнения (3), чтобы вычислить матрицу модуль-
ности дихотомической сети .
Шаг 2: Инициализируем матрицу принадлежности S
Инициализируйте матрицу принадлежности S в единичную 
матрицу E размером n × n (n - общее количество узлов).
Цель инициализации – рассматривать каждый узел (читатель 
и книга) как отдельную ассоциацию в начале работы алгорит-
ма.
Например, при общем количестве узлов 6 (3 читателя и 3 кни-
ги) и n = 6 инициализированная матрица принадлежности S 
будет представлять собой единичную матрицу 6 × 6 следую-
щим образом: 

Шаг 3: Решение для сингулярных значений и сингулярных 
векторов
Вычислите максимальное сингулярное значениематрицыи со-
ответствующие ему левый и правый сингулярные векторы u1 
и v1.
Шаг 4: Слияние ассоциаций и расчет прироста модульности
Предположим, что две ассоциации  и  объединяются.
Рассчитайте приращение модульности ΔQ, используя уравне-
ние (6).

Где  и  представляют новые сообщества после слияния сооб-
ществ  и  соответственно.
Выберите лучшее слияние, найдите сообщество с наибольшим 
увеличением модульности по формуле (7), объедините сооб-
щества  и  и вычислите статистику модульности.
В объединенной матрице S, если , то удалите . Каждой агломе-
рации необходимо попытаться объединить все сообщества, 
соединенные ребрами, вычислить соответствующий ΔQ, а за-
тем найти наибольшее значение для слияния.
Например:
Предположим, что на одной итерации алгоритм рассматри-
вает объединение ассоциации читателя R1 (C1) и ассоциации 
книги B1 (C4).
Вычислите приращение степени модуля ΔQ:
Алгоритм вычисляет приращение степени модуля для слия-
ния C1 и C4.
Выбор сценария слияния:
Предполагая, что слияние C1 и C4 приводит к наибольшему 
приращению степени модуля, алгоритм выбирает эту схему 
слияния.

Алгоритм BRIM 
Если число узлов типа 1 равно p, а число узлов типа 2 равно q, 
то общее число узлов равно n = p + q. Матрица связности и 
матрица ожидаемых вероятностей соответствующей стоха-
стической модели сети имеют следующий вид Bıȷ� = Aıȷ� − Pıȷ� . 
Где: 

     A� = �
Op×p Ap×q

(AT)q×p Oq×q
�             P� = �

Op×p Pp×q

(PT)q×p Oq×q
�                  (3)   

Матрица A�: 
В левом верхнем и правом нижнем углах находятся нулевые 
матрицы, что говорит об отсутствии прямых связей между чи-
тателями и книгами. 
Другие разделы указывают на фактическую связь между чи-
тателем и книгой. 
Матрица n × n 
Матрица P�: 
Pıȷ�  обозначает ожидаемую вероятность связи между читате-
лем i и книгой j. 
Pij =

kikj
2m

, где ki – степень читателя i, kj – степень книги j, а m – 
общее количество ребер в сети (т.е. общее количество заим-
ствований). 
Матрица n × n 
Матрица Bıȷ� : 
Матрица n × n 
 
Мы продолжаем использовать пример с алгоритмом Ньюмана: 
Шаг 1: Решите матрицу смежности A� 
Шаг 2: Решение для ожидаемой матрицы смежности P�  
Шаг 3: Решите матрицу B� 

Bıȷ� = Aıȷ� − Pıȷ�  
 
Шаг 4: Рассчитайте модульность дихотомической сети Q 
Модульность дихотомической сети рассчитывается следую-
щим образом: 
                             Q = 1

m
∑ ∑ Bıȷ�δ(gi, hj)

q
j=1

p
i=1                                    (4) 

В сочетании с уравнением (2) модульность сети биссекции мо-
жет быть выражена как: 

Q =
1

2m
Tr�STB�S�                                            (5)       

 
Индикация разделения ассоциаций: 
Матрицы R и T: 
Для обозначения структуры ассоциаций в сети мы используем 
матрицы R и T. 
R и T соответствуют двум разным типам узлов в сети (напри-
мер, в сети книгообеспечения один из них - читатель, а другой 
- книга). 
Смысл столбцов матрицы: 
Каждый столбец ri или ti представляет ассоциацию. 
Для каждого столбца ri в R его элемент указывает, принадле-
жит ли узел первого типа в сети к ассоциации i или нет. 
Аналогично, для каждого столбца ti в T его элемент указывает, 
принадлежит ли узел второго типа в сети к ассоциации i или 
нет. 
Исходя из разделения ассоциаций, обозначим матрицы R и T 
как R = [r1|r2|. . . |rc]  и  T = [t1|t2|. . . |tc] , подставляя в уравне-
ние (5), получаем: 
Q =

σ1
m

(〈r1, v1〉〈t1, u1〉+ 〈r2, v1〉〈t2, u1〉+. . . +〈rn, v1〉〈tn, v1〉)        (6) 
  

Матрица R представляет собой ассоциации читателей, кото-

рые мы можем получить: R = [r1|r2], где r1 = �
1
0
0
� означает, что 

читатель 1 принадлежит к обществу 1, r2 = �
0
1
1
� указывает, что 

считыватели 2 и 3 принадлежат к ассоциации 2. 
Матрица T представляет собой ассоциации книг, которые мы 

можем получить: T = [t1|t2], где t1 = �
1
1
0
� указывает, что книги 

A и B принадлежат обществу 1, а t2 = �
0
0
1
� означает, что книга C 

принадлежит обществу 2. 
Алгоритм BRIM способен выполнять разбиение дихотомиче-
ских сетей, однако в качестве входного параметра необходимо 
использовать количество ассоциаций в операции, что имеет 
некоторые ограничения в применении. Поэтому на этой ос-
нове предлагается новый алгоритм связного класса для обна-
ружения ассоциаций, основанный на приращении модульно-
сти. 
 
Новый алгоритм (максимизация приращений модульно-
сти) 
Основная идея построения заключается в следующем: сначала 
предполагается, что все узлы в сети являются независимыми 
объединениями; затем существующие узлы объединяются пу-
тем непрерывной максимизации приращения модульности 
вдоль перспективы максимизации приращения модульности 
и в конечном итоге сливаются в одно объединение. И в резуль-
тате расхождения объединений выбирается разделение с 
наибольшим значением модульности.  
Основные шаги алгоритма следующие: 
Шаг 1: Рассчитайте матрицу модульности B� 
Объедините уравнения (3), чтобы вычислить матрицу мо-
дульности дихотомической сети B�. 
Шаг 2: Инициализируем матрицу принадлежности S 
Инициализируйте матрицу принадлежности S в единичную 
матрицу E размером n × n (n - общее количество узлов). 
Цель инициализации – рассматривать каждый узел (читатель 
и книга) как отдельную ассоциацию в начале работы алго-
ритма. 
Например, при общем количестве узлов 6 (3 читателя и 3 
книги) и n = 6 инициализированная матрица принадлежности 
S будет представлять собой единичную матрицу 6 × 6 следую-

щим образом: S =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
Шаг 3: Решение для сингулярных значений и сингулярных 
векторов 
Вычислите максимальное сингулярное значение σ1 мат-
рицыB�и соответствующие ему левый и правый сингулярные 
векторы u1 и v1. 
Шаг 4: Слияние ассоциаций и расчет прироста модульности 
Предположим, что две ассоциации ci и cj объединяются. 
Рассчитайте приращение модульности ΔQ, используя уравне-
ние (6).  
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Далее обновляется матрица принадлежности S
После слияния C1 и C4 матрица принадлежности S должна 
быть обновлена, чтобы отразить это изменение. Обновлен-
ный вариант S показан ниже:

Поскольку читатель 1 и книга 1 теперь объединены в один 
клуб, то есть C1 и C4 теперь являются одним клубом C, книга 
1 в позиции (1,4) должна принадлежать к тому же клубу, что 
и читатель 1, и 0 становится 1. Аналогично, в позиции (4,1), 
поскольку читатель 1 и книга 1 являются одним клубом, 0 ста-
новится 1.
Шаг 5: Процесс коалесценции
Процесс объединения ассоциаций повторяется непрерывно 
(шаг 4), каждый раз выбирая схему объединения, которая мак-
симизирует приращение модульности ΔQ.
При каждом слиянии обновляется матрица принадлежности S.
Продолжайте объединять ассоциации до тех пор, пока вся сеть 
не превратится в одну большую ассоциацию.
Шаг 6: Результаты разделения ассоциаций
В качестве результата ассоциативного деления для этой слож-
ной сети берется деление, соответствующее максимальной 
модульности.
Проиллюстрируем новый алгоритм на примере небольшой 
сети выдачи книг.
Предположим, что существует небольшая сеть книговыдачи, 
содержащая 4 читателя (R1, R2, R3, R4) и 7 книг (B1, B2, B3, B4).
Начальное состояние:
Изначально каждый читатель и каждая книга были отдель-
ным клубом, поэтому у нас было 8 отдельных клубов.
Первый раунд слияний:
Предположим, алгоритм вычислил, что объединение ассоциа-
ций R1 и B1 дает наибольший прирост модульности, поэтому 
они объединяются в одну ассоциацию R1-B1.
Аналогично, алгоритм обнаруживает, что объединение R2 и B2 
также дает большой прирост модульности, поэтому они также 
объединяются в R2-B2.
Второй раунд слияний:
В следующем раунде алгоритм может обнаружить, что объе-
динение ассоциаций R1-B1 с ассоциациями R3 приводит к наи-
большему увеличению модульности, поэтому они объединя-
ются в более крупную ассоциацию R1-B1-B3.
Также алгоритм может решить объединить R2-B2 и B4 в более 
крупную ассоциацию R2-B2-B4.
Последующие слияния:
Процесс слияния продолжается, каждый раз выбирая схему 
слияния, которая максимизирует инкрементную модульность.
Окончательная структура ассоциации:
В конечном итоге этот процесс может привести к формирова-
нию двух больших ассоциаций: одной, состоящей из R1, B1, B3, 
R3, и другой, состоящей из R2, B2, B4, R4.
В этом примере две ассоциации, которые в итоге образуют-
ся, отражают две тесно связанные группы читателей и книг в 
сети книгообеспечения.

Программная  реализация

Реализация кода
В исследовании были  использованы ключевые пакеты Python 
для обработки данных и проведения сетевого анализа. Pandas 
и numpy предоставляют структуры данных и математические 
операции для эффективной обработки и анализа данных. 
Matplotlib.pyplot отвечает за визуализацию данных и помо-
гает отображать результаты исследований. В качестве важ-
ного инструмента для изучения структуры и характеристик 
сети networkx используется в анализе сложных сетей. Кроме 
того, также используется scipy.sparse и его подмодули для эф-
фективной обработки разреженных данных (Pandas, numpy, 
matplotlib.pyplot, networkx, scipy.sparse). Для вывода изображе-
ния результатов заимствования книг сообществом вызывает-
ся  библиотека pyplot на Python. 

Практическая часть
Был  проведен эксперимент, используя ситуацию с получени-
ем книг 40 учениками определенного класса. Формат данных 
– файл csv следующего вида, состоящий из читателей и книг 
(см. рис. 3)

Р и с. 3. Фрагмент файла csv с  экспериментальными данными
F i g. 3. A fragment of the csv file with experimental data

∆Q =
σ1
m
�〈rij, v1〉〈tij, u1〉 − 〈ri, v1〉〈ti, u1〉 − 〈rj, v1〉〈tj, v1〉�           (7) 

Где rij = ri + rj  и tij = ti + tj  представляют новые сообщества 
после слияния сообществ ci и cj соответственно. 
Выберите лучшее слияние, найдите сообщество с наиболь-
шим увеличением модульности по формуле (7), объедините 
сообщества ci и cj и вычислите статистику модульности. 
В объединенной матрице S, если Si = Si + Sj , то удалите Sj . 
Каждой агломерации необходимо попытаться объединить все 
сообщества, соединенные ребрами, вычислить соответствую-
щий ΔQ, а затем найти наибольшее значение для слияния. 
Например: 
Предположим, что на одной итерации алгоритм рассматри-
вает объединение ассоциации читателя R1 (C1) и ассоциации 
книги B1 (C4). 
Вычислите приращение степени модуля ΔQ: 
Алгоритм вычисляет приращение степени модуля для слия-
ния C1 и C4. 
Выбор сценария слияния: 
Предполагая, что слияние C1 и C4 приводит к наибольшему 
приращению степени модуля, алгоритм выбирает эту схему 
слияния. 
Далее обновляется матрица принадлежности S 
После слияния C1 и C4 матрица принадлежности S должна 
быть обновлена, чтобы отразить это изменение. 
Обновленный вариант S показан ниже: 

S =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Поскольку читатель 1 и книга 1 теперь объединены в один 
клуб, то есть C1 и C4 теперь являются одним клубом C, книга 1 
в позиции (1,4) должна принадлежать к тому же клубу, что и 
читатель 1, и 0 становится 1. Аналогично, в позиции (4,1), по-
скольку читатель 1 и книга 1 являются одним клубом, 0 стано-
вится 1. 
Шаг 5: Процесс коалесценции 
Процесс объединения ассоциаций повторяется непрерывно 
(шаг 4), каждый раз выбирая схему объединения, которая мак-
симизирует приращение модульности ΔQ. 
При каждом слиянии обновляется матрица принадлежности S. 
Продолжайте объединять ассоциации до тех пор, пока вся сеть 
не превратится в одну большую ассоциацию. 
Шаг 6: Результаты разделения ассоциаций 
В качестве результата ассоциативного деления для этой слож-
ной сети берется деление, соответствующее максимальной 
модульности. 
Проиллюстрируем новый алгоритм на примере небольшой 
сети выдачи книг. 
Предположим, что существует небольшая сеть книговыдачи, 
содержащая 4 читателя (R1, R2, R3, R4) и 7 книг (B1, B2, B3, B4). 
Начальное состояние: 
Изначально каждый читатель и каждая книга были отдель-
ным клубом, поэтому у нас было 8 отдельных клубов. 
Первый раунд слияний: 
Предположим, алгоритм вычислил, что объединение ассоциа-
ций R1 и B1 дает наибольший прирост модульности, поэтому 
они объединяются в одну ассоциацию R1-B1. 
Аналогично, алгоритм обнаруживает, что объединение R2 и 
B2 также дает большой прирост модульности, поэтому они 
также объединяются в R2-B2. 
  

Второй раунд слияний: 
В следующем раунде алгоритм может обнаружить, что объ-
единение ассоциаций R1-B1 с ассоциациями R3 приводит к 
наибольшему увеличению модульности, поэтому они объеди-
няются в более крупную ассоциацию R1-B1-B3. 
Также алгоритм может решить объединить R2-B2 и B4 в более 
крупную ассоциацию R2-B2-B4. 
Последующие слияния: 
Процесс слияния продолжается, каждый раз выбирая схему 
слияния, которая максимизирует инкрементную модульность. 
Окончательная структура ассоциации: 
В конечном итоге этот процесс может привести к формирова-
нию двух больших ассоциаций: одной, состоящей из R1, B1, B3, 
R3, и другой, состоящей из R2, B2, B4, R4. 
В этом примере две ассоциации, которые в итоге образуются, 
отражают две тесно связанные группы читателей и книг в 
сети книгообеспечения. 
 
 
Программная  реализация 

Реализация кода 
В исследовании были  использованы ключевые пакеты Python 
для обработки данных и проведения сетевого анализа. Pandas 
и numpy предоставляют структуры данных и математические 
операции для эффективной обработки и анализа данных. Mat-
plotlib.pyplot отвечает за визуализацию данных и помогает 
отображать результаты исследований. В качестве важного ин-
струмента для изучения структуры и характеристик сети net-
workx используется в анализе сложных сетей. Кроме того, 
также используется scipy.sparse и его подмодули для эффек-
тивной обработки разреженных данных (Pandas, numpy, mat-
plotlib.pyplot, networkx, scipy.sparse). Для вывода изображения 
результатов заимствования книг сообществом вызывается  
библиотека pyplot на Python.  
 
Практическая часть 
Был  проведен эксперимент, используя ситуацию с получе-
нием книг 40 учениками определенного класса. Формат дан-
ных – файл csv следующего вида, состоящий из читателей и 
книг (см. рис. 3) 
 
    
 

 
 
Р и с. 3. Фрагмент файла csv с  экспериментальными данными 

F i g. 3. A fragment of the csv file with experimental data 
 
Результаты вывода следующие: 

Окончательная модульность: 0.6535702418777546 
Структура сообщества: [ 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14 15 
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26  0 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 
38 39 40 40 42 43 44 45 46 47 48 49 40 51 52 53 54 55 40 57 58 
40] 
 

 
Р и с. 4. Результаты разделения сообщества – предлагаемый 

новый алгоритм 
F i g. 4. Community Split Results – Proposed New Algorithm 

 
 
Далее мы используем алгоритм BRIM для тестирования: 
Окончательная модульность: 0.5875968992248062 

 
Р и с. 5. Результаты разделения сообщества – алгоритм BRIM 

F i g. 5. Community Split Results – BRIM Algorithm 
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Результаты вывода следующие:
Окончательная модульность: 0.6535702418777546
Структура сообщества: [ 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14 15 
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26  0 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 
38 39 40 40 42 43 44 45 46 47 48 49 40 51 52 53 54 55 40 57 58 40]

Р и с. 4. Результаты разделения сообщества – предлагаемый новый 
алгоритм

F i g. 4. Community Split Results – Proposed New Algorithm

Далее мы используем алгоритм BRIM для тестирования:
Окончательная модульность: 0.5875968992248062

Р и с. 5. Результаты разделения сообщества – алгоритм BRIM
F i g. 5. Community Split Results – BRIM Algorithm

Анализ результатов эксперимента

Окончательная модульность вывода равна 
0,6535702418777546. Модульность – это показатель от -1 до 1. 
Вообще говоря, если он находится в диапазоне 0,3 ~ 0,7, счита-
ется, что он имеет очевидную структуру сообщества. Здесь мы 

получаем итоговую модульность около 0,65, а по сравнению со 
значением модульности 0,58 алгоритма BRIM мы даже немно-
го улучшились, что показывает, что алгоритм успешно иден-
тифицирует структуры сообщества в сети и что эти структуры 
сообщества относительно очевидны.
О структуре сообщества:
Первый элемент – «0», что означает, что первый узел (узел 0) 
принадлежит сообществу 0.
Второй элемент – «1», что означает, что второй узел (узел 1) 
принадлежит сообществу 1.
Третий элемент – «2», что означает, что третий узел (узел 2) 
принадлежит сообществу 2.
И так до конца массива.
Массив структуры сообщества представляет сообщество, ко-
торому принадлежит каждый узел. В этом массиве одно и то 
же значение указывает на то, что узлы принадлежат одному 
сообществу. Например, любой узел с пометкой «40» принадле-
жит сообществу «40». Как видно из массива, узлы в сети разде-
лены на разные сообщества, а некоторые сообщества (напри-
мер, сообщество «40») содержат несколько узлов.
Краткое описание эксперимента:
Реализация разделения сообщества: исходя из значения мо-
дульности и распределения структур сообщества, мы можем 
заключить, что новый алгоритм успешно обеспечивает разде-
ление сообщества. Границы между сообществами обоснован-
но определены, и каждый узел разделен на соответствующие 
сообщества.
Сплоченность сообщества. Высокая модульность указывает 
на то, что плотность связей между узлами внутри сообщества 
выше, чем плотность связей между ними и другими сообще-
ствами. Это означает, что алгоритм не только идентифицирует 
сообщества, но и что эти сообщества структурно сплочены.
Эффективность алгоритма: новый алгоритм эффективно ре-
ализует обнаружение сообществ на основе приращения мо-
дульности, демонстрируя хорошие возможности разделения 
сообществ.
В целом полученные результаты показывают, что предлага-
емый  алгоритм эффективно идентифицирует и разделяет 
структуру сообщества в сети и достигает цели обнаружения 
сообщества.

Заключение

Таким образом, предложен новый алгоритм разделения со-
общества двусторонней сети, основанный на приращении 
модульности для решения проблем обнаружения сообществ 
в двусторонних сетях. Этот алгоритм должен заранее знать 
количество подразделений сообщества для алгоритма BRIM. 
Проведены экспериментальные тесты на записях о статусе за-
имствования определенного класса. Эксперименты показали, 
что предлагаемый алгоритм может разделять сообщества по 
шагам модульности, не зная заранее количества подразделений 
сообщества. И мы можем получить более высокую модульность, 
результаты разделения будут хорошими и практичными.
Основная идея алгоритма – использовать модульность как 
количественный показатель плотности соединений внутри 
сообщества и разницы в плотности соединений между сооб-
ществами. Первоначально каждый узел рассматривается как 
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независимое сообщество, и алгоритм итеративно оценивает 
все возможные варианты слияния сообществ и выбирает те 
варианты слияния, которые максимизируют приращение мо-
дульности. Этот процесс не зависит от заданного количества 
сообществ, что позволяет алгоритму адаптивно идентифици-
ровать сообщества на основе структурных характеристик са-
мой сети.
Хотя это исследование дало хорошие результаты в обнару-
жении сообществ в двусторонних сетях, все еще существуют 
некоторые ограничения и возможности для улучшения. На-
пример, вычислительная эффективность алгоритма при об-
работке крупномасштабных сетей может быть недостаточно 
высокой, а применимость и эффективность алгоритма в раз-
личных типах сетевых структур также нуждаются в дальней-
шей проверке. Будущие исследования этого алгоритма могут 
быть сосредоточены на повышении эффективности вычисле-
ний и расширении числа более полезных типов сетей. Таким 

образом, предложенный алгоритм может предоставить более 
мощный инструмент для понимания и анализа сложных сетей. 
В настоящее время мы в основном фокусируемся на базовом 
анализе статистических характеристик и структурных усло-
вий сети. По сравнению с персонализированными рекоменда-
циями, которые реализованы в системах социальных сетей и 
искусственном интеллекте при  обработке естественного язы-
ка, все еще существует большой разрыв.
Таким образом, в дальнейшем можно  сосредоточиться на та-
ких ключевых областях, как углубленный анализ поведения 
пользователей и оптимизация распределения и использова-
ния ресурсов, чтобы более полно изучить и применить важные 
характеристики структуры сообщества, сложную структуру 
сообщества, сеть. Это предоставит руководство и поддержку 
для разделения сообществ двусторонних сетей и будет способ-
ствовать дальнейшему развитию исследований и практики в 
этой области.
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