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Аннотация 

Аксиоматический метод в программировании используется давно и с целью более формального и точного 

описания процессов. Основное направление аксиоматизации в программировании было направлено на 

доказательство частичной правильности (верификацию) программ. Вместе с тем, ряд работ был ориентирован на 

обработку больших потоков данных – файлов. В них рассматриваются алгоритмы как унарных, так и бинарных 

операций и на основе аксиом доказывается их частичная правильность. Кроме того, аксиоматический подход 

позволил решить ряд задач в области разработки программного обеспечения для различных системных и 

прикладных областей. В статье рассматриваются аксиоматический метод, который позволяет формализовать 

объекты обработки данных и операции преобразования объектов посредством специального описания исходных 

объектов, и объекта – результата преобразования. В статье рассматривается возможность преобразования на 

основе аксиоматики для массовой обработки данных алгебраических выражений запросов, формализованных в 

одной модели данных, в частности в многомерно-матричной в другую – реляционную модель данных. 

Необходимость такого преобразования состоит в том, что выражение в многомерно-матричной модели 

значительно проще, чем в реляционной. Его проще преобразовывать с целью оптимизации запроса, и оно 

позволяет решить проблему распараллеливания запроса как на уровне задачи, так и на уровне отдельных операций.  

Для этой цели даны теоретико-множественные алгебраические определения двух основных операций обработки 

данных, соответствующих слиянию строго и нестрого упорядоченных файлов. На основе этих определений 

приведены аксиоматические описания этих операций. Приведены определения операций сложения и умножения 

многомерных матриц. Сконструированы соответствующие им операции-запросы в реляционной модели данных. 

Это соответствие доказано на основе аксиоматического метода.  Показано, что каждый запрос на обработку 

данных есть теорема, и сделан вывод об эквивалентности моделей как аксиоматических теорий. Приведен пример, 

который показывает, как устанавливается такое соответствие. 

Ключевые слова: аксиоматический метод, многомерно-матричная модель, реляционная модель, 

соответствие моделей данных 
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Abstract 

The axiomatic method in programming has been used for a long time and for the purpose of a more formal and accurate 

description of processes. The main direction of axiomatization in programming was aimed at proving the partial correctness 

(verification) of programs. At the same time, a number of works were focused on processing large data streams – files. 

They consider algorithms for both unary and binary operations and, based on axioms, prove their partial correctness. In 

addition, the axiomatic approach made it possible to solve a number of problems in the field of software development for 

various system and application areas. The article discusses an axiomatic method that allows you to formalize data 

processing objects and object transformation operations through a special description of the source objects and the object – 

the result of the transformation. The article discusses the possibility of converting, on the basis of axiomatic for mass data 

processing, algebraic query expressions formalized in one data model, in particular in a multidimensional matrix, into 

another – a relational data model. The need for such a transformation is that the expression in the multidimensional matrix 

model is much simpler than in the relational one. It is easier to transform to optimize a query, and it solves the problem of 

query parallelization both at the task level and at the level of individual operations. For this purpose, set-theoretic algebraic 

definitions of two basic data processing operations corresponding to the merging of strictly and loosely ordered files are 

given. Based on these definitions, axiomatic descriptions of these operations are given. Definitions of the operations of 

addition and multiplication of multidimensional matrices are given. The corresponding query operations in the relational 

data model were constructed. This correspondence is proven based on the axiomatic method. It is shown that each request 

for data processing is a theorem, and a conclusion is made about the equivalence of models as axiomatic theories. An 

example is given that shows how such a correspondence is established. 

Keywords: axiomatic method, multidimensional matrix model, relational model, data model accordance 
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Введение 

Аксиоматический метод в программировании 

используется давно и с целью более формального и 

точного описания процессов [1-4]. Основное 

направление аксиоматизации в программировании 

было направлено на доказательство частичной 

правильности (верификацию) программ [5-10]. Вместе 

с тем, ряд работ [11-13] был ориентирован на обработку 

больших потоков данных – файлов. В них 

рассматриваются алгоритмы как унарных, так и 

бинарных операций и на основе аксиом доказывается 

их частичная правильность. Кроме того, 

аксиоматический подход позволил решить ряд задач в 

области разработки программного обеспечения для 

различных системных и прикладных областей [14-18]. 

Аксиоматический метод неразрывно связан с 

алгебраическим методом. 

Алгебраический метод позволяет конструктивно 

описывать структуры объектов и алгоритмы операций. 

Структура объектов определяется либо строго, с 

использованием математической терминологии, либо 

по аналогии с известными структурами, например, в 

файловой модели файл определяется на языке теории 

множеств, а в реляционном отношении подобный 

объект имеет представляется в виде таблицы. 

Алгоритмы также определяются либо посредством 

описания на естественном языке, либо с 

использованием инструментов формализации, 

присущих теоретическому и практическому 

программированию. То есть алгебраическому методу 

присущ принцип: «после применения операции в 

соответствии с известным алгоритмом к объекту 

(объектам) с известной структурой получается объект-

результат с заданной структурой». 

Аксиоматический метод используется для 

формализации операции преобразования объектов 

путем описания объекта-результата преобразования 

исходных объектов. То есть он предоставляет описание 

объектов и операций их преобразования в соответствии 

с принципом: «что должно быть результатом операций 

над объектами-операндами, независимо от того, какова 

реальность этих объектов и как эта операция 

выполняется» [19]. 

Следуя этим принципам, на основе алгебры 

преобразователей предикатов [20] были построены 

аксиомы, которые позволили проводить формальные 

доказательства частичной правильности программ. 

В статье рассматривается возможность преобразования 

на основе аксиоматики для массовой обработки данных 

[19], [21, 22] алгебраических выражений запросов, 

формализованных в одной модели данных, в частности 

в многомерно-матричной
1
 [23] в другую – реляционную 

модель данных. Необходимость такого преобразования 

состоит в том, что выражение в многомерно-матричной 

модели значительно проще, чем в реляционной. Его 

проще преобразовывать с целью оптимизации запроса, 

                                                 
1 Соколов Н. П. Введение в теорию многомерных матриц. Киев: 

Наукова думка, 1972. 176 с. 

и оно позволяет решить проблему распараллеливания 

запроса, как на уровне задачи, так и на уровне 

отдельных операций.   

Основные понятия 

Здесь рассматриваются определения, аксиомы и 

методы, обеспечивающие преобразование 

алгебраических выражений запроса в массовой 

обработке данных из одной модели данных в другую. 

Определения операций массовой обработки данных 

даны в терминах теоретико-множественной (файловой) 

модели данных [19], которая служит связующим 

звеном между алгеброй многомерных матриц и 

реляционной алгеброй.  

В этой модели файл определяется следующим образом. 

Пусть даны множество однотипных записей X и 

множество ключей K, которые идентифицируют эти 

записи. Файлом XK называется фактор-множество 

множества однотипных записей X по отношению 

эквивалентности, порожденному множеством K. 

Cоставляющие файл классы эквивалентности 

обозначаются 
*K

X , или 
* *
(1) (2)

, , ...
K K

X X .   Полезно 

рассматривать экземпляры множества ключей, которым 

в реальном множестве X не соответствует ни одной 

записи. В этом случае, при определении операций над 

файлами, целесообразно считать, что таким 

экземплярам множества ключей соответствует 

универсальная неопределенная запись  .  Класс 

эквивалентности, соответствующий экземпляру 

множества ключей K
*
и состоящий из единственной 

записи  , будет обозначаться 
*K

 .  

Если каждый класс эквивалентности файла XK 

содержит единственную запись, то файл XK называется 

строго упорядоченным, если же в каждом классе 

эквивалентности может быть более одной записи – 

нестрого упорядоченным. 

Далее рассматриваются две бинарные операции: 

слияние строго упорядоченных файлов, слияние 

нестрого упорядоченных файлов, и вспомогательная 

унарная операция – сжатие, необходимость которой 

обусловлено тем, что в реляционной алгебре нет общей 

операции слияния строго упорядоченных файлов и ее 

приходится реализовать как композицию двух 

операций – объединения и сжатия.  

Слияние строго упорядоченных файлов (ms). Пусть 

даны два файла XK и YK строго упорядоченные по 

одному и тому же множеству ключей K. В результате 

слияния этих строго упорядоченных файлов образуется 

файл ZK, классы эквивалентности задаются 

соотношением 
* * *( , )

K K K
Z f X Y . Функция 

* *( , )
K K

f X Y , 

определенная на классах эквивалентности исходных 

файлов, задает характер операции. 

В сложных вычислительных задачах построение 

функции f может быть следующим: 

















******

***

***

**

,),,(

),(

),(

),(

3

2

1

KKKKKK

KKK

KKK

KK

YXеслиYXg

YеслиXg

XеслиYg

YXf
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Слияние нестрого упорядоченных файлов (mns). 

Пусть XL и YM  – файлы, упорядоченные (возможно 

строго) по множествам ключей L и M, причем 

выполняется условие  LM, и пусть K – множество 

ключей, связанное с множествами L и M соотношениями:  
1. K  L M,  

2. LK и MK. 

Это означает, что множество ключей K состоит из 

ключей, входящих в множества L и M, причем в K 

содержится, по крайней мере, по одному ключу из 

каждого множества. Тогда, по крайней мере, один файл 

XKL  или YKM  нестрого упорядочен по множеству 

ключей. Если M  L и L  M, то файлы XKL  и YKM  

нестрого упорядочены. Слияние файлов производится 

по множеству ключей K. Пусть K* – фиксированный 

экземпляр множества  ключей K, а  (KL)* и (KM)* – 

такие фиксированные экземпляры множеств ключей 

(KL) и (KM), что значения одноименных ключей в 

них совпадают. Тогда можно задать вычисление класса 

эквивалентности файла ZK по следующему правилу: 

* * * * *

*

* *

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, если , или ,

( , ), в противном случае.

K K L K L K M K M

K

K L K M

X Y
Z

f X Y

   

 

  
 


 

Функция ),( ** )()( MKLK
YXf



 определена на классах 

эквивалентности 
*)( LK

X


 и  
*)( MK

Y


, а ее значение – 

класс эквивалентности 
*K

Z , состоящий из элементов, 

каждый из которых вычисляется из пары элементов, 

принадлежащей декартову произведению 
.** )()( MKLK

YX


  

Если функция ),( ** )()( MKLK
YXf



 реализует групповую 

операцию, то операция слияния нестрого 

упорядоченных файлов включает в себя и операцию 

сжатия файла ZK, в результате которой получается файл 

ZK' (множество ключей K' есть подмножество 

множества ключей K, то есть K'K).  

Сжатие (quant). Это вспомогательная операция, которая 

позволяет при необходимости установить соответствие 

с действиями типа свертки и группировки в алгебре 

многомерных матриц и реляционной алгебре. Пусть 

даны файлы XK, нестрого упорядоченный по множеству 

ключей K, и YK, строго упорядоченный по множеству 

ключей K. Классы эквивалентности этих файлов 

связаны соотношением 
* *( )

K K
Y f X , где f – функция, 

реализующая групповую операцию (операцию 

квантификации). Тогда считается, что файл YK получен 

из файла XK в результате применения операции сжатия.  

В операциях сжатия каждому непустому классу 

эквивалентности 
*K

X исходного файла, нестрого 

упорядоченного по множеству ключей K, ставится в 

соответствие класс 
*K

Y выходного файла YK, строго 

упорядоченного по тому же множеству ключей. При 

этом единственная запись, принадлежащая 
*K

Y , 

вычисляется как значение функции f, определенной на 

всех записях класса эквивалентности 
*K

X . В качестве 

такой функции могут быть использованы, например, 

такие агрегатные функции как вычисление суммы или 

среднего значения, поиск наименьшего или 

наибольшего значения и тому подобные.  

Эти операция имеют следующие аксиоматические 

описания [19, 21, 22]. 

Аксиома слияния при строгой упорядоченности 

агрегатов данных (А1) 

1 1 1 1 1 2 1 1

1 1 1

( ( ,..., ) ( ,..., , ,..., )) ( ( ,..., ) ( ,..., , ,..., ))

{( ,..., , ( ,..., , ,..., ))}

so so

k k k m k k k n

k k m k n

A A R A A B B A A R A A C C

a a f b b c c

 

 

 K K

Эта аксиома дает описание агрегата данных, который 

должен быть получен из агрегатов данных 

1 1 1( ,..., , ,..., )k k nR A A B B
 и 

2 1 1( ,..., , ,..., )k k nR A A C C
 после 

применения операции 
1 1( ,..., , ,..., )k m k nf b b c c 

 к их 

элементам с одинаковыми значениями 
1,..., ka a . Новый 

агрегат данных формируется в результате применения 

операции () к этим агрегатам данных. В файловой 

модели данных она соответствует операции слияния 

строго упорядоченных файлов, в многомерно-

матричной – матричное сложение, в реляционной – 

любая из теоретико-множественных операций над 

отношениями, между которыми установлено 

соответствие один-к-одному, при необходимости с 

дополнительной группировкой. 

Аксиома слияния при нестрогой упорядоченности 

агрегатов данных (А2) 

1

1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 1 1

1 1 ( ,..., ) 1 1

( ( ,..., , ,..., ) ( ,..., , ,..., , ,..., ))

( ( ,..., , ,..., ) ( ,..., , ,..., , ,..., ))

{( ,..., , ,..., ), ( ' ,..., ' , ' ,..., '
k

nso

k k m k k m m p

nso

k k n k k n n q

k m k n b b m p n

A A B B R A A B B C C

B B D D R B B D D E E

a a d d f C C E E

  

  

   





K

K

1 1 1 1)) ' , ..., ' , ' ,..., ' }q m m p p n n q qC C C C E E E E      

Эта аксиома дает описание агрегата данных, который 

должен быть получен из агрегатов данных 

1 1 1 1( ,..., , ,..., , ,..., )k k m m pR A A B B C C 
 и 

2 1 1 1( ,..., , ,..., , ,..., )k k n n qR A A D D E E 
 

после применения групповой операции 

1,..., 1 1( ' ,..., ' , ' ,..., ' )
kb b m p n qf C C E E 

 к группам их элементов по 

всем возможным значениям кортежей 
1( ,..., )kb b . Новый 

агрегат данных формируется в результате применения 

операции () к этим агрегатам данных. В файловой 

модели данных она соответствует операции слияния 

нестрого упорядоченных файлов, в многомерно-

матричной (, )-свернутому произведению, в 

реляционной – операции соединения (SELECT… FROM R1 

JOIN R2 ON…)) отношений, между которыми 

установлены отношения один-ко-многим или многие-

ко-многим. 

Возможен случай, когда один из агрегатов данных 

строго упорядочен. Тогда эта аксиома (при строгой 

упорядоченности агрегата данных R1) имеет вид 

1

1 1 1 1

1 2 1 1 1

1 ( ,..., ) 1 1 1 1 1 1

( ( ,..., ) ( ,..., , ,..., ))

( ( ,..., ) ( ,..., , ,..., , ,..., ))

{( ,..., , ( ' ,..., ' , ' ,..., ' )) ' , ..., ' , ' ,..., ' }
k

so

k k m p

nso

k k k n n q

k m d d m p n q m m p p n n q q

A A R A A C C

A A R A A D D E E

a a f C C E E C C C C E E E E



 

      





   

K

K

 

Операции в многомерно-матричной и 

реляционной моделях 

Здесь рассматриваются операции, соответствующие 

операциям файловой модели, которые определены в 

предыдущем разделе. 

Пусть 
1,..., pi i  – совокупность индексов, принимающих 
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значения  от 1 до ( 1, ..., )n p    соответственно. Тогда 

p-мерная матрица – это совокупность 
1...{ }

pi iA a

элементов некоторого типа, над которым определены 

аддитивная и мультипликативная операции. 

Стандартное обозначение многомерной матрицы 

1... pi iA a . Далее определяются необходимые операции 

над многомерными матрицами. 

Сложение. Суммой двух p-мерных матриц 
1... pi iA a  и 

1... pi iB b  с одинаковыми наборами индексов 
1,..., pi i  

называется p-мерная матрица 
1... pi iC c

 с тем же набором 

индексов, элементы которой вычисляются по формуле 

1 1 1... ... ...p p pi i i i i ic a b  . 

Умножение. Пусть матрицы 
1... pi iA a  и 

1... qi iB b , p и 

q-мерные соответственно. Совокупности индексов этих 

матриц 
1,..., pi i  и 

1,..., qi i  разбиваются на четыре 

группы, содержащие соответственно , ,  и  

индексов (, , ,  0). Причем ++=p, а ++=q. 

Для полученных групп индексов используются 

обозначения: 
1( , ... , )l l l  , 

1( ,..., )s s s  , 
1( ,..., )c c c   и 

1( ,..., )m m m . Тогда матрицы A и B можно 

представить в виде в виде 
lscA a  и 

scmB b . 

Индексы групп s и c в матрицах A и B полностью 

совпадают. Так же как в операции свертки, индексы 

разбиения c называются кэлиевыми. Индексы 

разбиения s называются скоттовыми, а индексы 

разбиения m, так же, как и индексы разбиения l, – 

свободными. 

Матрица 
lsmC c , элементы которой вычисляются 

по формуле 

( )

lsm lsc scm

c

c a b 
, называется ( -

свернутым произведением и обозначается , ( )A B   . 

В реляционной алгебре нет операции, которая 

соответствует операции слияния строго упорядоченных 

файлов. Операция UNION не может точно реализовать 

подобную операцию, поскольку если в двух 

отношениях-операндах встретятся два полностью 

совпадающих кортежа, то в отношение-результат будет 

помещен только один из этих кортежей, а не результат 

их совместной обработки. Поэтому в большинстве 

современных систем управления базами данных 

имеется операция UNION ALL. Эта операция нарушает 

теоретико-множественный принцип – «отношение есть 

множество», а ее результат – «мультимножество», 

которое может содержать несколько полностью 

совпадающих элементов. Используя эту операцию 

можно сконструировать аналог операции слияния 

строго упорядоченных файлов, которая будет названа 

слияние «строго упорядоченных» таблиц. Термин 

«строго упорядоченных» взят в кавычки, поскольку в 

реляционной теории баз данных сортировка не 

рассматривается как самостоятельная операция. 

Заметим, что в технологии систем управления базами 

данных операция сортировки явно используется в 

алгоритмах, реализующих основные операции. Термин 

«таблица» в дальнейшем будет использоваться как 

синоним термина «отношение», как принято в 

современных базах данных. 

Слияние «строго упорядоченных» таблиц. Пусть 

A(K1, …, Kp, W) и B(K1, …, Kp, W) – таблицы, схемы 

которых совпадают. K1, …, Kp – составной ключ, по 

которому эти таблицы находятся в третьей нормальной 

форме. W – неключевые атрибуты, которые могут быть 

однотипными кортежами, над которыми определена 

бинарная операция . Также определена групповая 

(агрегатная) операция  над группами значений WAWB 

–  (WAWB). Тогда запрос  
SELECT UnionAll.K1, …, UnionAll.Kp, SUM(UnionAll.W)  

FROM (SELECT * FROM A UNION ALL SELECT * FROM B) AS 

UnionAll  

GROUP BY UnionAll.K1, …, UnionAll.Kp  

реализует операцию слияние «строго упорядоченных» 

таблиц. 

Inner Join. Здесь рассматривается наиболее 

распространенный и самый вычислительно сложный 

вариант этой операции. Пусть даны таблицы A(K1, …, 

Kp, W) и B(K1, …, Kq, W), схемы которых не совпадают. 

K1, …, Kp и K1, …, Kq  – составные ключи, по которым 

эти таблицы находятся в третьей нормальной форме. W 

– неключевые атрибуты, которые могут быть не 

обязательно однотипными кортежами, над которыми 

определена бинарная операция . Также определена 

групповая (агрегатная) операция  над группами 

значений WAWB –  (WAWB). Кроме того, часть 

ключей обеих таблиц совпадает. Без ограничения 

общности можно считать, что это ключи K1, …, Ks         

(s< p, s< q). Тогда одному и тому же набору значений 

ключей K1, …, Ks может соответствовать несколько 

строк таблицы, то есть они соответствуют нестрого 

упорядоченным файлам. Не нарушая общности можно 

предположить, что ключи, используемые в предикате 

ON имеют в обеих таблицах индексы 1, …, s.  Если 

часть остальных ключей таблицы A совпадают с 

ключами таблицы B, то в список полей оператора 

SELECT они включаются только один раз. 

Следующий запрос демонстрирует общий вид этой 

операции.  
SELECT A.Ks+1, …, A.Kp, B.K s+1, …, B.Kq ,  (A.WB.W) 
FROM A INNER JOIN B ON A.K1, …, A.Ks = B.K1, …, B.Ks 

GROUP BY A.Ks+1, …, A.Kp, B.K s+1, …, B.Kq 

Соответствие операций в многомерно-

матричной и реляционной моделях 

Для доказательства соответствия операций необходимо 

представить формализованное в модели алгебраическое 

выражение в виде, который формализован в виде схемы 

аксиомы теории массовой обработки данных. Если 

полученные формулы совпадают с точностью до 

обозначений термов и констант, то эти операции 

соответствуют. 

Сложение многомерных матриц и слияние «строго 

упорядоченных» таблиц. Операцию сложения 

многомерных матриц можно представить в виде 

формулы 
1 1 1... ... ...p p pi i i i i ia b c  .   (1) 
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Поскольку в каждой из матриц каждому набору 

значений индексов соответствует единственный 

элемент, и число элементов во всех матрицах 

одинаково, то при подстановке знаков формулы (1) в 

аксиому A1 получается формула 

* * * *
1 1

* *

1 1 1 1 1 ,..., ,...,
( ( ,..., ) ( ,..., , )) ( ( ,..., ) ( ,..., , )) {( ,..., , )}

p p

so so

p p p p p i i i i
i i A i i a i i B i i b i i a b  K K

(2) 

Здесь a и b – элементы матриц A и B, * *

1 ,..., pi i  – 

фиксированный набор значений индексов 

При слиянии «строго упорядоченных» таблиц 

считается, что они логически содержат строки со всеми 

возможными значениями ключей, то есть, часть строк 

может быть универсальной неопределенной строкой 

(записью)  . Тогда приведенному SQL-запросу 

соответствует формула 
* *

1 1 1 1 1( ( ,..., ) ( ,..., , )) ( ( ,..., ) ( ,..., , )) {( ,..., , )}so so

p p a p p b p a bK K A K K w K K B K K w K K w w  K K
(3) 

Формулы (2) и (3) совпадают с точностью до 

обозначений. Следовательно, операция сложения 

многомерных матриц и слияния «строго 

упорядоченных» таблиц соответствуют друг другу. 

Умножение многомерных матриц и операция Join.  

В операции ( -свернутого произведения индексы 

матрицы A представляют собой последовательность 

вида 
1 1 1, ... , , ,..., , ,...,l l s s c c  

, матрицы B – 

1 1 1,..., , ,..., , ,...,s s c c m m  
, а матрицы-результата C – 

1 1 1, ... , , ,..., , ,...,l l s s m m  
. Тогда эту операцию можно 

представить формулой 

 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

,

, ... , ,..., ,..., ,..., ,..., ,...,

, ... , ,..., ,..., , ... , ,..., ,..., ,..., ,..., ,...,

( ,..., )

l l s s c c s s c c m m

l l s s m m l l s s c c s s c c m m

c c

a b

c a b

     

        



   

 

(4) 

После подстановки из формулы 4 в аксиому A2, 

аналогичной той, что была проделана в предыдущем 

разделе, она примет вид: 

* * * *
1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

* * * * * *

1 1 1 , ... , , ,...,

( ( , ... , ,..., ,..., ) ( , ... , ,..., ,..., , ))

( ( ,..., ,..., ,..., ) ( ,..., ,..., ,..., , ))

{( , ... , , ,..., , ,..., ),

nso

nso

l l s s c

l l s s c c A l l s s c c a

s s c c m m B s s c c m m b

l l s s m m a
 

     

     

  





K

K

* * * *
1 1 1 1

1

,..., ,..., ,..., ,...,
( ,..., )

}
c s s c c m m

c c

b
   





(5) 

Здесь полиморфные символы операций  и  означают 

групповую аддитивную и бинарную 

мультипликативную операции. 

Пусть схемы таблиц A(A1, …, Au) и B(B1, …, Bv) могут 

быть представлены в виде A(L1, …, Lk, S1, …, Sl, C1, …, Cm, 

W) и B(S1, …, Sl, C1, …, Cm, M1, …, Mn, W). Здесь атрибуты 

(столбцы таблицы) S1, …, Sl и C1, …, Cm – общие для 

таблиц A и B, и атрибуты L1, …, Lk, S1, …, Sl, M1, …, Mn 

– ключи-кандидаты таблицы-результата запроса, 

представленного формулой 
SELECT A. L1, …, A.Lk, A.S1, …, A.Sl, B.M1, …, B.Mn,  (A.WB.W) 

FROM A INNER JOIN B ON A.C1, …, A.Cm = B.C1, …, B.Cm             (6) 

GROUP BY A. L1, …, A.Lk, A.S1, …, A.Sl, B.M1, …, B.Mn 

После подстановки из формулы запроса 6 в аксиому А2 

знаков запроса из формулы 6, получается формула 

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

* * * * * *

1 1 1
( ,..., )

( ( ,..., , ,..., , ,..., ) ( ,..., , ,..., , ,..., , ))

( ( ,..., , ,..., , ,..., ) ( ,..., , ,..., , ,..., , ))

{( ,..., , ,..., , ,..., ), ( .
m

nso

k l m k l m

nso

l m n l m n

k l n
C C

L L S S C C A L L S S C C W

S S C C M M B S S C C M M W

L L S S M M AW







K

K

. )}BW

 (7) 

Очевидно, что, как и в случае аксиомы А1, формулы 5 и 

7 эквивалентны. 

Соответствие выражений в алгебре 

многомерных матриц выражениям 

запросов в реляционной алгебре 

Каждый запрос состоит из последовательности 

операций и задан формулой (алгебраическим 

выражением) в одной из моделей. Но в 

аксиоматических теориях, каждая формула, выводимая 

из аксиом, есть теорема. В работе
2
 доказано следующее 

утверждение. 

Теорема об эквивалентности теорий (Н. Бурбаки) 

Пусть T   – теория, A 1, …, A n – ее явные аксиомы, 

a1, …, ah – ее константы, T1, …, Th – ее термы. Если 

(T1|a1) ... (Th|ah) A i , (i =1, ..., n) являются теоремами 

теории T   ', и знаки теории T  являются знаками теории 

T   ', и схемы теории T  являются схемами теории T   ', 

то если A  теорема теории T , то (T1| a1) ... (Th|ah) A  

 есть теорема теории T   '. 

Здесь (T1|a1) ... (Th|ah) – подстановки термов T1, …, Th 

вместо констант a1, …, ah в формулах A i , (i =1, ..., n) и A. 

Из доказательства соответствия операций и этой 

теоремы следует, что многомерно-матричная и 

реляционная модели есть эквивалентные 

аксиоматические теории. В алгебраическом смысле они 

гомоморфные универсальные алгебраические системы. 

Интуитивно это означает, что если: 

 аксиомы теории T   выражают свойства объектов 

a1, …, ah, 

 формула A  выражает свойство, вытекающее из этих 

аксиом, 

 объекты T1, …, Th, в теории T  ' обладают свойствами, 

выраженными аксиомами теории T , тогда они имеют 

свойство, выражаемое формулой A.  То есть результаты 

теории T  применяются в теории T '. 

Главное для рассматриваемых в статье целей следствие 

из этой теоремы состоит в том, что алгебраическому 

выражению в одной модели может соответствовать 

выражение в другой модели. Далее приводится пример, 

иллюстрирующий установление таких соответствий. 

Пусть дана реляционная база данных, схемы и 

содержание таблиц которых приведены в таблице 1. 

Значение поля S для каждого значения поля K1 

вычисляется по формуле

( 2) ( 4)

. . ( . . . ).
K K

S AW BW СW DW EW     
 В листинге 1 

приведен запрос, реализующий вычисление таблицы 

Res из таблиц A, B, C, D, E. 

1. SELECT A.K1, SUM(A.W*Q4.W) FROM A Inner Join 
2. (SELECT B.K1, B.K2, SUM(B.W*Q3.W) AS W FROM 

B Inner Join 

3.     (SELECT UA.K2, UA.K3, SUM(UA.W) AS W FROM  
4. SELECT C.K2, C.K3, C.W FROM C Union All 

SELECT Q2.* FROM  

5.         (SELECT Q1.K2, Q1.K3, Q1.W FROM  
6. (SELECT D.K2 AS K2, D.K3 AS K3, 

SUM(D.W*E.W) AS W 

7.              FROM D Inner Join E ON D.K4=E.K4  
8.              GROUP BY D.K2, D.K3)  

                                                 
2 Бурбаки Н. Теория множеств. М.: Мир, 1965. 456 с. 
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Т а б л и ц а 1. База данных примера 
T a b l e 1. Example database 

A B C D E Res 

K1 W K1 K2 W K2 K3 W K2 K3 K4 W K4 W K1 S 

p1 100 p1 e1 6 e1 s1 10 e1 s1 m1 10 m1 3 p1 93300 

p2 200 p1 e2 3 e1 s1 5 e1 s1 m2 5 m2 5 p2 133000 

 p2 e1 2 e1 s2 7 e1 s2 m4 7 m3 2  

p2         e2         7 e2         s1         5 e2         s1         m2         5 m4         7 

 e2         s2         1 e2         s2         m3         1  

e2         s3         2 e2         s3         m1         2 

Источник: составлено авторами.  
Source: Compiled by the authors. 

 

9.                AS Q1)  
10.          AS Q2)  

11.        AS UA  

12.       GROUP BY UA.K2, UA.K3)  

13.      AS Q3  

14.     ON B.K2=Q3.K2 

15.     GROUP BY B.K1, B.K2)  

16.    AS Q4 

17.    ON A.K1=Q4.K1 

18. GROUP BY A.K1 

Листинг 1. Вычисление таблицы Res 
Listing 1. Res Table Calculation 

 

Это запрос реализуется следующим образом: 

1. Сначала выполняется вложенный запрос Q1, 

который включается в подзапрос Q2.  

2. Подзапрос Q2 – второй операнд в операции Union 

All, которая выполняется в подзапросе UA. 

3. Затем выполняется подзапрос Q3, который 

включается в подзапрос Q4 в качестве второго 

операнда операции Inner Join. 

4. Последним выполняется основной запрос, в котором 

подзапрос Q4 используется в качестве второго 

операнда операции Inner Join. 

Подзапросы Q2 и UA реализуют операцию слияния 

«строго упорядоченных» таблиц. 

Как видно из листинга этот запрос, решающий 

достаточно простую задачу, достаточно сложен как в 

написании, так и в преобразовании его с целью 

оптимизации, как в плане распараллеливания на уровне 

выражения, так и в плане определения наилучшего 

порядка выполнения операций. Упрощение может быть 

достигнуто при записи этого запроса в виде выражения 

в алгебре многомерных матриц.  

Домены ключей K1, K2, K3, K4 – конечные множества. 

Поэтому можно задать нумерацию их элементов. Тогда 

этим ключам соответствуют индексы i1, i2, i3, i4. 

Таблицам соответствуют матрицы  

1 1 2 2 3 2 3 4

4

10 5 0 0 0 5 0 0
6 3 10 5 7

100, 200 , , , 0 0 0 4 0 0 1 0 ,
2 7 5 1 2

0 0 0 0 2 0 0 0

5, 2, 7 .

i i i i i i i i

i

A a B b C b D d

E e

       

 

Таблице Res соответствует матрица R, аналогичная 

матрице A. Выражение, вычисляющее значение 

матрицы R вид 0,1 0,1 0,1( ( ( ( )))).R A B C D E      

Очевидно, что это выражение гораздо проще 

выражения запроса, приведенного в листинге 1. Оно 

может быть легко преобразовано как вручную, так и, в 

более сложном случае, посредством 

специализированного программного обеспечения, 

которое несложно разработать. Кроме того, методы 

распараллеливания сложения и умножения 

многомерных матриц [24, 25] позволяют построить 

аналогичные методы для соответствующих 

реляционных операций. Все это возможно в том случае, 

когда эти выражения соответствуют друг другу. 

Для доказательства того, что эти алгебраические 

выражения соответствуют друг другу, достаточно 

подставить их термы в аксиомы А1 и А2. После 

подстановки будут получены следующие формулы:
 

4

1 1 1

1 1 1 2 1 2 2

1 2 3 2 3 3

2 3 4 4 5 2 3 2 3 4 4

2 3 1 4 5 2 3 2 3 1

( )

( ( ) ( , ))

(( ( ( )( ( ( )( ( ( , ) ( , , ))

( ( ( )( ( ( , ) ( , , ))

( ( ( , )( ( ( ) ( , )) ( ( , ) ( , , , ))

( , , ))))( , , ))(

so

nso nso so

nso so

so so nso

i

i A i w

i i i i B i i w

i i i C i i w

i i i E i w i i D i i i w

i i s w w i i s w s i









   

K

K K K

K K

K K K

3 2

1 2 3 2 2 1 4 1 3

( ) ( )

, , ))( , )
i i

i s w s i s w s    

 

1

( 4)

( ( 1) ( 1, ))

(( ( ( 1)( ( ( 2)( ( ( 1, 2) ( 1, 2, 2))

( ( ( 2)( ( ( 2, 3) ( 2, 3, 3))

( ( ( 2, 3)( ( ( 4) ( 4, 5)) ( ( 2, 3) ( 2, 3, 4, 4))

( 2, 3, 1 4 5))))( 2, 3, 2 3 1))(

nso

nso nso so

nso so

so so nso

K

K A K W

K K K K B K K W

K K K C K K W

K K K E K W K K D K K K W

K K S W W K K S W S









   

K

K K K

K K

K K K

( 3) ( 2)

1, 2, 3 2 2))( 1, 4 1 3)
K K

K K S W S K S W S    
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Очевидно, что они совпадают с точностью до 

обозначений. Следовательно, выражение запроса в 

реляционной алгебре соответствует выражению в 

алгебре многомерных матриц. 

Заключение 

Из сказанного в статье можно сделать следующие 

выводы. 

1. Аксиоматический подход позволяет достаточно 

просто установить соответствие между многомерно-

матричной и реляционной моделями данных при 

решении задач массовой обработки данных. Однако он 

может быть применен и для других типов обработки 

данных, для чего достаточно задать аксиомы, 

описывающие основные объекты и операции их 

обработки. 

2. В рассматриваемом случае установленное 

соответствие позволяет заменить сложное выражение 

запроса в реляционной модели простым выражением в 

алгебре многомерных матриц. Это существенно 

облегчит процесс проектирования сложных запросов на 

обработку данных. 

3. Алгебраическое многомерно-матричное выражение 

проще верифицировать, задавая соответствующие пред- 

и постусловия. Кроме того, отсутствие в нем циклов 

позволяет достаточно просто разработать программный 

верификатор запросов. 

4. Многомерно-матричное представление запроса 

позволяет легко распараллелить запрос на уровне 

задачи посредством преобразований выражения, 

выделяя в нем последовательности операций, которые 

могут выполняться одновременно. 

5. Методы распараллеливания операций сложения и 

умножения многомерных матриц за счет распределения 

данных могут быть легко адаптированы для 

распределения данных при выполнении реляционных 

операций. 

6. Возможны случаи, когда использование 

многомерных матриц может быть неэффективным, 

например, когда матрицы сильно разрежены. В этом 

случае, представление разреженных матриц в виде 

отношений позволит ускорить обработки при 

использовании соответствующих реляционных 

операций. 

Таким образом, можно утверждать, что предложенный 

метод позволяет эффективно решать как теоретические, 

так и практические задачи массовой обработки данных. 
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