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Аннотация
В работе построена математическая модель  тела сложной конфигурации, состоящего из двух 
ортогональных стержней и четырех прямоугольных пластинок. Рассматриваемая конструкция 
представляет собой рабочий элемент ветротурбины Дарье с четырьмя лопастями. Тело совер-
шает плоскопараллельное снижение под действием силы тяжести и аэродинамических сил. Аэ-
родинамические силы, приложенные к пластинкам, приняты в соответствии с эмпирической 
теорией стационарного обтекания плоской пластины. Исследуется вопрос о существовании  
стационарных режимов спуска. Наибольший  интерес в работе представляет  режим авторота-
ции, при котором тело быстро вращается и осуществляет снижение по вертикали или наклон-
ной прямой подобно свободно вращающемуся несущему винту. При помощи метода осредне-
ния получены оценки средней угловой скорости, средней скорости центра масс и среднего угла 
планирования тела в режиме авторотации; доказано, что режим авторотации является притя-
гивающим. Показано, что спуск в режиме авторотации происходит с наименьшей скоростью 
по сравнению с другими режимами, что позволяет применять эту конструкцию в качестве си-
стемы спуска или аэродинамического тормозного устройства, либо как систему планирования. 
Написаны программы, в которых проводится численное интегрирование уравнений движения 
рассматриваемого тела и результаты численного интегрирования сравниваются с полученны-
ми теоретическими оценками для оценки точности рассматриваемых методов.
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Abstract
In this paper, a mathematical model of a body of complex configuration consisting of two orthogonal 
rods and four rectangular plates is constructed. The design in question is a working element of a Darye 
wind turbine with four blades. The body makes a plane-parallel descent under the influence of gravity 
and aerodynamic forces. The aerodynamic forces applied to the plates are assumed in accordance with 
the empirical theory of stationary flow around a flat plate. The question of the existence of stationary 
descent modes is investigated. The greatest interest in the work is the autorotation mode, in which the 
body rotates rapidly and descends vertically or in an inclined straight line like a freely rotating main 
rotor. Using the averaging method, estimates of the average angular velocity, the average velocity of the 
center of mass and the average planning angle of the body in the autorotation mode are obtained; it is 
proved that the autorotation mode is attractive. It is shown that the descent in the autorotation mode 
occurs at the lowest speed compared to other modes, which makes it possible to use this design as a 
descent system or an aerodynamic braking device, or as a planning system. Programs have been written 
in which numerical integration of the equations of motion of the body under consideration is carried 
out and the results of numerical integration are compared with the theoretical estimates obtained to 
assess the accuracy of the methods under consideration.
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Введение

В работе рассматривается часто встречающийся режим вра-
щения несущего винта, который называется авторотацией, 
т.е. режим вращения воздушного винта летательного аппара-
та под действием набегающего потока воздуха. Для самолета 
режим авторотации является аварийным режимом. Он возни-
кает в случае остановки двигателя в полете, когда винт пере-
стает приводиться от двигателя и начинает раскручиваться 
набегающим потоком воздуха [1-11]. При этом, возникает се-
рьезное сопротивление потоку, которое тормозит самолет, а 
если двигатели расположены на консолях крыла, то возникает 
еще и достаточно сильный разворачивающий момент. Чтобы 
избежать этого, надо установить лопасти по потоку, чтобы 
уменьшить вредное аэродинамическое сопротивление. Для 
вертолета ситуация меняется в положительную сторону. Не-
смотря на то, что, что режим авторотации и является аварий-
ным, но с его помощью вертолет может произвести мягкую 
посадку с неработающим двигателем. В начале снижения, шаг 
винта должен быть минимален для быстрой раскрутки лопа-
стей. С помощью рычага шаг-газ выбирается режим с мини-
мальной вертикальной скоростью и большой горизонтальной 
скоростью и удерживается равновесие. Снижение проводится 
по аналогии с посадкой самолета. Перед землей происходит 
выравнивание и касание [12-20].
 В работе показано, что аналогичный режим существует при 
плоскопараллельном движении рабочего элемента ветротур-
бины Дарье с четырьмя лопастями с горизонтальной осью 
вращения и что тело сложной конфигурации можно использо-
вать как систему спуска.

Постановка задачи

В работе построена математическая модель плоскопараллель-
ного спуска тела, представляющего собой рабочий элемент 
ветротурбины Дарье с горизонтальной осью, состоящее из 
двух ортогональных стержней и четырех пластинок, которые 
могут быть перекошены на угол δ  относительно нормали к 
стержням. При создании модели воздействия среды на тело 
использована гипотеза о квазистационарном обтекании пла-
стинок средой. Согласно этой гипотезе сила воздействия сре-
ды на каждую пластинку характеризуется скоростью некото-
рой ее точки, которая называется центром давления [21]. В 
рассматриваемой модели предполагается также, что центры 
давления пластинок точки А,В,С,D неподвижны, так как попе-
речные размеры пластинок намного меньше длины стержня. 
Считается, также, что среда не оказывает никакого влияния на 
стержень. 
Аэродинамические силы, действующие на каждую пластин-

ку разложим на две составляющие: силы сопротивления 
, , ,A B C DS S S S

   

. направленные против воздушных скоро-
стей центров давления , , ,A B C DV V V V

   

 , и подъемные силы 
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, направленные им ортогонально. Введем углы 
атаки , , ,α β ν η , между пластинками и соответствующими 
воздушными скоростями. Положительное направление отче-
та против часовой стрелки. Величины аэродинамических сил 
равны:
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Где xc , yc  безразмерные аэродинамические функции, ρ
-плотность воздуха, σ -площадь пластинок. Введем систему 
координат, связанную с вектором V



.Ось τ  свяжем с направ-
лением вектора V



 , ось η  свяжем с направлением нормаль-
ным. При выводе уравнений движения тела, воспользуемся 
теоремой о движении центра масс в проекциях на оси τ  и η , 
теоремой об изменении кинетического момента и теоремой о 
сложении скоростей. 
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(1)

кинематические соотношения, связывающие , , ,A B C DV V V V
   

,
, , ,α β ν η  с θθ ,,V ,

имеют вид:
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(2)

После того, как мы проинтегрируем систему уравнений (1)–
(2), мы можем окончательно определить положение тела 
при помощи интегрирования кинематических соотношений 

γγ sin,cos VyVx ==   
и решения уравнения θγψ += . Таким образом, мы получили 
замкнутую и определенную систему уравнений (1)–(2) описы-
вающую математическую модель рассматриваемого тела. 
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Р и с. 1. Рассматриваемое тело  
F i g. 1. The body under consideration

Источник: составлено автором. 
Source: Compiled by the author.

Режим  авторотации

Рассмотрим движение тела при  высокой угловой скорости 
под действием силы тяжести и аэродинамических сил. При 
этом окружная скорость пластинок θr  велика по сравнению 
с абсолютной скоростью центра масс V , поэтому углы атаки 

βα ,  близки к δ . Из уравнения вращения и уравнений дви-
жения  центра масс системы (1) видно, что правые части этих 
уравнений при высокой угловой скорости достаточно малы.
Предположим, что существует стационарный режим, при ко-
тором тело вращается с высокой угловой скоростью и осу-
ществляет спуск по наклонной прямой под малым углом γ . 

Итак, пусть тело раскручено до высокой угловой скорости, 
т.е. , , , ,r Vθ α β η ν δ>> → . Аэродинамические функции sp,
разложим в ряд при , , ,α β η ν δ→  и возьмем члены первого 
порядка.
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Левые части кинематических  соотношений (2) линеаризуем 
при  , , ,α β η ν δ→

( ) cos , sin
( ) cos , sin
( ) sin , cos
( ) sin , cos
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Пользуясь этими соотношениями, сделаем в уравнениях  (1) , 
переход от переменных , , ,A B C DV V V V

   

, , , ,α β ν η  к переменным  
, ,Vθ θ  и проведем осреднение правых частей полученной си-

стемы  на отрезке [0, 2 ]π , оставим в ней только стационарные 
слагаемые и учтем, что среднее значение γ  на обороте равно 
нулю:
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Эта система имеет следующие стационарные решения: 
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Воспользуемся тем, что при 1δ <<  справедливы соотношения 
2
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2

sp p p p s s s sδ δ δ δ
δδ δ
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Исключив из формул (11) 00 ,ωV ,получим: 
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Это установившееся движение носит название режима авто-
ротации [22-24].
Таким образом, можно сделать вывод, что установившийся 

1 Беляков Д. В.,Самсонов В. А., Филиппов В. В. Исследование движений несимметричного тела в сопротивляющейся среде // Вестник Московского энергети-
ческого института. Вестник МЭИ. 2006. № 4. С. 5-10. EDN: HYXZMN

угол планирования пропорционален величине угла перекоса 
пластинки δ . Мы видим, что при уменьшении сопротивления 
δs увеличиваются средняя угловая скорость и средний угол 

планирования и уменьшается средняя скорость центра масс. 
При увеличении δ , 0ω  уменьшается, а 0V и 0γ увеличивают-
ся. В случае 0=δ (пластинки ортогональны державке) име-
ем: 0,0 =′= δδ sp , 0ω принимает максимальное значение, 

0V принимает минимальное значение, 00 =γ . 
 Заметим, что найденный стационарный режим авторотации 

000 ,, γω V  является притягивающим. Действительно, при 
000 ,, γγωω <<< VV  правые части осредненной систе-

мы (10) положительны и величины , ,Vω γ  в осредненной 
системе возрастают. Это означает, что и в полной системе (1) 
величины , ,Vω γ в среднем за период будет возрастать. При 

0 0 0, ,V Vω ω γ γ> > >  проводим аналогичные рассуждения. 
В случае 0=δ (пластинки ортогональны державке) из третье-
го уравнения системы (10) мы видим, что средняя боковая сила 
равна нулю, поэтому свободное плоскопараллельное падение 
тела, раскрученного до высокой угловой скорости, будет вер-
тикальным. В работе [25] рассмотрен этот случай. При 1<<δ  
свободное плоскопараллельное падение тела будет проходить 
по наклонной прямой под малым углом 0γ . В работе1 проведе-
на линеаризация системы (4.2) в окрестности режима авторота-
ции. Полученные уравнения первого приближения нормализо-
ваны и показано, что они имеют ограниченное периодическое 
решение, т.е. обоснована законность осреднения.

Заключение

Таким образом, в работе:
1. Разработана математическая модель спуска тела.
2. Найдено стационарное решение осредненной системы ко-

торое названо режимом авторотации.
3. Показано, что вертикальная скорость режима авторота-

ции невелика по сравнению с угловой скоростью и ука-
занную конструкцию можно использовать как систему 
спуска.
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