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Аннотация
В статье рассматриваются вопросы из области нелинейной динамики, в частности такого ее 
раздела, как голоморфная динамика. Считаем, что важными объектами исследования голомор-
фной динамики выступают множество Мандельброта и множества Жюлиа. С помощью мате-
матических методов и компьютерных экспериментов выявлены обрамления первого порядка 
множества Мандельброта и структура неподвижных точек семейства полиномов третьей сте-
пени комплексной переменной. Разработаны алгоритмы построения множеств Жюлиа, мно-
жества Мандельброта и обрамления первого порядка множества Мандельброта рассматрива-
емого семейства в математическом пакете MathCad и паскаль-программах. В статье изложена 
методика выполнения  многоэтапных математико-информационных заданий (ММИЗ), которые 
нацелены на развитие креативности студентов. Представлена подробная план-схема одного из 
многоэтапных математико-информационных заданий, в которой обозначены все шаги прове-
дения исследования. При выполнении этапов задания студенты последовательно переходят от 
постановки задачи исследования к нахождению неподвижных точек и их типов, определению 
структуры неподвижных точек, разработке алгоритмов построения множества Мандельброта 
с помощью различных языков программирования. Предложенная методика работы с многоэ-
тапными математико-информационными заданиями дает возможность развивать креативные 
качества мышления студентов, интуицию, мотивировать их к дальнейшим исследованиям.
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Abstract
The article deals with issues from the field of nonlinear dynamics, in particular, such a section of it as 
holomorphic dynamics. We believe that the Mandelbrot set and the Julia set are important objects of 
holomorphic dynamics research. Using mathematical methods and computer experiments, the first-
order frames of the Mandelbrot set and the structure of fixed points of a family of polynomials of the 
third degree of a complex variable are revealed. Algorithms have been developed for constructing Julia 
sets, Mandelbrot sets and first-order framing of the Mandelbrot set of the family under consideration 
in the MathCad mathematical package and Pascal programs. The article describes the methodology of 
performing multi-stage mathematical and informational tasks (MMIZ), which are aimed at developing 
students’ creativity. A detailed plan-scheme of one of the multi-stage mathematical and informational 
tasks is presented, in which all the steps of the research are indicated. When completing the task stages, 
students consistently move from setting the research task to finding fixed points and their types, 
determining the structure of fixed points, developing algorithms for constructing the Mandelbrot set 
using various programming languages. The proposed method of working with multi-stage mathematical 
and informational tasks makes it possible to develop students’ creative thinking qualities, intuition, and 
motivate them to further research.
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Введение
Нелинейная динамика является важным разделом современ-
ной математики. Данному разделу науки посвящены множе-
ство исследований, среди которых работы1 [1-22]. В настоя-
щее время интенсивно развивается важная ветвь нелинейной 
динамики – голоморфная динамика, в состав которой входят 
такие математические объекты, как множество Жюлиа и мно-
жества Мандельброта. 
Множества Жюлиа и множества Мандельброта являются 
сложнейшими математическими объектами, которые в насто-
ящее время интенсивно исследуются и находят приложения. 
Важными компонентами множества Мандельброта являются 
его обрамления. Исследованию обрамлений множеств Ман-
дельброта полиномов второй степени посвящены работы 
Р. Кроновера2, Д. Минлора [2]. Р. Кроновер показал, что главной 
частью множества Мандельброта функции  является обрам-
ление первого порядка, ограниченное кардиоидой. Д. Минлор 
показал, что обрамлением первого порядка множества Ман-
дельброта для функции  являются области, ограниченные ка-
сающимися окружностями. 
В данной статье мы будем исследовать семейство функций  
(для краткости ниже будем писать). В рамках многоэтапного 
математико-информационного задания (ММИЗ) укажем наце-
ленную на развитие креативности студентов. методику изуче-
ния следующих математических объектов: 
1) обрамление первого порядка множества Мандельброта се-
мейства полиномов третьей степени f;
2) структуру неподвижных точек семейства функций f;
3) алгоритмы построения множества Мандельброта и обрам-
ления первого порядка множества Мандельброта данного се-
мейства;
4) алгоритм построения множеств Жюлиа, тесно связанных с 
множеством Мандельброта и структурой неподвижных точек 
семейства функций f.
Данная методика выполнения ММИЗ нацелена на развитие 
креативности студентов, связанной с творческой математи-
ческой деятельностью, студентов математических и инженер-
ных направлений подготовки, при решении нестандартных 
задач и разработке алгоритмов.
Креативность мы понимаем в самом широком смысле, как 
способность к творчеству, и ставим целью в данной статье раз-
вивать ее при изучении голоморфной динамики, важнейшей 
составляющей которой являются указанные выше математи-
ческие объекты.

Основная часть
На наш взгляд, развитие креативности эффективно при вы-
полнении многоэтапных математико-информационных зада-

1 Маркушевич  А.  И., Маркушевич  Л.  А. Введение в теорию аналитических функций. М. : Просвещение, 1977. 320 с.; Секованов В. С. Элементы теории 
фрактальных. 2-е изд., перераб. и доп. Кострома : КГУ, 2006. 157 с. EDN: ZFXTWF; Секованов В. С. Элементы теории фрактальных множеств : Учеб. пособие. 
4-е изд., перераб. и доп. Кострома : КГУ, 2012. 208 с. EDN: ZFSPGF; Секованов В. С., Рыбина Л. Б., Березкина А. Е. О множествах Жюлиа функций, имеющих 
параболическую неподвижную точку // Актуальные проблемы преподавания информационных и естественно-научных дисциплин. Кострома : КГУ, 
2018. С. 144-150. EDN: YXAECH; Секованов В. С. Что такое фрактальная геометрия? М. : ЛЕНАН, 2016. 272 с. EDN: ZELYOV; Секованов В. С. Фрактальная 
геометрия: Преподавание, задачи, алгоритмы, синергетика, эстетика, приложения. СПб : Изд-во Лань, 2019. 180 с. EDN: ZDKQVN; Секованов В. С. Элементы 
теории фрактальных множеств : Учеб. пособие. 4-е изд., перераб. и доп. Кострома : КГУ, 2012. 208 с. EDN: ZFSPGF; Ивков В. А. Наглядное моделирование 
преобразования Арнольда // Обучение фрактальной геометрии и информатике в вузе и школе в свете идей академика А. Н. Колмогорова : материалы межд. 
научно-методической конференции. Кострома: КГУ, 2016. С. 92-96. EDN: YGQAIF
2 Кроновер Р. М. Фракталы и хаос в динамических системах. М. : Постмаркет, 2000. 352 с.

ний (ММИЗ). 
Отметим, что исследованиям голоморфной динамики и креа-
тивности посвящены многочисленные работы (см., например, 
[1-19], [23]).
Важной компонентой голоморфной динамики является струк-
тура неподвижных точек, от которой, как правило, зависит 
форма связанных с множеством Мандельброта множеств Жю-
лиа. 
Выполнение ММИЗ «Обрамление первого порядка множество 
Мандельброта, множества Жюлиа, структура неподвижных 
точек семейства полиномов третьей степени» нацелено на 
развитие креативности студентов математических и инже-
нерных направлений подготовки. 
План-схема данного ММИЗ указана на рис. 1. При исследова-
нии структуры неподвижных точек рациональных функций 
студенты под руководством преподавателя выполняют боль-
шой объем работы, развивают гибкость мышления, решая не-
стандартные задачи различными математическими методами 
с применением информационных и коммуникационными тех-
нологиями (ИКТ). 
Кроме того, при выполнении данного ММИЗ студенты стал-
киваются с совершенно новыми задачами, которые имеют 
оригинальные решения и требуют значительных интеллек-
туальных усилий, связанных с применением математических 
методов и разработкой компьютерных алгоритмов. При реше-
нии данных задач у студентов формируется толерантность к 
новизне, происходит преодоление стереотипов мышления. 
Они на практике убеждаются интенсивности и пользе в инте-
грации математических методов и компьютерных технологий.
Важно подчеркнуть, что множества Жюлиа являются одними 
из самых красивых математических объектов, построение ко-
торых с помощью компьютерных программ развивает эстети-
ческие способности студентов.
При изучении голоморфной динамики в рамках данного 
ММИЗ студентам предоставляется возможность разрабаты-
вать математические модели и создавать художественные 
композиции. 
При выполнении данного ММИЗ студент оказывается в роли 
математика, программиста, компьютерного художника. 
Как уже отмечалось, указанные действия студентов нацелено 
на развитие их креативности при выполнении данного ММИЗ. 
Этап 1. Пусть дана функция . Точка  называется неподвижной, 
если . Если же  (, то точку  мы назовем периодической точкой. 
Такое наименьшее , при котором  называется периодом . Если  
(), то точка  называется отталкивающей (соответственно ней-
тральной, притягивающей), где .
Приведем примеры функций, имеющих неподвижные и пе-
риодические точки. Пусть . Решая уравнение , находим непод-
вижные точки  оскольку , то неподвижная точка а неподвиж-
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План-схема данного ММИЗ указана на рис. 1. При исследова-
нии структуры неподвижных точек рациональных функций 
студенты под руководством преподавателя выполняют боль-
шой объем работы, развивают гибкость мышления, решая не-
стандартные задачи различными математическими методами 
с применением информационных и коммуникационными тех-
нологиями (ИКТ).  
Кроме того, при выполнении данного ММИЗ студенты сталки-
ваются с совершенно новыми задачами, которые имеют ори-
гинальные решения и требуют значительных интеллектуаль-
ных усилий, связанных с применением математических мето-
дов и разработкой компьютерных алгоритмов. При решении 
данных задач у студентов формируется толерантность к но-
визне, происходит преодоление стереотипов мышления. Они 
на практике убеждаются интенсивности и пользе в интегра-
ции математических методов и компьютерных технологий. 
Важно подчеркнуть, что множества Жюлиа являются одними 
из самых красивых математических объектов, построение ко-
торых с помощью компьютерных программ развивает эстети-
ческие способности студентов. 
При изучении голоморфной динамики в рамках данного 
ММИЗ студентам предоставляется возможность разрабаты-
вать математические модели и создавать художественные 
композиции.  
При выполнении данного ММИЗ студент оказывается в роли 
математика, программиста, компьютерного художника.  
Как уже отмечалось, указанные действия студентов нацелено 
на развитие их креативности при выполнении данного ММИЗ.  

Этап 1. Пусть дана функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧). Точка 0z  называется непо-
движной, если 

00 )( zzf = . Если же 00)( )( zzf n =  (n>1), то 

точку 0z  мы назовем периодической точкой. Такое наимень-
шее n, при котором 00)( )( zzf n =  называется периодом 0z . 
Если 1>λ  ( 1,1 <= λλ ), то точка z  называется отталкива-

ющей (соответственно нейтральной, притягивающей), где 
( )( )′= )(zf nλ . 

Приведем примеры функций, имеющих неподвижные и 
периодические точки. Пусть 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧 3. Решая 
уравнение 𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧 3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧, находим неподвижные точки 𝑧𝑧𝑧𝑧1 = 3,  
 
 
 
 
 
 
 
 

В. С. Фрактальная геометрия: Преподавание, задачи, алгоритмы, си-
нергетика, эстетика, приложения. СПб : Изд-во Лань, 2019. 180 с. EDN: 
ZDKQVN; Секованов В. С. Элементы теории фрактальных множеств : 
Учеб. пособие. 4-е изд., перераб. и доп. Кострома : КГУ, 2012. 208 с. 
EDN: ZFSPGF; Ивков В. А. Наглядное моделирование преобразования 
Арнольда // Обучение фрактальной геометрии и информатике в вузе и 
школе в свете идей академика А. Н. Колмогорова : материалы межд.
научно-методической конференции. Кострома: КГУ, 2016. С. 92-96. 
EDN: YGQAIF
2 Кроновер Р. М. Фракталы и хаос в динамических системах. М. : Пост-
маркет, 2000. 352 с.
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План-схема данного ММИЗ указана на рис. 1. При исследовании структуры неподвижных точек рациональных 
функций студенты под руководством преподавателя выполняют большой объем работы, развивают гибкость 
мышления, решая нестандартные задачи различными математическими методами с применением 
информационных и коммуникационными технологиями (ИКТ). 
Кроме того, при выполнении данного ММИЗ студенты сталкиваются с совершенно новыми задачами, которые 
имеют оригинальные решения и требуют значительных интеллектуальных усилий, связанных с применением 
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ная точка  
Рассмотрим функцию . Из уравнения  находим 4 ее неподвиж-
ные точки  
Поскольку производная , то нетрудно подсчитать, что для 
функции  точки  отталкивающие, а точки  – притягивающие. 
Студентам здесь полезно убедиться в справедливости данного 
суждения. Заметим, что , где . Нетрудно проверить, что точки  
имеют период два для функции  и являются отталкивающими 
неподвижными точками для функций . 
Следуя работе3, введем понятие множества Жюлиа полино-
ма комплексной переменной и приведем при меры множеств 
Жюлиа. Пусть  – притягивающая неподвижная точка функции 
. Множество  будем называть бассейном притяжения точки . 
Множество Жюлиа функции  есть граница множества точек z, 
стремящихся к бесконечности при итерировании 
Под заполняющим множеством Жюлиа полинома мы понима-
ем множество точек комплексной плоскости, орбиты которых 
ограничены. Множеством Жюлиа полинома является грани-
цей заполняющегося множества Жюлиа.
Важно отметить, что множества Жюлиа, как правило, не яв-
ляются гладкими и построить их в виду большого количества 
итераций без компьютера практически невозможно.
Приведем пример построения множества Жюлиа функции   с 
помощью компьютерной программы:
uses crt,GraphABC;
var height,width:integer;
var i,j,k,n,m:integer;
var dx,dy,x_max,x_min,y_max,y_min, kef,scall: real;
function fx(z: complex): complex; begin fx := z*z-1 end;
var c: complex;
var iter : integer;
begin
width := 500;
height := 500;
setwindowsize(width, height);
iter := 20 ;  
scall := 2;   
if(width >=height ) then
begin
   kef := width / height;x_min := scall * -kef;   x_max := scall *kef;
   y_min := scall * -1; y_max := scall;
end else if (height >width) then
begin
   kef := height / width;  x_min := scall * -1; x_max := scall;
   y_min := scall *-kef;y_max := scall * kef;
end;
dx := (x_max - x_min) / width; dy := (y_max - y_min) / height;
for i:=1 to width do
 for j:=1 to height do begin
    c := (x_min +i * dx ,y_min + j * dy);
    try
      for k:=1 to iter do c := fx(c);
      kef := power(c.real, 2)  + power(c.imaginary, 2);
      if(abs(kef) <4) then
      setpixel(i,j, clblack ); 
    except

3 Там же.

         end;
end;
end.
Иногда заполняющие множества Жюлиа являются гладкими. 
Например, множество Жюлиа для функции  есть окружность . 
На самом деле 
Нетрудно проверить, что последовательность  стремится к , 
если . При  данная последовательность будет стремиться к . В 
рассмотренном случае множеством Жюлиа будет окружность 
единичного радиуса с центром в начале координат. Следова-
тельно,  есть окружность единичного радиуса с центром в на-
чале координат.
Можно показать, что множеством Жюлиа функции  является 
отрезок . 
Этап 2. Будем считать, что функция  имеет три неподвижные 
притягивающие точки (или триаду неподвижных точек) и 
писать  (соответственно одну неподвижную притягивающую 
точку и две нейтральные неподвижные точки и писать ). Ана-
логично определяются случаи  и другие.
Объединение всех возможных триад мы будем считать струк-
турой неподвижных точек функции семейства функций  и 
обозначать . То есть в структуру неподвижных точек входят 
те тетрады, которые достигаются хотя бы при одном значе-
нии параметра . Как оказалось, для нашего семейства функций  
структурой неподвижных точек является объединение триад .
Отметим, что мы не различаем триады, в состав которых вхо-
дит одинаковое число притягивающих, нейтральных, оттал-
кивающих неподвижных точек. Например, тетрады  мы не 
различаем.
В Таблице 1 выявляется структура неподвижных точек и стро-
ятся соответствующие заполняющие множества Жюлиа. От-
метим, что знак + означает наличие структуры неподвижных 
точек у соответствующей функции и строится заполняющее 
множество Жюлиа, которому данные точки принадлежат. 
Знак – в Таблице 1 означает отсутствие указанной в структуры 
неподвижных точек каждой из функции.
Покажем, что у функции  ни при каких значениях параметра  
нет двух неподвижных притягивающих точек и одной оттал-
кивающей неподвижной точки (отсутствует случай ) и трех 
неподвижных притягивающих точек (отсутствует случай ).

𝑧𝑧𝑧𝑧2 = −1.  Поскольку |𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑧𝑧𝑧𝑧1)| = 5,а |𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑧𝑧𝑧𝑧2)| = −1, то 
неподвижная точка 𝑧𝑧𝑧𝑧1 отталкивающая, а неподвижная точка 
𝑧𝑧𝑧𝑧2 = −1 нейтральная.  
Рассмотрим функцию 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧4 − 2𝑧𝑧𝑧𝑧2. Из уравнения 𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 1 = 𝑧𝑧𝑧𝑧 
находим 4 ее неподвижные точки 𝑧𝑧𝑧𝑧1 = −1+√5

2
, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = −1−√5

2
, 𝑧𝑧𝑧𝑧3 =

0,𝑧𝑧𝑧𝑧4 = −1.   
Поскольку производная 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧)  равна �𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′ = 4𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 4𝑧𝑧𝑧𝑧, то 
нетрудно подсчитать, что для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) точки 𝑧𝑧𝑧𝑧1 =
−1+√5

2
, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = −1−√5

2
 отталкивающие, а точки 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 0,𝑧𝑧𝑧𝑧4 = −1 – 

притягивающие.  
Студентам здесь полезно убедиться в справедливости 
данного суждения. Заметим, что 𝑧𝑧𝑧𝑧4 − 2𝑧𝑧𝑧𝑧2 = ℎ(2)(𝑧𝑧𝑧𝑧), где ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 1. Нетрудно проверить, что точки 𝑧𝑧𝑧𝑧1 = −1+√5

2
,𝑧𝑧𝑧𝑧2 = −1−√5

2
 

имеют период два для функции ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 1 и являются 
отталкивающими неподвижными точками для функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧),ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧).  
Следуя работе3, введем понятие множества Жюлиа полинома 
комплексной переменной и приведем при меры множеств 

Жюлиа. Пусть 0z  – притягивающая неподвижная точка функ-

ции f . Множество { }∞→→∈= nzzfCzzA n ,)(:)( 0
)(

0  бу-

дем называть бассейном притяжения точки 0z . Множество 
Жюлиа 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑓𝑓𝑓𝑓)функции f  есть граница множества точек z, стре-
мящихся к бесконечности при итерировании ).(zf  
Под заполняющим множеством Жюлиа полинома мы пони-
маем множество точек комплексной плоскости, орбиты кото-
рых ограничены. Множеством Жюлиа полинома является гра-
ницей заполняющегося множества Жюлиа. 
Важно отметить, что множества Жюлиа, как правило, не явля-
ются гладкими и построить их в виду большого количества 
итераций без компьютера практически невозможно. 
Приведем пример построения множества Жюлиа функции  
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 1 с помощью компьютерной программы: 
uses crt,GraphABC; 
var height,width:integer; 
var i,j,k,n,m:integer; 
var dx,dy,x_max,x_min,y_max,y_min, kef,scall: real; 
function fx(z: complex): complex; begin fx := z*z-1 end; 
var c: complex; 
var iter : integer; 
begin 
width := 500; 
height := 500; 
setwindowsize(width, height); 
iter := 20 ;   
scall := 2;    
if(width >=height ) then 
begin 
   kef := width / height;x_min := scall * -kef;   x_max := scall *kef; 
   y_min := scall * -1; y_max := scall; 
end else if (height >width) then 
begin 
   kef := height / width;  x_min := scall * -1; x_max := scall; 
   y_min := scall *-kef;y_max := scall * kef; 
end; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 Там же.

dx := (x_max - x_min) / width; dy := (y_max - y_min) / height; 
for i:=1 to width do 
for j:=1 to height do begin 
    c := (x_min +i * dx ,y_min + j * dy); 
    try 
      for k:=1 to iter do c := fx(c); 
      kef := power(c.real, 2)  + power(c.imaginary, 2); 
      if(abs(kef) <4) then 
      setpixel(i,j, clblack );  
    except 
         end; 
end; 
end. 
 
Иногда заполняющие множества Жюлиа являются гладкими.  
Например, множество Жюлиа для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧4  есть 
окружность 1=z . На самом деле 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧4, 𝑓𝑓𝑓𝑓(2)(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧16, … 

Нетрудно проверить, что последовательность 
...,2,1)),(()( 0

)1(
0

)( == − nzffzf nn  стремится к ∞ , если 10 >z . 

При 10 <z  данная последовательность будет стремиться к 0. 

В рассмотренном случае множеством Жюлиа будет окруж-
ность единичного радиуса с центром в начале координат. Сле-
довательно, },)(:{)( )( ∞→∞→∂= nzfzfJ n  есть окружность еди-
ничного радиуса с центром в начале координат. 
Можно показать, что множеством Жюлиа функции 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 −
3𝑧𝑧𝑧𝑧 является отрезок [−2; 2].  
Этап 2. Будем считать, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) имеет три неподвиж-
ные притягивающие точки (или триаду неподвижных точек) 
и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷) (соответственно одну неподвижную притяги-
вающую точку и две нейтральные неподвижные точки и пи-
сать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝐍𝐍𝐍𝐍 𝐍𝐍𝐍𝐍)). Аналогично определяются случаи 
(𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶) и другие. 
Объединение всех возможных триад мы будем считать струк-
турой неподвижных точек функции семейства функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 и обозначать 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵(𝒇𝒇𝒇𝒇). То есть в структуру непо-
движных точек входят те тетрады, которые достигаются хотя 
бы при одном значении параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐. Как оказалось, для 
нашего семейства функций 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 структурой непо-
движных точек является объединение триад 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵(𝒇𝒇𝒇𝒇) =
( (𝑷𝑷𝑷𝑷𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶)). 
Отметим, что мы не различаем триады, в состав которых вхо-
дит одинаковое число притягивающих, нейтральных, оттал-
кивающих неподвижных точек. Например, тетрады 
(𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵) и (𝑵𝑵𝑵𝑵𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵) мы не различаем. 
В Таблице 1 выявляется структура неподвижных точек и стро-
ятся соответствующие заполняющие множества Жюлиа. От-
метим, что знак + означает наличие структуры неподвижных 
точек у соответствующей функции и строится заполняющее 
множество Жюлиа, которому данные точки принадлежат. 
Знак – в Таблице 1 означает отсутствие указанной в струк-
туры неподвижных точек каждой из функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
Покажем, что у функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) ни при каких значениях пара-
метра 𝑐𝑐𝑐𝑐 нет двух неподвижных притягивающих точек и одной 
отталкивающей неподвижной точки (отсутствует случай 
(𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶)) и трех неподвижных притягивающих точек (отсут-
ствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷)). 
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Т а б л и ц а 1.
T a b l e 1.

№

begin
kef := height / width;  x_min := scall * -1; x_max := scall;
y_min := scall *-kef;y_max := scall * kef;

end;
dx := (x_max - x_min) / width; dy := (y_max - y_min) / height;
for i:=1 to width do
for j:=1 to height do begin

    c := (x_min +i * dx ,y_min + j * dy);
    try
      for k:=1 to iter do c := fx(c);
      kef := power(c.real, 2)  + power(c.imaginary, 2);
      if(abs(kef) <4) then
      setpixel(i,j, clblack ); 
    except
         end;
end;
end.

Иногда заполняющие множества Жюлиа являются гладкими. 

Например, множество Жюлиа для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧4 есть окружность 1=z . На самом деле 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) =

𝑧𝑧𝑧𝑧4, 𝑓𝑓𝑓𝑓(2)(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧16, …
Нетрудно проверить, что последовательность ...,2,1)),(()( 0

)1(
0

)( == − nzffzf nn стремится к ∞ , если 

10 >z . При 10 <z данная последовательность будет стремиться к 0 . В рассмотренном случае множеством 
Жюлиа будет окружность единичного радиуса с центром в начале координат. Следовательно, 

},)(:{)( )( ∞→∞→∂= nzfzfJ n
есть окружность единичного радиуса с центром в начале координат.

Можно показать, что множеством Жюлиа функции 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 3𝑧𝑧𝑧𝑧 является отрезок [−2; 2].
Этап 2. Будем считать, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) имеет три неподвижные притягивающие точки (или триаду 
неподвижных точек) и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷) (соответственно одну неподвижную притягивающую точку и две 
нейтральные неподвижные точки и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝐍𝐍𝐍𝐍 𝐍𝐍𝐍𝐍)). Аналогично определяются случаи 
(𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶) и другие.
Объединение всех возможных триад мы будем считать структурой неподвижных точек функции семейства 
функций 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 и обозначать 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇). То есть в структуру неподвижных точек входят те тетрады, 
которые достигаются хотя бы при одном значении параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐. Как оказалось, для нашего семейства функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 структурой неподвижных точек является объединение триад 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇) = ( (𝑷𝑷𝑷𝑷𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵),
(𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶)).
Отметим, что мы не различаем триады, в состав которых входит одинаковое число притягивающих, 
нейтральных, отталкивающих неподвижных точек. Например, тетрады (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵) и (𝑵𝑵𝑵𝑵𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵) мы не различаем.
В Таблице 1 выявляется структура неподвижных точек и строятся соответствующие заполняющие множества 
Жюлиа. Отметим, что знак + означает наличие структуры неподвижных точек у соответствующей функции и 
строится заполняющее множество Жюлиа, которому данные точки принадлежат. Знак – в Таблице 1 означает 
отсутствие указанной в структуры неподвижных точек каждой из функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).
Покажем, что у функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) ни при каких значениях параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐 нет двух неподвижных притягивающих 
точек и одной отталкивающей неподвижной точки (отсутствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶)) и трех неподвижных 
притягивающих точек (отсутствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷)).

Т а б л и ц а 1.
T a b l e 1.

№ 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) and 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑓𝑓𝑓𝑓)

1 P P P –
2 P P N –
3 P O O +

𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑

4 O N N +

𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑 +
𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑𝟑𝟑√𝟑𝟑𝟑𝟑

begin
kef := height / width;  x_min := scall * -1; x_max := scall;
y_min := scall *-kef;y_max := scall * kef;

end;
dx := (x_max - x_min) / width; dy := (y_max - y_min) / height;
for i:=1 to width do
for j:=1 to height do begin

    c := (x_min +i * dx ,y_min + j * dy);
    try
      for k:=1 to iter do c := fx(c);
      kef := power(c.real, 2)  + power(c.imaginary, 2);
      if(abs(kef) <4) then
      setpixel(i,j, clblack ); 
    except
         end;
end;
end.

Иногда заполняющие множества Жюлиа являются гладкими. 

Например, множество Жюлиа для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧4 есть окружность 1=z . На самом деле 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) =

𝑧𝑧𝑧𝑧4, 𝑓𝑓𝑓𝑓(2)(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧16, …
Нетрудно проверить, что последовательность ...,2,1)),(()( 0

)1(
0

)( == − nzffzf nn стремится к ∞ , если 

10 >z . При 10 <z данная последовательность будет стремиться к 0 . В рассмотренном случае множеством 
Жюлиа будет окружность единичного радиуса с центром в начале координат. Следовательно, 

},)(:{)( )( ∞→∞→∂= nzfzfJ n
есть окружность единичного радиуса с центром в начале координат.

Можно показать, что множеством Жюлиа функции 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 3𝑧𝑧𝑧𝑧 является отрезок [−2; 2].
Этап 2. Будем считать, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) имеет три неподвижные притягивающие точки (или триаду 
неподвижных точек) и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷) (соответственно одну неподвижную притягивающую точку и две 
нейтральные неподвижные точки и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝐍𝐍𝐍𝐍 𝐍𝐍𝐍𝐍)). Аналогично определяются случаи 
(𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶) и другие.
Объединение всех возможных триад мы будем считать структурой неподвижных точек функции семейства 
функций 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 и обозначать 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇). То есть в структуру неподвижных точек входят те тетрады, 
которые достигаются хотя бы при одном значении параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐. Как оказалось, для нашего семейства функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 структурой неподвижных точек является объединение триад 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇) = ( (𝑷𝑷𝑷𝑷𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵),
(𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶)).
Отметим, что мы не различаем триады, в состав которых входит одинаковое число притягивающих, 
нейтральных, отталкивающих неподвижных точек. Например, тетрады (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵) и (𝑵𝑵𝑵𝑵𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵) мы не различаем.
В Таблице 1 выявляется структура неподвижных точек и строятся соответствующие заполняющие множества 
Жюлиа. Отметим, что знак + означает наличие структуры неподвижных точек у соответствующей функции и 
строится заполняющее множество Жюлиа, которому данные точки принадлежат. Знак – в Таблице 1 означает 
отсутствие указанной в структуры неподвижных точек каждой из функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).
Покажем, что у функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) ни при каких значениях параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐 нет двух неподвижных притягивающих 
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Иногда заполняющие множества Жюлиа являются гладкими. 

Например, множество Жюлиа для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧4 есть окружность 1=z . На самом деле 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) =

𝑧𝑧𝑧𝑧4, 𝑓𝑓𝑓𝑓(2)(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧16, …
Нетрудно проверить, что последовательность ...,2,1)),(()( 0
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10 >z . При 10 <z данная последовательность будет стремиться к 0 . В рассмотренном случае множеством 
Жюлиа будет окружность единичного радиуса с центром в начале координат. Следовательно, 

},)(:{)( )( ∞→∞→∂= nzfzfJ n
есть окружность единичного радиуса с центром в начале координат.

Можно показать, что множеством Жюлиа функции 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 3𝑧𝑧𝑧𝑧 является отрезок [−2; 2].
Этап 2. Будем считать, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) имеет три неподвижные притягивающие точки (или триаду 
неподвижных точек) и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷) (соответственно одну неподвижную притягивающую точку и две 
нейтральные неподвижные точки и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝐍𝐍𝐍𝐍 𝐍𝐍𝐍𝐍)). Аналогично определяются случаи 
(𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶) и другие.
Объединение всех возможных триад мы будем считать структурой неподвижных точек функции семейства 
функций 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 и обозначать 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇). То есть в структуру неподвижных точек входят те тетрады, 
которые достигаются хотя бы при одном значении параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐. Как оказалось, для нашего семейства функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 структурой неподвижных точек является объединение триад 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇) = ( (𝑷𝑷𝑷𝑷𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵),
(𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶)).
Отметим, что мы не различаем триады, в состав которых входит одинаковое число притягивающих, 
нейтральных, отталкивающих неподвижных точек. Например, тетрады (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵) и (𝑵𝑵𝑵𝑵𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵) мы не различаем.
В Таблице 1 выявляется структура неподвижных точек и строятся соответствующие заполняющие множества 
Жюлиа. Отметим, что знак + означает наличие структуры неподвижных точек у соответствующей функции и 
строится заполняющее множество Жюлиа, которому данные точки принадлежат. Знак – в Таблице 1 означает 
отсутствие указанной в структуры неподвижных точек каждой из функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).
Покажем, что у функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) ни при каких значениях параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐 нет двух неподвижных притягивающих 
точек и одной отталкивающей неподвижной точки (отсутствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶)) и трех неподвижных 
притягивающих точек (отсутствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷)).

Т а б л и ц а 1.
T a b l e 1.

№ 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) and 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑓𝑓𝑓𝑓)

1 P P P –
2 P P N –
3 P O O +

𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑

4 O N N +

𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑 +
𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑𝟑𝟑√𝟑𝟑𝟑𝟑

begin
kef := height / width;  x_min := scall * -1; x_max := scall;
y_min := scall *-kef;y_max := scall * kef;

end;
dx := (x_max - x_min) / width; dy := (y_max - y_min) / height;
for i:=1 to width do
for j:=1 to height do begin

    c := (x_min +i * dx ,y_min + j * dy);
    try
      for k:=1 to iter do c := fx(c);
      kef := power(c.real, 2)  + power(c.imaginary, 2);
      if(abs(kef) <4) then
      setpixel(i,j, clblack ); 
    except
         end;
end;
end.

Иногда заполняющие множества Жюлиа являются гладкими. 

Например, множество Жюлиа для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧4 есть окружность 1=z . На самом деле 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) =

𝑧𝑧𝑧𝑧4, 𝑓𝑓𝑓𝑓(2)(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧16, …
Нетрудно проверить, что последовательность ...,2,1)),(()( 0

)1(
0

)( == − nzffzf nn стремится к ∞ , если 

10 >z . При 10 <z данная последовательность будет стремиться к 0 . В рассмотренном случае множеством 
Жюлиа будет окружность единичного радиуса с центром в начале координат. Следовательно, 
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Т а б л и ц а 1.
T a b l e 1.

№ 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) and 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑓𝑓𝑓𝑓)

1 P P P –
2 P P N –
3 P O O +

𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑

4 O N N +

𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑 +
𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑𝟑𝟑√𝟑𝟑𝟑𝟑

 
1 P P P –
2 P P N –
3 P O O +

begin
kef := height / width;  x_min := scall * -1; x_max := scall;
y_min := scall *-kef;y_max := scall * kef;

end;
dx := (x_max - x_min) / width; dy := (y_max - y_min) / height;
for i:=1 to width do
for j:=1 to height do begin

    c := (x_min +i * dx ,y_min + j * dy);
    try
      for k:=1 to iter do c := fx(c);
      kef := power(c.real, 2)  + power(c.imaginary, 2);
      if(abs(kef) <4) then
      setpixel(i,j, clblack ); 
    except
         end;
end;
end.

Иногда заполняющие множества Жюлиа являются гладкими. 

Например, множество Жюлиа для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧4 есть окружность 1=z . На самом деле 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) =

𝑧𝑧𝑧𝑧4, 𝑓𝑓𝑓𝑓(2)(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧16, …
Нетрудно проверить, что последовательность ...,2,1)),(()( 0

)1(
0

)( == − nzffzf nn стремится к ∞ , если 

10 >z . При 10 <z данная последовательность будет стремиться к 0 . В рассмотренном случае множеством 
Жюлиа будет окружность единичного радиуса с центром в начале координат. Следовательно, 

},)(:{)( )( ∞→∞→∂= nzfzfJ n
есть окружность единичного радиуса с центром в начале координат.

Можно показать, что множеством Жюлиа функции 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 3𝑧𝑧𝑧𝑧 является отрезок [−2; 2].
Этап 2. Будем считать, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) имеет три неподвижные притягивающие точки (или триаду 
неподвижных точек) и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷) (соответственно одну неподвижную притягивающую точку и две 
нейтральные неподвижные точки и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝐍𝐍𝐍𝐍 𝐍𝐍𝐍𝐍)). Аналогично определяются случаи 
(𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶) и другие.
Объединение всех возможных триад мы будем считать структурой неподвижных точек функции семейства 
функций 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 и обозначать 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇). То есть в структуру неподвижных точек входят те тетрады, 
которые достигаются хотя бы при одном значении параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐. Как оказалось, для нашего семейства функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 структурой неподвижных точек является объединение триад 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇) = ( (𝑷𝑷𝑷𝑷𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵),
(𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶)).
Отметим, что мы не различаем триады, в состав которых входит одинаковое число притягивающих, 
нейтральных, отталкивающих неподвижных точек. Например, тетрады (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵) и (𝑵𝑵𝑵𝑵𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵) мы не различаем.
В Таблице 1 выявляется структура неподвижных точек и строятся соответствующие заполняющие множества 
Жюлиа. Отметим, что знак + означает наличие структуры неподвижных точек у соответствующей функции и 
строится заполняющее множество Жюлиа, которому данные точки принадлежат. Знак – в Таблице 1 означает 
отсутствие указанной в структуры неподвижных точек каждой из функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).
Покажем, что у функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) ни при каких значениях параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐 нет двух неподвижных притягивающих 
точек и одной отталкивающей неподвижной точки (отсутствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶)) и трех неподвижных 
притягивающих точек (отсутствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷)).
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№ 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) and 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑓𝑓𝑓𝑓)
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𝟑𝟑𝟑𝟑√𝟑𝟑𝟑𝟑

begin
kef := height / width;  x_min := scall * -1; x_max := scall;
y_min := scall *-kef;y_max := scall * kef;

end;
dx := (x_max - x_min) / width; dy := (y_max - y_min) / height;
for i:=1 to width do
for j:=1 to height do begin

    c := (x_min +i * dx ,y_min + j * dy);
    try
      for k:=1 to iter do c := fx(c);
      kef := power(c.real, 2)  + power(c.imaginary, 2);
      if(abs(kef) <4) then
      setpixel(i,j, clblack ); 
    except
         end;
end;
end.

Иногда заполняющие множества Жюлиа являются гладкими. 

Например, множество Жюлиа для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧4 есть окружность 1=z . На самом деле 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) =

𝑧𝑧𝑧𝑧4, 𝑓𝑓𝑓𝑓(2)(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧16, …
Нетрудно проверить, что последовательность ...,2,1)),(()( 0
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10 >z . При 10 <z данная последовательность будет стремиться к 0 . В рассмотренном случае множеством 
Жюлиа будет окружность единичного радиуса с центром в начале координат. Следовательно, 

},)(:{)( )( ∞→∞→∂= nzfzfJ n
есть окружность единичного радиуса с центром в начале координат.

Можно показать, что множеством Жюлиа функции 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 3𝑧𝑧𝑧𝑧 является отрезок [−2; 2].
Этап 2. Будем считать, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) имеет три неподвижные притягивающие точки (или триаду 
неподвижных точек) и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷) (соответственно одну неподвижную притягивающую точку и две 
нейтральные неподвижные точки и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝐍𝐍𝐍𝐍 𝐍𝐍𝐍𝐍)). Аналогично определяются случаи 
(𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶) и другие.
Объединение всех возможных триад мы будем считать структурой неподвижных точек функции семейства 
функций 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 и обозначать 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇). То есть в структуру неподвижных точек входят те тетрады, 
которые достигаются хотя бы при одном значении параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐. Как оказалось, для нашего семейства функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 структурой неподвижных точек является объединение триад 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇) = ( (𝑷𝑷𝑷𝑷𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵),
(𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶)).
Отметим, что мы не различаем триады, в состав которых входит одинаковое число притягивающих, 
нейтральных, отталкивающих неподвижных точек. Например, тетрады (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵) и (𝑵𝑵𝑵𝑵𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵) мы не различаем.
В Таблице 1 выявляется структура неподвижных точек и строятся соответствующие заполняющие множества 
Жюлиа. Отметим, что знак + означает наличие структуры неподвижных точек у соответствующей функции и 
строится заполняющее множество Жюлиа, которому данные точки принадлежат. Знак – в Таблице 1 означает 
отсутствие указанной в структуры неподвижных точек каждой из функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).
Покажем, что у функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) ни при каких значениях параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐 нет двух неподвижных притягивающих 
точек и одной отталкивающей неподвижной точки (отсутствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶)) и трех неподвижных 
притягивающих точек (отсутствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷)).

Т а б л и ц а 1.
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№ 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) and 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑓𝑓𝑓𝑓)
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𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑 +
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𝟑𝟑𝟑𝟑√𝟑𝟑𝟑𝟑

4 O N N +

begin
kef := height / width;  x_min := scall * -1; x_max := scall;
y_min := scall *-kef;y_max := scall * kef;

end;
dx := (x_max - x_min) / width; dy := (y_max - y_min) / height;
for i:=1 to width do
for j:=1 to height do begin

    c := (x_min +i * dx ,y_min + j * dy);
    try
      for k:=1 to iter do c := fx(c);
      kef := power(c.real, 2)  + power(c.imaginary, 2);
      if(abs(kef) <4) then
      setpixel(i,j, clblack ); 
    except
         end;
end;
end.

Иногда заполняющие множества Жюлиа являются гладкими. 

Например, множество Жюлиа для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧4 есть окружность 1=z . На самом деле 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) =

𝑧𝑧𝑧𝑧4, 𝑓𝑓𝑓𝑓(2)(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧16, …
Нетрудно проверить, что последовательность ...,2,1)),(()( 0

)1(
0

)( == − nzffzf nn стремится к ∞ , если 

10 >z . При 10 <z данная последовательность будет стремиться к 0 . В рассмотренном случае множеством 
Жюлиа будет окружность единичного радиуса с центром в начале координат. Следовательно, 

},)(:{)( )( ∞→∞→∂= nzfzfJ n
есть окружность единичного радиуса с центром в начале координат.

Можно показать, что множеством Жюлиа функции 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 3𝑧𝑧𝑧𝑧 является отрезок [−2; 2].
Этап 2. Будем считать, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) имеет три неподвижные притягивающие точки (или триаду 
неподвижных точек) и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷) (соответственно одну неподвижную притягивающую точку и две 
нейтральные неподвижные точки и писать (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝐍𝐍𝐍𝐍 𝐍𝐍𝐍𝐍)). Аналогично определяются случаи 
(𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶 𝑶𝑶𝑶𝑶) и другие.
Объединение всех возможных триад мы будем считать структурой неподвижных точек функции семейства 
функций 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 и обозначать 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇). То есть в структуру неподвижных точек входят те тетрады, 
которые достигаются хотя бы при одном значении параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐. Как оказалось, для нашего семейства функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 структурой неподвижных точек является объединение триад 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑵𝑵𝑵𝑵𝑷𝑷𝑷𝑷(𝒇𝒇𝒇𝒇) = ( (𝑷𝑷𝑷𝑷𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵),
(𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵), (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶)).
Отметим, что мы не различаем триады, в состав которых входит одинаковое число притягивающих, 
нейтральных, отталкивающих неподвижных точек. Например, тетрады (𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵) и (𝑵𝑵𝑵𝑵𝑶𝑶𝑶𝑶𝑵𝑵𝑵𝑵) мы не различаем.
В Таблице 1 выявляется структура неподвижных точек и строятся соответствующие заполняющие множества 
Жюлиа. Отметим, что знак + означает наличие структуры неподвижных точек у соответствующей функции и 
строится заполняющее множество Жюлиа, которому данные точки принадлежат. Знак – в Таблице 1 означает 
отсутствие указанной в структуры неподвижных точек каждой из функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).
Покажем, что у функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) ни при каких значениях параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐 нет двух неподвижных притягивающих 
точек и одной отталкивающей неподвижной точки (отсутствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑶𝑶𝑶𝑶)) и трех неподвижных 
притягивающих точек (отсутствует случай (𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷 𝑷𝑷𝑷𝑷)).
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𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟑𝟑𝟑𝟑√𝟑𝟑𝟑𝟑

5 P P O –
6 N N N –
7 N O O +

𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑 +
𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟑𝟑𝟑𝟑√𝟑𝟑𝟑𝟑

8 O O O +
𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑 − 𝟔𝟔𝟔𝟔

9 N N P –
10 P N O –

Следуя работе4, исследуем структуру неподвижных точек функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐. Покажем, что случай (P P О)
не имеет места для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).
Для 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) найдем значение параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐, при котором выполняется условие (O N N). Каждая неподвижная точка 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) удовлетворяет уравнению (1).
                                                              𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0 (1)
Пусть 𝑧𝑧𝑧𝑧1, 𝑧𝑧𝑧𝑧2, 𝑧𝑧𝑧𝑧3 – корни данного уравнения. Согласно формуле Виета получим равенства (2):

�
𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 0

𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −1 
𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧2 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −с

(2)

Очевидно, что 𝑧𝑧𝑧𝑧1, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 и 𝑧𝑧𝑧𝑧3 являются и неподвижными точками функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).

Предположим противное. То есть точки 𝑧𝑧𝑧𝑧1, 𝑧𝑧𝑧𝑧2–  притягивающие, а точка 𝑧𝑧𝑧𝑧3 – отталкивающая. В этом случае 
имеем:

|𝑧𝑧𝑧𝑧1| <
1
√3

, |𝑧𝑧𝑧𝑧2| <
1
√3

, |𝑧𝑧𝑧𝑧3| >
1
√3

Из первого уравнения системы (2) имеем:
𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 0, 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −𝑧𝑧𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2. Следовательно, 
|𝑧𝑧𝑧𝑧3| = |−𝑧𝑧𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2| = |𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2| ≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧𝑧𝑧2| и |𝑧𝑧𝑧𝑧3| ≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧𝑧𝑧2|
Выразим также 𝑧𝑧𝑧𝑧2 из первого уравнения системы (2):

𝑧𝑧𝑧𝑧2 = −𝑧𝑧𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧𝑧𝑧3
𝑧𝑧𝑧𝑧22 = −𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3

С другой стороны, из второго уравнения системы (2) имеем:
−𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3

Таким образом, имеем: 𝑧𝑧𝑧𝑧22 = 1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3, |𝑧𝑧𝑧𝑧22| = |1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3| ≥ |1|− |𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3|.
Поскольку |𝑧𝑧𝑧𝑧1| < 1

√3
, |𝑧𝑧𝑧𝑧3| < 2

√3
, то −|𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3| > − 2

3
. Далее имеем: 1 − |𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3| > 1 − 2

3
, 1− |𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3| > 1

3
, |𝑧𝑧𝑧𝑧22| > 1

3
.

Однако, |𝑧𝑧𝑧𝑧22| = |𝑧𝑧𝑧𝑧2||𝑧𝑧𝑧𝑧2| < 1
√3
∙ 1
√3

= 1
3
. Выявлено противоречие: 1

3
< |𝑧𝑧𝑧𝑧22| и |𝑧𝑧𝑧𝑧22| > 1

3
, что невозможно. 

Следовательно, не найдется такого с, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 будет иметь 2 притягивающие и 1 
отталкивающую неподвижные точки5.
Здесь студентам полезно предложить доказать по аналогии, что отсутствуют случаи (P P P), (P P N).
Пусть для определенности точки 𝑧𝑧𝑧𝑧1, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 – нейтральные, а точка 𝑧𝑧𝑧𝑧3 – отталкивающая. Тогда |𝑧𝑧𝑧𝑧1| = 1

√3
, |𝑧𝑧𝑧𝑧2| =

1
√3

, |𝑧𝑧𝑧𝑧3| > 1
√3

. Заметим, что  |𝑧𝑧𝑧𝑧3|≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧𝑧𝑧2| < 1
√3

+ 1
√3

= 2
√3

. Далее имеем: (𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧3)2 = 𝑧𝑧𝑧𝑧12 + 𝑧𝑧𝑧𝑧22 + 𝑧𝑧𝑧𝑧32 +
2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 0.
Воспользовавшись равенством  𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −1, получим: 2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −2.
Следовательно,  𝑧𝑧𝑧𝑧12 + 𝑧𝑧𝑧𝑧22 + 𝑧𝑧𝑧𝑧32 = 2. Если |𝑧𝑧𝑧𝑧3| < 2

√3
,  то получим:

2 = |𝑧𝑧𝑧𝑧12 + 𝑧𝑧𝑧𝑧22 + 𝑧𝑧𝑧𝑧32| ≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧12| + |𝑧𝑧𝑧𝑧22|+|𝑧𝑧𝑧𝑧32| < � 1
√3
�
2

+ � 1
√3
�
2

+ � 2
√3
�
2

= 1
3

+ 1
3

+ + 4
3

= 2. Выявлено противоречие: 2 <

4 Секованов В. С. Голоморфная динамика. СПб: Изд-во «Лань», 2021. 168 с. EDN: WFQGLW
5 Там же.

5 P P O –
6 N N N –
7 N O O +

5 P P O –
6 N N N –
7 N O O +

𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑 +
𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟑𝟑𝟑𝟑√𝟑𝟑𝟑𝟑

8 O O O +
𝒛𝒛𝒛𝒛𝟑𝟑𝟑𝟑 − 𝟔𝟔𝟔𝟔

9 N N P –
10 P N O –

Следуя работе4, исследуем структуру неподвижных точек функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐. Покажем, что случай (P P О)
не имеет места для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).
Для 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) найдем значение параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐, при котором выполняется условие (O N N). Каждая неподвижная точка 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) удовлетворяет уравнению (1).
                                                              𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0 (1)
Пусть 𝑧𝑧𝑧𝑧1, 𝑧𝑧𝑧𝑧2, 𝑧𝑧𝑧𝑧3 – корни данного уравнения. Согласно формуле Виета получим равенства (2):

�
𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 0

𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −1 
𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧2 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −с

(2)

Очевидно, что 𝑧𝑧𝑧𝑧1, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 и 𝑧𝑧𝑧𝑧3 являются и неподвижными точками функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).

Предположим противное. То есть точки 𝑧𝑧𝑧𝑧1, 𝑧𝑧𝑧𝑧2–  притягивающие, а точка 𝑧𝑧𝑧𝑧3 – отталкивающая. В этом случае 
имеем:

|𝑧𝑧𝑧𝑧1| <
1
√3

, |𝑧𝑧𝑧𝑧2| <
1
√3

, |𝑧𝑧𝑧𝑧3| >
1
√3

Из первого уравнения системы (2) имеем:
𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 0, 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −𝑧𝑧𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2. Следовательно, 
|𝑧𝑧𝑧𝑧3| = |−𝑧𝑧𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2| = |𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2| ≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧𝑧𝑧2| и |𝑧𝑧𝑧𝑧3| ≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧𝑧𝑧2|
Выразим также 𝑧𝑧𝑧𝑧2 из первого уравнения системы (2):

𝑧𝑧𝑧𝑧2 = −𝑧𝑧𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧𝑧𝑧3
𝑧𝑧𝑧𝑧22 = −𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3

С другой стороны, из второго уравнения системы (2) имеем:
−𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3

Таким образом, имеем: 𝑧𝑧𝑧𝑧22 = 1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3, |𝑧𝑧𝑧𝑧22| = |1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3| ≥ |1|− |𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3|.
Поскольку |𝑧𝑧𝑧𝑧1| < 1

√3
, |𝑧𝑧𝑧𝑧3| < 2

√3
, то −|𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3| > − 2

3
. Далее имеем: 1 − |𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3| > 1 − 2

3
, 1− |𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3| > 1

3
, |𝑧𝑧𝑧𝑧22| > 1

3
.

Однако, |𝑧𝑧𝑧𝑧22| = |𝑧𝑧𝑧𝑧2||𝑧𝑧𝑧𝑧2| < 1
√3
∙ 1
√3

= 1
3
. Выявлено противоречие: 1

3
< |𝑧𝑧𝑧𝑧22| и |𝑧𝑧𝑧𝑧22| > 1

3
, что невозможно. 

Следовательно, не найдется такого с, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 будет иметь 2 притягивающие и 1 
отталкивающую неподвижные точки5.
Здесь студентам полезно предложить доказать по аналогии, что отсутствуют случаи (P P P), (P P N).
Пусть для определенности точки 𝑧𝑧𝑧𝑧1, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 – нейтральные, а точка 𝑧𝑧𝑧𝑧3 – отталкивающая. Тогда |𝑧𝑧𝑧𝑧1| = 1

√3
, |𝑧𝑧𝑧𝑧2| =

1
√3

, |𝑧𝑧𝑧𝑧3| > 1
√3

. Заметим, что  |𝑧𝑧𝑧𝑧3|≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧𝑧𝑧2| < 1
√3

+ 1
√3

= 2
√3

. Далее имеем: (𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧3)2 = 𝑧𝑧𝑧𝑧12 + 𝑧𝑧𝑧𝑧22 + 𝑧𝑧𝑧𝑧32 +
2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 0.
Воспользовавшись равенством  𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −1, получим: 2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −2.
Следовательно,  𝑧𝑧𝑧𝑧12 + 𝑧𝑧𝑧𝑧22 + 𝑧𝑧𝑧𝑧32 = 2. Если |𝑧𝑧𝑧𝑧3| < 2

√3
,  то получим:

2 = |𝑧𝑧𝑧𝑧12 + 𝑧𝑧𝑧𝑧22 + 𝑧𝑧𝑧𝑧32| ≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧12| + |𝑧𝑧𝑧𝑧22|+|𝑧𝑧𝑧𝑧32| < � 1
√3
�
2

+ � 1
√3
�
2

+ � 2
√3
�
2

= 1
3

+ 1
3

+ + 4
3

= 2. Выявлено противоречие: 2 <

4 Секованов В. С. Голоморфная динамика. СПб: Изд-во «Лань», 2021. 168 с. EDN: WFQGLW
5 Там же.

8 O O O +  
9 N N P –

10 P N O –

4 Секованов В. С. Голоморфная динамика. СПб: Изд-во «Лань», 2021. 168 с. EDN: WFQGLW

Следуя работе4, исследуем структуру неподвижных точек 
функции   Покажем, что случай (P P О) не имеет места для 
функции .
Для найдем значение параметра , при котором выполняется 
условие (O N N). Каждая неподвижная точка  удовлетворяет 
уравнению (1).
 			    (1)
Пусть  – корни данного уравнения. Согласно формуле Виета 
получим равенства (2):
 		   (2)
Очевидно, что  являются и неподвижными точками функции .

Предположим противное. То есть точки  , а точка  – отталкива-
ющая. В этом случае имеем:

Из первого уравнения системы (2) имеем:
, . Следовательно, 
 и 

С другой стороны, из второго уравнения системы (2) имеем:

Следуя работе4, исследуем структуру неподвижных точек 
функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐.  Покажем, что случай (P P О) не имеет 
места для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
Для 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) найдем значение параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐, при котором выполня-
ется условие (O N N). Каждая неподвижная точка 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) удовле-
творяет уравнению (1). 
                                                              𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0   
  (1) 
Пусть 𝑧𝑧𝑧𝑧1,𝑧𝑧𝑧𝑧2, 𝑧𝑧𝑧𝑧3 – корни данного уравнения. Согласно формуле 
Виета получим равенства (2): 

�
𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 0

𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −1 
𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧2 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −с

    (2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4 Секованов В. С. Голоморфная динамика. СПб: Изд-во «Лань», 2021. 

Очевидно, что 𝑧𝑧𝑧𝑧1,𝑧𝑧𝑧𝑧2 и 𝑧𝑧𝑧𝑧3 являются и неподвижными точками 
функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
Предположим противное. То есть точки 𝑧𝑧𝑧𝑧1, 
𝑧𝑧𝑧𝑧2–  притягивающие, а точка 𝑧𝑧𝑧𝑧3 – отталкивающая. В этом слу-
чае имеем: 

|𝑧𝑧𝑧𝑧1| <
1
√3

, |𝑧𝑧𝑧𝑧2| <
1
√3

, |𝑧𝑧𝑧𝑧3| >
1
√3

 

Из первого уравнения системы (2) имеем: 
𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 0, 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −𝑧𝑧𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2. Следовательно,  
|𝑧𝑧𝑧𝑧3| = |−𝑧𝑧𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2| = |𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2| ≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧𝑧𝑧2| и |𝑧𝑧𝑧𝑧3| ≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧𝑧𝑧2| 
Выразим также 𝑧𝑧𝑧𝑧2 из первого уравнения системы (2): 

𝑧𝑧𝑧𝑧2 = −𝑧𝑧𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧𝑧𝑧3 
𝑧𝑧𝑧𝑧22 = −𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3 
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Современные 
информационные 
технологии 
и ИТ-образование

Таким образом, имеем: , .
Поскольку , , то  . Далее имеем: , ,  Одна-
ко, . Выявлено противоречие: , что не-
возможно. Следовательно, не найдется 
такого сбудет иметь 2 притягивающие и 
1 отталкивающую неподвижные точки5.
Здесь студентам полезно предложить 
доказать по аналогии, что отсутствуют 
случаи (P P P), (P P N).
Пусть для определенности точки  – ней-
тральные, а точка – отталкивающая. Тог-
да  Заметим, что . Далее имеем: .
Воспользовавшись равенством  , полу-
чим: . Следовательно, . Если ,  то полу-
чим:
. Выявлено противоречие: . Таким обра-
зом, должно выполняться равенство   .
Поскольку,  С геометрической точки 
зрения комплексное число  есть вектор, 
который является суммой двух векто-
ров  Длины данных векторов являются 
сторонами треугольника. Так как длина 
одной стороны треугольника равна сум-
ме длин двух других его сторон, то треу-
гольник вырождается в отрезок, и угол 
между  и  равен нулю (если бы между  и  
угол равен 180 градусов то было бы  что 
невозможно). Итак, пусть  Тогда .  
Поскольку , то имеем: . Откуда находим:  
,   . Заметим, . Таким образом,  и точка  па-
раболическая неподвижная точка, а точ-
ка   – отталкивающая неподвижная точ-
ка. Действительно:  Таким образом, – .
Поскольку , то точка   – отталкивающая 
неподвижная точка. Исходя из наших 
рассуждений можно указать еще одну 
функцию, удовлетворяющую условию 
(O N N) (см. упражнение 1).
Таким образом, было показано, что 
функция  при  имеет 2 параболические и 
1 отталкивающую неподвижные точки.
Для найдем значение параметра , при ко-
тором выполняется условие (N О О). не 
нарушая общности рассуждений будем 
считать, что , а – параболическая непод-
вижные точки. В этом случае имеем:

Приведем пример, удовлетворяющий 
данным условиям. Положим, что число 
  является корнем уравнения . Тогда  и 
выражение  должно делиться на   без 
остатка. Проведя необходимые дей-
ствия, получим 
Корни уравнения  находим из уравнения  
Получим: . Непосредственная проверка 
показывает, что неподвижные точки  – 

5 Там же.

отталкивающие (N О О). 
В качестве самостоятельной работы сту-
дентам следует предложить выполнить 
следующие задачи:
1. установить, что для функции  наличие 
трех неподвижных нейтральных точек 
невозможно; 
2. установить, что для функции  случай 
(N P О) невозможен. 
3. установить, что для функции  условие 
(P N N) не выполняется.
Замечание. Множество Жюлиа для 
функции  не помещено в Таблице 2, по-
скольку оно сильно разряжено и зна-
чительно удалено от начала координат 
(однако данное множество существует и 
является бесконечным!).
Этап 3. Под множеством Мандельброта 
семейства функций (как и выше будем 
писать просто ) мы будем понимать мно-
жество точек  комплексной плоскости 
для которых орбиты критической точки  
для функции ограничены. Множество 
Мандельброта является сложнейшим 
математическим объектом. Оно состоит 
из главной части и бесконечного числа 
ее копий меньшего размера, называе-
мых почками (рис. 2). Будем обозначать 
множество Мандельброта буквой 
Приведем алгоритм построения множе-
ства Мандельброта.
program pr;
uses graphabc;
var
  {i, j, k, }iterlim, height, width: integer;  dx, 
dy, x_max, x_min, y_max, y_min, kef, scall: 
real;  z, c, temp: complex;  col: integer;
function f(z, c: complex): complex;
begin
  result := z*z*z+c;   
end;
function distance(arg1: complex; arg2: 
complex): real;
begin
  result := sqrt(sqr(arg1.real - arg2.real) + 
  sqr(arg1.imaginary - arg2.imaginary));
end;
begin
  width := 800;height := 
800;setwindowsize(width, height);  iterlim 
:= 120;
  scall := 2;  
    if (width >= height) then
  begin
    kef := width / height;    x_min := scall * -kef;    
x_max := scall * kef;

    y_min := scall * -1;    y_max := scall;
  end
    else
  begin
    kef := height / width;x_min := scall * -1; 
x_max := scall;
    y_min := scall * -kef;y_max := scall * kef;
  end;
  dx := (x_max - x_min) / width; dy := (y_max 
- y_min) / height;
  lockdrawing; 
     {$omp parallel for private(z, c, temp)}
  for i: integer := 1 to width do
        for j: integer := 1 to height do 
    begin
           c := cplx((x_min + i * dx), (y_min + j 
* dy));  
     z := 0;
             temp := z;
      try
        for k: integer := 1 to iterlim do 
          z := f(z, c);
               if (distance(z, temp) < 4) then   
          setpixel( i, j,  clwhite)
        else 
          setpixel(i, j, clblack);
      except
        setpixel(i, j, clblack);
      end;
    end;
      unlockdrawing;  
      // Оси координат
  Line(0, height div 2, width, height div 2, 
clGray);
  Line(width div 2, 0, width div 2, height, 
clGray);
  for var i := - Trunc(scall) to Trunc(scall) 
do
  begin
    Line(Round((i - x_min) / dx), height div 
2 - 10, Round((i - x_min) / dx), 
    height div 2 + 10, clGray);    
TextOut(Round((i - x_min) / dx), height div 
2, i);
    Line(width div 2 - 10, Round((i - y_min) / 
dy), width div 2 + 10, 
    Round((i - y_min) / dy), clGray);
    TextOut(width div 2, Round((i - y_min) 
/ dy), -i);
  end;
    writeln(‘drawing completed in ‘, 
milliseconds / 1000, ‘ seconds’);
    sleep(20000);
end.

Р и с. 2. Множество Мандельброта функ-

С другой стороны, из второго уравнения системы (2) имеем: 
−𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3 

Таким образом, имеем: 𝑧𝑧𝑧𝑧22 = 1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3, |𝑧𝑧𝑧𝑧22| = |1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3| ≥ |1|−
|𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3|. 
Поскольку |𝑧𝑧𝑧𝑧1| < 1

√3
, |𝑧𝑧𝑧𝑧3| < 2

√3
, то −|𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3| > −2

3
 . Далее имеем: 

1 − |𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3| > 1 − 2
3
, 1 − |𝑧𝑧𝑧𝑧1||𝑧𝑧𝑧𝑧3| > 1

3
, |𝑧𝑧𝑧𝑧22| > 1

3
. Однако, |𝑧𝑧𝑧𝑧22| =

|𝑧𝑧𝑧𝑧2||𝑧𝑧𝑧𝑧2| < 1
√3
∙ 1
√3

= 1
3
. Выявлено противоречие: 1

3
< |𝑧𝑧𝑧𝑧22| и |𝑧𝑧𝑧𝑧22| >

1
3
, что невозможно. Следовательно, не найдется такого 

с, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 будет иметь 2 притягивающие и 1 
отталкивающую неподвижные точки5. 
Здесь студентам полезно предложить доказать по аналогии, 
что отсутствуют случаи (P P P), (P P N). 
Пусть для определенности точки 𝑧𝑧𝑧𝑧1,𝑧𝑧𝑧𝑧2 – нейтральные, а точка 
𝑧𝑧𝑧𝑧3 – отталкивающая. Тогда |𝑧𝑧𝑧𝑧1| = 1

√3
, |𝑧𝑧𝑧𝑧2| = 1

√3
, |𝑧𝑧𝑧𝑧3| > 1

√3
. Заме-

тим, что  |𝑧𝑧𝑧𝑧3|≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧𝑧𝑧2| < 1
√3

+ 1
√3

= 2
√3

. Далее имеем: (𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 +
𝑧𝑧𝑧𝑧3)2 = 𝑧𝑧𝑧𝑧12 + 𝑧𝑧𝑧𝑧22 + 𝑧𝑧𝑧𝑧32 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 0. 
Воспользовавшись равенством  𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −1, 
получим: 2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −2. Следовательно,  𝑧𝑧𝑧𝑧12 +
𝑧𝑧𝑧𝑧22 + 𝑧𝑧𝑧𝑧32 = 2. Если |𝑧𝑧𝑧𝑧3| < 2

√3
,  то получим: 

2 = |𝑧𝑧𝑧𝑧12 + 𝑧𝑧𝑧𝑧22 + 𝑧𝑧𝑧𝑧32| ≤ |𝑧𝑧𝑧𝑧12| + |𝑧𝑧𝑧𝑧22|+|𝑧𝑧𝑧𝑧32| < � 1
√3
�
2

+ � 1
√3
�
2

+ � 2
√3
�
2

=
1
3

+ 1
3

+ + 4
3

= 2. Выявлено противоречие: 2 < 2. Таким обра-
зом, должно выполняться равенство  |𝑧𝑧𝑧𝑧3| = 2

√3
 . 

Поскольку, – 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1. С геометрической точки зрения ком-
плексное число – 𝑧𝑧𝑧𝑧3  есть вектор, который является суммой 
двух векторов 𝑧𝑧𝑧𝑧1и 𝑧𝑧𝑧𝑧2. Длины данных векторов являются сто-
ронами треугольника. Так как длина одной стороны треуголь-
ника равна сумме длин двух других его сторон, то треугольник 
вырождается в отрезок, и угол между 𝑧𝑧𝑧𝑧1 и 𝑧𝑧𝑧𝑧2 равен нулю (если 
бы между 𝑧𝑧𝑧𝑧1 и 𝑧𝑧𝑧𝑧2 угол равен 180 градусов то было бы – 𝑧𝑧𝑧𝑧3 =
𝑧𝑧𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0, что невозможно). Итак, пусть 𝑧𝑧𝑧𝑧1 = 𝑧𝑧𝑧𝑧0,  𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 𝑧𝑧𝑧𝑧0.  То-
гда 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −2𝑧𝑧𝑧𝑧0.   
Поскольку 𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧1 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧3 = −1, то имеем: 𝑧𝑧𝑧𝑧0 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧0 − 𝑧𝑧𝑧𝑧0 ∙
2𝑧𝑧𝑧𝑧0 − 2𝑧𝑧𝑧𝑧0 ∙ 𝑧𝑧𝑧𝑧0 = −1. Откуда находим: 𝑧𝑧𝑧𝑧01 = 1

√3
 ,  𝑧𝑧𝑧𝑧02 = − 2

√3
 . Заме-

тим, �𝑧𝑧𝑧𝑧 − 1
√3
�
2
�𝑧𝑧𝑧𝑧 + 2

√3
� = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 2

3√3
. Таким образом, 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) =

𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 2
3√3

 и точка 𝑧𝑧𝑧𝑧01 = 1
√3

 параболическая неподвижная точка, а 

точка  𝑧𝑧𝑧𝑧03 = − 2
√3

 – отталкивающая неподвижная точка. Дей-

ствительно: |𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑧𝑧𝑧𝑧01)| = �3 ∙ ( 1
√3

)2� = 1. Таким образом, 𝑧𝑧𝑧𝑧01 = 𝑧𝑧𝑧𝑧02 =
1
√3

 – параболические неподвижные точки. 

Поскольку |𝑓𝑓𝑓𝑓′( 𝑧𝑧𝑧𝑧03)| = �3 ∙ �− 2
√3
�
2
� = �3 ∙ 4

3
� = 4 > 1, то точка  

𝑧𝑧𝑧𝑧03 = − 2
√3

 – отталкивающая неподвижная точка. Исходя из 
наших рассуждений можно указать еще одну функцию, удо-
влетворяющую условию (O N N) (см. упражнение 1). 
Таким образом, было показано, что функция 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 при 
𝑐𝑐𝑐𝑐 = 2

3√3
 имеет 2 параболические и 1 отталкивающую непо-

движные точки. 
Для 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) найдем значение параметра 𝑐𝑐𝑐𝑐, при котором выполня-
ется условие (N О О). не нарушая общности рассуждений бу-
дем считать, что 𝑧𝑧𝑧𝑧2, 𝑧𝑧𝑧𝑧3 −  отталкивающие, а 𝑧𝑧𝑧𝑧1 – параболиче-
ская неподвижные точки. В этом случае имеем: 

|𝑧𝑧𝑧𝑧1| >
1
√3

, |𝑧𝑧𝑧𝑧2| >
1
√3

, |𝑧𝑧𝑧𝑧3| =
1
√3

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5 Там же.

Приведем пример, удовлетворяющий данным условиям.  
Положим, что число 𝑧𝑧𝑧𝑧1 = 𝑖𝑖𝑖𝑖

√3
 является корнем уравнения  

𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0. Тогда с = 𝑖𝑖𝑖𝑖
√3
− � 𝑖𝑖𝑖𝑖

√3
�
3

= 4𝑖𝑖𝑖𝑖
3√3

 и выражение  

𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 4𝑖𝑖𝑖𝑖
3√3

 должно делиться на 𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝑖𝑖𝑖𝑖
√3

  без остатка. Проведя 

необходимые действия, получим 𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 4𝑖𝑖𝑖𝑖
3√3

=  �𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝑖𝑖𝑖𝑖
√3
� �𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑖𝑖𝑖𝑖
√3
𝑧𝑧𝑧𝑧 − 4

3
�. 

Корни уравнения 𝑧𝑧𝑧𝑧2,3 находим из уравнения  𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝑖𝑖𝑖𝑖
√3
𝑧𝑧𝑧𝑧 − 4

3
=

0. Получим: 𝑧𝑧𝑧𝑧2,3  =
−𝑖𝑖𝑖𝑖
√3

±√5

2
. Непосредственная проверка показы-

вает, что неподвижные точки 𝑧𝑧𝑧𝑧2,3 – отталкивающие (N О О).  
В качестве самостоятельной работы студентам следует пред-
ложить выполнить следующие задачи: 
1. установить, что для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) наличие трех неподвиж-
ных нейтральных точек невозможно;  
2. установить, что для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) случай (N P О) невозмо-
жен.  
3. установить, что для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) условие (P N N) не выпол-
няется. 
Замечание. Множество Жюлиа для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 − 6 не 
помещено в Таблице 2, поскольку оно сильно разряжено и зна-
чительно удалено от начала координат (однако данное мно-
жество существует и является бесконечным!). 
Этап 3. Под множеством Мандельброта семейства функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓с(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐  (как и выше будем писать просто 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧)) мы бу-
дем понимать множество точек 𝑐𝑐𝑐𝑐 комплексной плоскости для 
которых орбиты критической точки 𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 для функции 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) ограничены. Множество Мандельброта является слож-
нейшим математическим объектом. Оно состоит из главной 
части и бесконечного числа ее копий меньшего размера, назы-
ваемых почками (рис. 2). Будем обозначать множество Ман-
дельброта буквой .M  
Приведем алгоритм построения множества Мандельброта. 
program pr; 
uses graphabc; 
var 
  {i, j, k, }iterlim, height, width: integer;  dx, dy, x_max, x_min, 
y_max, y_min, kef, scall: real;  z, c, temp: complex;  col: integer; 
function f(z, c: complex): complex; 
begin 
  result := z*z*z+c;    
end; 
function distance(arg1: complex; arg2: complex): real; 
begin 
  result := sqrt(sqr(arg1.real - arg2.real) +  
  sqr(arg1.imaginary - arg2.imaginary)); 
end; 
begin 
  width := 800;height := 800;setwindowsize(width, height);  iter-
lim := 120; 
  scall := 2;   
    if (width >= height) then 
  begin 
    kef := width / height;    x_min := scall * -kef;    x_max := scall * kef; 
    y_min := scall * -1;    y_max := scall; 
  end 
    else 
  begin 
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ции  = 
F i g. 2. Mandelbrot set of a function  = 

Множества Мандельброта являются индикаторами сопутству-
ющих множеств.
Отметим важнейшие свойства множества Мандельброта, ко-
торые студентам следует выявить самостоятельно или с по-
мощью используемой учебной литературы:
1) множество Мандельброта служит индикатором для двух ти-
пов множеств Жюлиа при итерировании функции  = ;
2) множество Мандельброта связно;
3)  множество Мандельброта симметрично относительно ве-
щественной и мнимой осей.
Учитывая компьютерные эксперименты, укажем связь множе-
ства Мандельброта с множествами Жюлиа. Пусть точка  нахо-
дится внутри главной кардиоиды. Тогда при данном , итери-
руя функцию  = , множество Жюлиа будет деформированной 
окружностью. При перемещении  по черному телу множества 
Мандельброта заполняющее множество Жюлиа будет дефор-
мироваться (рис. 3). При выходе точки  за пределы множества 
Мандельброта соответствующее множество Жюлиа «взрыва-
ется», превращаясь в «пыль» (рис. 4).
Именно: если мы возьмем точку , принадлежащую множеству 
Жюлиа  то сопутствующее множество Жюлиа функции  при 
данном значении  будет связным (рис. 3) применительно к 
функции  = ).

Р и с. 3. Множество Мандельброта и сопутствующие множества 
Жюлиа для функции  = , когда  принадлежит множеству Ман-
дельброта
F i g. 3. The Mandelbrot set and associated Julia sets for a function  = 
, when с belongs to the Mandelbrot set

Если же точка  не будет принадлежать множеству Мандель-
брота , то сопутствующее множество Жюлиа функции при 
данном значении  не будет связным (рассыплется в пыль рис. 
4) применительно к функции  = .

Р и с. 4. Множество Мандельброта и сопутствующие множества 
Жюлиа для функции  = , когда  не принадлежит множеству
F i g. 4. The Mandelbrot set and associated Julia sets for a function  = 
, when с it does not belong to the set

    kef := height / width;x_min := scall * -1; x_max := scall; 
    y_min := scall * -kef;y_max := scall * kef; 
  end; 
  dx := (x_max - x_min) / width; dy := (y_max - y_min) / height; 
  lockdrawing;  
     {$omp parallel for private(z, c, temp)} 
  for i: integer := 1 to width do 
        for j: integer := 1 to height do  
    begin 
           c := cplx((x_min + i * dx), (y_min + j * dy));   
     z := 0; 
             temp := z; 
      try 
        for k: integer := 1 to iterlim do  
          z := f(z, c); 
               if (distance(z, temp) < 4) then    
          setpixel( i, j,  clwhite) 
        else  
          setpixel(i, j, clblack); 
      except 
        setpixel(i, j, clblack); 
      end; 
    end; 
      unlockdrawing;   
      // Оси координат 
  Line(0, height div 2, width, height div 2, clGray); 
  Line(width div 2, 0, width div 2, height, clGray); 
  for var i := - Trunc(scall) to Trunc(scall) do 
  begin 
    Line(Round((i - x_min) / dx), height div 2 - 10, Round((i - 
x_min) / dx),  
    height div 2 + 10, clGray);    TextOut(Round((i - x_min) / dx), 
height div 2, i); 
    Line(width div 2 - 10, Round((i - y_min) / dy), width div 2 + 10,  
    Round((i - y_min) / dy), clGray); 
    TextOut(width div 2, Round((i - y_min) / dy), -i); 
  end; 
    writeln('drawing completed in ', milliseconds / 1000, ' sec-
onds'); 
    sleep(20000); 
end. 
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F i g. 2. Mandelbrot set of a function 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 
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торые студентам следует выявить самостоятельно или с по-
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Множества Мандельброта являются индикаторами сопут-
ствующих множеств. 
1) множество Мандельброта служит индикатором для двух 
типов множеств Жюлиа при итерировании функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 
𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐; 
2) множество Мандельброта связно; 
3) множество Мандельброта симметрично относительно ве-
щественной и мнимой осей. 
Учитывая компьютерные эксперименты, укажем связь мно-
жества Мандельброта с множествами Жюлиа. Пусть точка c  
находится внутри главной кардиоиды. Тогда при данном c , 
итерируя функцию 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐, множество Жюлиа будет де-
формированной окружностью. При перемещении c  по чер-
ному телу множества Мандельброта заполняющее множество 
Жюлиа будет деформироваться (рис. 3). При выходе точки c  
за пределы множества Мандельброта соответствующее мно-
жество Жюлиа «взрывается», превращаясь в «пыль» (рис. 4). 
Именно: если мы возьмем точку 𝑐𝑐𝑐𝑐, принадлежащую множеству 
Жюлиа 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧),  то сопутствующее множество Жюлиа функции 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) при данном значении 𝑐𝑐𝑐𝑐 будет связным (рис. 3) примени-
тельно к функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐). 

 
Р и с. 3. Множество Мандельброта и сопутствующие множества Жюлиа для 

функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐, когда 𝑐𝑐𝑐𝑐 принадлежит множеству Мандельброта 
F i g. 3. The Mandelbrot set and associated Julia sets for a function 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐, 

when с belongs to the Mandelbrot set 
 

Если же точка 𝑐𝑐𝑐𝑐 не будет принадлежать множеству Мандельб-
рота 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧), то сопутствующее множество Жюлиа функции 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧), при данном значении 𝑐𝑐𝑐𝑐, не будет связным (рассыплется в 
пыль рис. 4) применительно к функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐. 
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F i g. 4. The Mandelbrot set and associated Julia sets for a function 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐, 

when с it does not belong to the set 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Этап 4. Важными подмножествами множества Мандельброта 
являются его обрамления первого и второго порядков. На 
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Этап 4. Важными подмножествами множества Мандельброта являются его обрамления первого и второго порядков. На данном 
этапе мы рассмотрим обрамления первого порядка для функции  .  
Пусть  семейство полиномов комплексной переменной.
Определение. Под обрамлением первого порядка множества Мандельброта полинома  будем называть такое множество , для 
каждой точки  из которого полином  имеет притягивающую неподвижную точку.
Студентам полезно предложить задачу: показать, что .
Найдем обрамления первого порядка для функции . 
Доминирующей фигурой во множестве Мандельброта является множество, ограниченное линией, изображенной на рис. 4. Вы-
ведем уравнение данной линии и построим ее с помощью компьютерных средств.
Пусть z – неподвижная притягивающая точка функции . Следуя работе6, получим  и . Замечаем, что граница притягивающих 
неподвижных точек задается равенством . Поскольку  где , то . Положим Тогда получим
 . 
Построим обрамление первого порядка множества Мандельброта функции  в пакете MathCad (рис. 5).

Р и с. 5. Обрамление множества Мандельброта функции   = 
F i g. 5. Framing the Mandelbrot set of a function   = 

Заключение
В заключение отметим, что при выполнении данного ММИЗ студенты являются и математиками, и программистами при реше-
нии нестандартных задач, что характеризует интеграцию математики и информатики положительно влияет на их мотивацию к 
данным дисциплинам и развитие креативности.
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данном этапе мы рассмотрим обрамления первого порядка 
для функции  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).   
Пусть 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) семейство полиномов комплексной переменной. 
Определение. Под обрамлением первого порядка множества 
Мандельброта полинома 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) будем называть такое множе-
ство 𝑀𝑀𝑀𝑀1

𝑐𝑐𝑐𝑐, для каждой точки 𝑐𝑐𝑐𝑐 из которого полином 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑧𝑧𝑧𝑧) имеет 
притягивающую неподвижную точку. 
Студентам полезно предложить задачу: показать, что 𝑀𝑀𝑀𝑀1

𝑐𝑐𝑐𝑐 ⊂
𝑀𝑀𝑀𝑀. 
Найдем обрамления первого порядка для функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧).  
Доминирующей фигурой во множестве Мандельброта явля-
ется множество, ограниченное линией, изображенной на рис. 
4. Выведем уравнение данной линии и построим ее с помощью 
компьютерных средств. 
Пусть z – неподвижная притягивающая точка функции 
( ) czzf += 3 . Следуя работе6, получим 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 3𝑧𝑧𝑧𝑧2 и 

zcz =+3 . Замечаем, что граница притягивающих неподвиж-
ных точек задается равенством |3𝑧𝑧𝑧𝑧2| = 1 . Поскольку 𝑧𝑧𝑧𝑧 = 1

√3
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

где 0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡 2𝜋𝜋𝜋𝜋, то 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1
√3
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1

3√3
𝑒𝑒𝑒𝑒3𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖. Положим 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑐𝑐𝑐𝑐11 +

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐22. Тогда получим 
 𝑐𝑐𝑐𝑐11 = 1

√3
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1

3√3
cos 3𝑡𝑡𝑡𝑡. 𝑐𝑐𝑐𝑐22 = 1

√3
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1

3√3
sin 3𝑡𝑡𝑡𝑡. 

Построим обрамление первого порядка множества Мандельб-
рота функции 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 в пакете MathCad (рис. 5). 
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Р и с. 5. Обрамление множества Мандельброта функции  𝑓𝑓𝑓𝑓3(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 
F i g. 5. Framing the Mandelbrot set of a function  𝑓𝑓𝑓𝑓3(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑧𝑧𝑧𝑧3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 

 
 

Заключение 
В заключение отметим, что при выполнении данного ММИЗ 
студенты являются и математиками, и программистами при 
решении нестандартных задач, что характеризует интегра-
цию математики и информатики положительно влияет на их 
мотивацию к данным дисциплинам и развитие креативности. 
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