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Аннотация
Представлены результаты, связанные с восстановлением функций в весовых пространствах 
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зультатов для функций из пространств Соболева и для оператора Лапласа, которые были ранее 
получены Г.Г. Магарил-Ильяевым, К.Ю. Осипенко и Е.О. Сивковой к случаю сингулярного диф-
ференциального B-эллиптического оператора Лапласа-Бесселя (термин И.А. Киприянова). Рас-
смотрена также задача оптимального восстановления решения задачи Коши для сингулярного 
уравнения теплопроводности с оператором Бесселя. Приведены явные выражения для опти-
мального метода восстановления и его ошибок. 
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Введение

Теория оптимального восстановления является сравнительно 
молодой. В работе [1] указано, что впервые задача оптималь-
ного восстановления была поставлена С.А. Смоляком1. Впо-
следствии эта проблематика интенсивно развивалась в раз-
ных направлениях2 (см. [2, 3]). Основы теории оптимального 
восстановления и демонстрация ряда задач, которые могут 
быть решены с помощью этой теории, приводятся в моногра-
фии К.Ю. Осипенко3. В этой книге автор описывает использо-
вание теории в задачах восстановления значений дифферен-
циальных операторов, интерполяции, восстановления сигна-
лов и решений уравнений математической физики.
Методология решения задач оптимального восстановления, 
основанная на общих принципах теории экстремума, разви-
валась в работах4 [4, 5]. Этот подход был неоднократно ис-
пользован в работах Г.Г. Магарил-Ильяева, К.Ю. Осипенко и их 
учеников. Работа [6] посвящена восстановлению функций и их 
производных по коэффициентам Фурье, заданным с погреш-
ностью. Следует отметить, что задача суммирования триго-
нометрического ряда Фурье с приближенно заданными коэф-
фициентами Фурье рассматривалась в учебнике В.А. Ильина и 
Э.Г. Позняка (издание 1967 года)5. В работах [1], [4], [6, 7] рас-
сматривалась проблема восстановления функции по неточно 
заданному спектру. Работы [8, 9] посвящены восстановлению 
функций и степеней оператора Лапласа от них по значениям 
их преобразования Фурье, заданным на компакте с погреш-
ностью, оцененной в 2L  

метрике. Восстановлению значений 
оператора Лапласа в L∞  

метрике посвященa работa [10]. В 
работе [11] рассматривалось оптимальное восстановление ре-
шения волнового уравнения по неточным начальным данным. 
Восстановление температурных профилей по данным измере-
ний рассматривалось в [12-14]. Более общие результаты, свя-
занные с восстановлением однопараметрического семейства 
линейных непрерывных операторов, были получены в [15] (по 
неточным измерениям на компакте), [16] (по неточным изме-
рениям при двух различных значениях параметра).
В перечисленных работах, как и в не вошедших в этот пере-
чень, тесно связанных с ними публикациях, спектр понимается 
в смысле преобразования Фурье или разложения в ряд Фурье 
функций из пространств Lp. Известно, что многие факты, свя-
занные с преобразованием Фурье, с разложением в ряд Фурье, 
имеют аналоги, относящиеся к преобразованию Фурье-Бессе-
ля (Ганкеля) (см. определение в [17], [18]). Преобразование 
Фурье-Бесселя является удобным инструментом изучения 
весовых функциональных пространств, а также сингулярных 
дифференциальных уравнений. Огромный вклад в исследо-

1 Смоляк С. А. Об оптимальном восстановлении функций и функционалов от них : дис. … канд. физ.-мат. наук. М. : МГУ, 1965.
2 Traub J. F., Wo’zniakowski H. A General Theory of Optimal Algorithms. ACM Monograph Series. New York etc. : Academic Press, 1980. 341 p.
3 Осипенко К. Ю. Введение в теорию оптимального восстановления : учебное пособие для вузов. 2-е изд., стер. Санкт-Петербург : Лань, 2024. 388 с.
4 Магарил-Ильяев Г. Г., Тихомиров В. М. Выпуклый анализ и его приложения. Москва : Либроком, 2011. 176 с. EDN: TZOYZH
5 Ильин В. А., Позняк Э. Г. Основы математического анализа: В 2-х ч. Часть II: Учеб.: Для вузов. 4-е изд. М. : ФИЗMАТЛИТ, 1967. 446 с. (Курс высшей математики 
и математической физики).
6 Киприянов И. А. Сингулярные эллиптические краевые задачи. М. : Наука, 1997. 199 c.
7 Ляхов Л. Н. В-гиперсингулярные интегралы и их приложения к описанию функциональных классов Киприянова и интегральным уравнениям с 
В-потенциальными ядрами. Липецк : ЛГПУ, 2007. 232 с. EDN: QJTBVN; Ситник С. М., Шишкина Э. Л. Метод операторов преобразования для дифференциальных 
уравнений с операторами Бесселя. Москва : ООО Издательская фирма «Физико-математическая литература», 2019. 221 с. EDN: YGUEZW

вание весовых функциональных пространств и сингулярных 
дифференциальных уравнений внесли труды Ивана Алексан-
дровича Киприянова6 [19] и его учеников и последователей, 
среди которых В.В. Катрахов, Л.Н. Ляхов, А.Б. Муравник, С.М. 
Ситник, В.П. Шацкий, Э.Л. Шишкина В.А. Зайцев, Ю.В. Засорин, 
А.А. Катрахова, А.А. Куликов7, [20-32] (см. также обширные об-
зоры литературы в этих работах) и многие другие. В процити-
рованных публикациях отчетливо прослеживается, насколько 
многогранны исследования в рассматриваемой отрасли мате-
матики со времени появления классических работ Я. И. Жито-
мирского [18] и Б.М. Левитана [17]. Столь развитый аппарат 
исследований, накопленный в каждом из упомянутых выше 
направлений – в теории оптимального восстановления и в 
теории сингулярных дифференциальных уравнений – вполне 
естественно предполагает перенесение результатов теории 
оптимального восстановления на объекты теории сингуляр-
ных уравнений и весовых пространств.
Целью настоящей работы является изложение результатов, 
полученных с помощью методов, развитых в перечисленных 
работах, для сингулярного дифференциального В-эллиптиче-
ского (обозначение и термин И.А. Киприянова) оператора Ла-
пласа – Бесселя. Эти результаты потребовали использования 
аппарата весовых пространств Киприянова, преобразования 
Фурье – Бесселя (см. [19-32]).

1. Необходимые предварительные 
сведения
Положим

)},,...,(),,...,(),,{( 11 Nnn
N xxxxxxxxR  

где .,...,1,0 njx j =>  Пусть +Ω  – ограниченная область, приле-
гающая к гиперплоскостям .0,...,01 == nxx  Граница области 

+Ω состоит из двух частей: +Γ  расположенной в части про-
странства NR+  и 0Γ , принадлежащей гиперплоскостям. 
Четными функциями мы будем называть функции, определен-
ные в NR+

, которые  при четном продолжении по переменным 
x’  не теряют гладкости. Обозначим через ,0evC∞  линейное про-
странство четных бесконечно дифференцируемых функций, 
обращающихся в ноль вне некоторого компактного множе-
ства, суженных на пространство NR+ . Через ( )N

evS R+  обозначим 
основной класс функций, состоящий из четных по каждой из 
переменных x’ функций шварцевского пространства ( )NS R . Со-
ответствующий класс распределений будем обозначать .
Обозначим через γ
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торых конечна норма
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Смешанный обобщенный сдвиг определим формулой 
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Обобщенную свертку определим формулой
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Прямое и обратное (смешанные) преобразования Фурье — 
Бесселя определяются, соответственно, формулами 

где

– нормированная функция Бесселя первого рода порядка 
)(, ⋅Γkν  – гамма-функция Эйлера, )(⋅νJ  – функция Бесселя пер-

вого рода порядка  , = ( 1) / 2.k kν ν γ −
В-эллиптический оператор Лапласа — Бесселя B∆  определя-
ется равенством
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Мы используем подход к дробным степеням оператора B∆ ас-
социированный с применением преобразования Фурье-Бессе-
ля. Для любого 0>α  равенство

))))((()()( 12/ xfFFxf BBB ξξ αα −=∆−

определяет степень оператора B∆ .
Рассмотрим следующие разновидности функциональных про-
странств Киприянова:
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Пусть NR⊂Ω  – объединение множеств 0Γ , +Ω  и −Ω , по-
лученного из +Ω  симметрией относительно пространства 

.0,...,01 == nxx  Будем также предполагать далее, что область 
Ω  выпукла. Пусть ),( rB ξ  – замкнутый шар с центром в точке 
ξ  и радиусом r . Введем следующие обозначения:

{ }1 1 1( , ) ( , , , , , ) ( , ) : 0, , 0n n N nB r x x x x x B r x xξ ξ+ += = ∈ ≥ ≥  

,

{ }sup 0 : (0, ) ,r r B rΩ = > ∈Ω
 1/2( )

ˆ ˆ( , , ) ,r r
α β

αα β δ
β

−
 
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2. Задача о восстановлении степени 
оператора Лапласа – Бесселя с 
первичной оценкой в 2Lγ

2.1 Постановка задачи
Пусть  Требуется восстановить β/2-ю степень 
оператора B∆  функции )()( 2

NRWf +∈⋅ α  по следующим входным 
данным: известна (по результатам наблюдений) некоторая 
функция )()(  

2 ALg γ∈⋅ , где ,NRA +⊂  для которой
.)()( )(2

δγ ≤⋅−⋅ ALB gfF

Положим:

Задача OR. Под задачей оптимального восстановления β-й 
степени оператора B∆  функции )(⋅f  по вышеописанной ин-
формации понимается нахождение величины

где точная нижняя грань берется по всем отображениям

которые мы будем называть методами, а также и тех ме-
тодов m , на которых инфимум достигается. Величину 

 будем называть погрешностью 
оптимального восстановления, а отображения m , на которых 
нижняя грань достигается – оптимальными методами  восста-
новления. 

2.2 Основные результаты
Теорема 1 [33, 34]. Пусть NRA +∈  – выпуклое множество. Если  

A∉0 , то

Теорема 2 [33, 34]. Пусть NR⊂Ω∪Ω=Ω −+  – выпуклая об-
ласть. Пусть .0,0 =Ω∈ δ  Тогда

При этом метод 

является оптимальным.
Теорема 3 [33, 34]. Пусть NR⊂Ω∪Ω=Ω −+  – выпуклая об-
ласть. Пусть 0,0 >Ω∈ δ . Тогда
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При этом для каждого

,1;0
)22/(1)2/(1
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



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
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








 −∈

− βαβ

α
β

α
βr

метод

где }ˆ,min{0 rrr Ω= , является оптимальным.

3. Задача о восстановлении степени 
оператора Лапласа – Бесселя с 
первичной оценкой в L∞
3.1 Постановка задачи
Снова пусть 0. , <  < 0 ≠δαβ  Мы хотим восстановить β/2-ю 
степень оператора B∆  функции ,

,2( ) ( )Nf W Rγ α
∞ +⋅ ∈  по следую-

щей информации: известна (наблюдается) некоторая функция 
( ) ( )g L +

∞⋅ ∈ Ω , удовлетворяющая условию

( )
( ) ( ) .B L

F f g δ+
∞ Ω

⋅ − ⋅ ≤

Пусть:

Задача OR∞. Под задачей оптимального восстановления β/2-й 
степени оператора B∆  функции )(⋅f  по вышеописанной ин-
формации понимается нахождение величины

/2 ,
,2(( ) , ( ), , )N

BE W Rβ γ α δ+
∞ +−∆ Ω =

2

/2

( )( , , )
inf sup ( ) ( ) ( ( )) ,NB L Rm U

f m g γ

β

α δ+ +Ω
= −∆ ⋅ − ⋅

где точная нижняя грань берется по всем отображениям
2: ( ) ( ),Nm L L Rγ+

∞ +Ω →
которые мы будем называть методами, а также и тех ме-
тодов m , на которых инфимум достигается. Величину 

/2 ,
,2(( ) , ( ), , )N

BE W Rβ γ α δ+
∞ +−∆ Ω  будем называть погрешностью 

оптимального восстановления, а отображения m , на которых 
нижняя грань достигается – оптимальными методами  восста-
новления. 

3.2 Основные результаты
Пусть NR⊂Ω  – объединение множеств 0Γ , +Ω  и −Ω , по-

лученного из +Ω  симметрией относительно пространства 
.0,...,01 == nxx  Будем также предполагать далее, что об-

ласть Ω  выпуклая. 
Теорема 4 [35]. Пусть NR+

+Ω ⊂  – выпуклое множество. Если  
A∉0 , то

/2 ,
,2(( ) , ( ), , ) .N

BE W Rβ γ α δ+
∞ +−∆ Ω = +∞

Теорема 5 [35]. Пусть .0,0 =Ω∈ δ  Тогда
/2 ,

,2(( ) , ( ), , ) .N
BE W R rβ γ α β αδ+ −

∞ + Ω−∆ Ω =

Теорема 6 [35]. Пусть 0 , 0.δ∈Ω >  Тогда верны следующие 
утверждения.
1.	 Если ˆr rΩ < , то 1/2
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2.	 Если ˆr rΩ ≥ , то | | 2
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3.	 Метод
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является оптимальным.

4. Восстановление решения задачи Коши 
для сингулярного уравнения 
теплопроводности по данным измерений
Рассматривается задача Коши 

0

, 0, 0,

( ,0) ( ),

u Bu x t
t

u x u x

∂
= > >

∂
=

где x , 0,õ R t+∈ > 0 2( ) ( )u L Rγ
+⋅ ∈ , B – оператор Бесселя в R+ , опре-

деляемый формулой
2

2 .u uBu
x x x

γ∂ ∂
= +
∂ ∂

Пусть функции 2( ) ( )jy L Rγ
+⋅ ∈  известны в моменты времени 

10  · · ·  pt t≤ < <  и 2 ( )
( , ) ( ) , 1, , ,j j jL R

u t y j p
γ

δ
+

⋅ − ⋅ ≤ = 

где 0, 1, , .j j pδ > =   Требуется каждому такому набору функ-
ций поставить в соответствие функцию из 2 ( )L Rγ

+ , которая 
бы в некотором смысле наилучшим образом аппроксими-
ровала истинное распределение температуры в R+  в фик-
сированный момент времени τ. В связи с этим, следуя [12-
16], любое отображение 2 2: ( ( )) ( )pm L R L Rγ γ

+ +→   мы называем 
методом восстановления (температуры в R+  в момент τ  
согласно этой информации). 
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Значение

2 ( )
( , , ) sup ( , ) ( ( ))( )j L RU

e m u m y γτ δ τ
+

= ⋅ − ⋅ ⋅

где 1( ) ( ( ), , ( ))py y y⋅ = ⋅ ⋅ , 1( ) ( ( ), , ( ))pδ δ δ⋅ = ⋅ ⋅ ,
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γ δ
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называется ошибкой этого метода. Значение

2 2: ( ( )) ( )
( , ) inf ( , , )

pm L R L R
E e m

γ γ
τ δ τ δ

+ +→
=

называется ошибкой оптимального восстановления. Метод 


2 2: ( ( )) ( )pm L R L Rγ γ
+ +→ , для которого ( , ) ( , , )E e mτ δ τ δ= , назы-

вается оптимальным методом восстановления. 
Пусть 2 2: ( ) ( )tP L R L Rγ γ

+ +→  — оператор, определенный фор-
мулой

2 2
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— модифицированная функция Бесселя первого рода порядка 
ν , 0t >  —  фиксированное значение, 0P  — тождественный 
оператор. Рассмотрим на плоскости ( , )t y  множество

( ){ }1co , ln , 1, , ,0 : 0 ,j
j

M t j p t t
δ

    = = + ≥         


где co A  означает выпуклую оболочку множества A . Введем 
функцию ( ){ }( ) max : ,t y t y Mθ = ∈ , определенную на луче 
[0, )+∞ . Если ( ),t y M∉ , положим ( )tθ = −∞ . На луче 1[ , )t +∞  
функция ( )tθ  кусочно-линейна, непрерывна и выпукла 
вверх. Пусть 

1 21 s s st t t t
℘

= < < <  — точки излома ее графи-
ка, представляющего собой ломаную. Нетрудно видеть, что 

{ } { }
1 21 1 2, , , , , ,s s s pt t t t t t t

℘
= ⊆  .

Теорема 7 [36]. Для любого 0τ >  равенство ( )( , )E e θ ττ δ −=  име-
ет место.
1. Если 10 tτ≤ < , то ( )θ τ = −∞ .
2. Если , 1, ,

jst jτ < = ℘ , то метод ( ( ))( ) ( )
jsm y y⋅ ⋅ = ⋅  является 

оптимальным.
3. Если 

1
( , ), 2

j js st tτ
+

∈ ℘≥ , то метод m , определенный форму-
лой


1 1
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где ( ), ( )
j js sΨ ⋅ Φ ⋅  —  функции, образы Фурье–Бесселя кото-

рых имеют вид
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является оптимальным.
Если stτ

℘
> , то метод m , определенный формулой 

( ( ))( ) ( )
st sm y P yτ ℘℘

−⋅ ⋅ = ⋅ ,

является оптимальным.

Заключение

Рассмотрены оценки в пространствах Киприянова погрешно-
сти оптимальных методов восстановления степеней опера-
тора Лапласа – Бесселя по известному лишь на ограниченном 
выпуклом множестве образу Фурье – Бесселя при двух спо-
собах первичной оценки. Если начало координат не принад-
лежит этому множеству, задача оказывается неразрешимой. 
При оптимальном восстановлении решения задачи Коши для 
сингулярного уравнения теплопроводности по данным из-
мерений в запрашиваемый момент времени существенными 
оказываются только два измерения в соседние моменты.
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