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Аннотация
Статья посвящена задаче визуального позиционирования произвольного полноприводного 
подвижного объекта на плоскости. На объекте жестко закреплена видеокамера, направленная 
на визуальный маркер, параллельный плоскости движения объекта. Маркер представляет со-
бой квадрат, углы которого являются точками интереса. Управление объектом осуществляется 
путем задания вектора скоростей. Задача заключается в синтезе такого управления, которое 
обеспечит желаемое положение проекции визуального маркера в плоскости изображения. За-
дача осложняется тем фактом, что область видимости камеры ограничена, и при выходе проек-
ции одного из углов маркера за пределы этой области, весь маркер перестает распознаваться. 
Таким образом, дополнительным требованием к управлению является постоянное удержание 
проекции маркера в пределах области видимости. Для решения задачи визуального позицио-
нирования без учета ограничений, как правило, используется метод управления с визуальной 
обратной связью (visual servoing). Учет заданных ограничений возможен при использовании 
подхода управления с прогнозирующими моделями. Таким образом, в статье представлено ре-
шение задачи визуального позиционирования с учетом ограничений на перемещение проек-
ции визуального маркера при помощи комбинации методов управления с визуального обрат-
ной связью и управления с прогнозирующими моделями. Для демонстрации работоспособно-
сти представленного подхода приводятся результаты экспериментов с компьютерной моделью 
полноприводного плоского объекта управления.
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Abstract
The paper is devoted to the problem of moving fully-actuated plant visual positioning on the plane. 
There is a video-camera rigidly mounted on the plant, pointing at the visual marker parallel to the 
object’s plane of motion. Marker is a square, the corners of which are points of interest. The plant 
is controlled by setting the velocity vector. The task is to synthesize such control that provides the 
desired position of the marker projection in the image plane. The task is complicated by the fact that the 
camera’s field of view is limited, and when the projection of one of the marker’s corners goes beyond 
this area, the entire marker ceases to be recognized. Thus, an additional requirement for control is 
constant retention of the marker projection within the field of view. To solve the problem of visual 
positioning without taking into account the constraints, usually the visual servoing control method 
is used. Taking into account the specified constraints is possible by the usage of the model-predictive 
control approach. Thus, the paper demonstrates a solution to the visual positioning problem taking 
into account the constraints on the projection of the visual marker using a combination of the visual 
servoing method and the model-predictive control approach. The efficiency of the presented approach 
is demonstrated by the results of experiments with a computer model of fully-actuated planar object.
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Введение

Современные системы автоматического управления все чаще 
используют визуальную информацию в контуре обратной свя-
зи. В качестве примеров можно привести логистических робо-
тов на автоматизированных складах, или системы автомати-
зированной стыковки. Использование видеокамер позволяет 
существенно расширить круг решаемых задач, а также повы-
сить эффективность их выполнения.
Визуальная информация может быть использована двумя спосо-
бами. Во-первых, по одному или нескольким изображениям можно 
оценить текущее положение объекта управления, а также поло-
жение целевых объектов [1]. Далее эту оценку положения можно 
применить в классических методах синтеза обратных связей.
Во-вторых, в ряде случаев возможно использование визуаль-
ной информации напрямую в контуре обратной связи. Напри-
мер, если поставлена задача позиционирования мобильного 
робота относительно некоторого визуального маркера (в 
виде, например, ArUco-маркера [2]), то цель управления может 
быть переформулирована в виде обеспечения желаемого по-
ложения проекции визуального маркера в плоскости изобра-
жения за счет движения робота. Такой подход известен в лите-
ратуре как управление с визуальной обратной связью (image-
based visual servoing, IBVS) [3-5]. Это достаточно актуальная 
тематика, по которой в последнее время в научной литературе 
опубликовано большое количество работ [6-14].
Как правило, оба подхода подразумевают использование не-
которого алгоритма распознавания, который выделит на изо-
бражении точки интереса визуальных маркеров. При этом не-
которые алгоритмы требуют, чтобы маркер целиком находил-
ся на изображении для его успешного распознавания. Однако 
область видимости камеры ограничена, и некоторые законы 
управления могут обеспечивать такое движение объекта 
управления, при котором маркер частично выходит за преде-
лы области видимости камеры, что приводит к проблемам с 
распознаванием. Таким образом, можно поставить задачу ви-
зуального управления с учетом ограничений на положение 
визуального маркера в плоскости изображения.
Подобные задачи могут решаться при помощи управления с 
прогнозирующими моделями (Model-Predictive Control, MPC)1. 
Этот подход требует решения некоторой оптимизационной 
задачи на каждом шаге управления, что может занимать зна-
чительное время, однако это позволяет явно учитывать раз-
личные виды ограничений, а также задавать различные функ-
ционалы качества. Это подход имеет большое практическое 
значение, поэтому в этой области также постоянно публику-
ются новые научные работы [15-25].
Таким образом, в данной работе предлагается решение зада-
чи визуального позиционирования полноприводного объекта 
управления с учетом ограничений на основе комбинации ме-
тодов управления с визуальной обратной связью и управле-
ния с прогнозирующими моделями. Эксперименты с компью-
терной моделью объекта управления, реализованной на язык 
Python, используются для демонстрации работоспособности 
предлагаемого подхода.

1 Веремей Е. И., Сотникова М. В. Управление с прогнозирующими моделями. Воронеж: ООО «Изд-во "Научная книга"», 2016. 214 с. EDN: VZWUFB
2 Форсайт Д., Понс Ж. Компьютерное зрение. Современный подход. М.: Вильямс, 2004. 928 с.

Постановка задачи

Рассмотрим произвольный полноприводный плоский подвиж-
ный объект (рис. 1), управление движением которого осущест-
вляется путем задания вектора скоростей. Объект двигается в 
плоскости gggg zyxO  неподвижной системы координат. Для 
простоты будем считать, что математическая модель динами-
ки его движения описывается уравнением
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последнее время в научной литературе опубликовано большое количество работ [6-14].
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на изображении точки интереса визуальных маркеров. При этом некоторые алгоритмы требуют, чтобы маркер 
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Постановка задачи
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где ( )Tϕzx=η – положение объекта относительно неподвижной системы координат в плоскости движения,

( )Tωzx vv=υ – вектор управляющих скоростей.

1 Веремей Е. И., Сотникова М. В. Управление с прогнозирующими моделями. Воронеж: ООО «Изд-во "Научная книга"», 2016. 214 с. EDN:
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F i g. 1. Coordinate systems

Источник: здесь и далее в статье все рисунки составлены автором.
Source: Hereinafter in this article all figures were drawn up by the author.

Предположим, что в геометрическом центре объекта управле-
ния находится видеокамера, направленная перпендикулярно 
плоскости движения. С камерой жестко связана подвижная 
система координат cccc zyxO . Рассмотрим нормированную 
плоскость изображения sss yxO , перпендикулярную оптиче-
ской оси и находящуюся на фокусном расстоянии 1=f . Если 
задана некоторая точка пространства ),,( ccc ZYX  в системе 
координат камеры, то проекцию этой точки на нормирован-
ную плоскость изображения можно найти по формулам2 
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Синтез классической визуальной 
обратной связи
Введем в рассмотрение вектор dsse −= , представляющий 
собой невязки межу фактическим и желаемым положением 
проекций визуального маркера на нормированную плоскость 
изображения. Динамику изменения этого вектора можно свя-
зать со скоростью движения объекта управления при помощи 
уравнения [3]
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Отметим, что в рассматриваемой задаче с учетом плоского движения объекта управления, все компонента 
вектора cZ постоянны и равны между собой. С учетом (5) и (6) задачу управления можно переформулировать в 
виде

0e =
+∞→

)(lim t
t

. (7)

Классический подход управления с визуальной обратной связью предполагает формирование вектора скоростей 
в виде [3]

eLυ +−= sλ , (8)

где 0>λ – постоянный коэффициент, T1T )( ssss LLLL −+ = – псевдообращение Мура-Пенроуза. Обратная связь (8)
сводит (5) к

ee λ−= . (9)

Описанный подход обеспечивает экспоненциальную сходимость невязок к нулю, однако не учитывает 
ограничения на движение проекций точек визуального маркера в плоскости изображения. Таким образом, 
условие (4) постановки задачи не может быть выполнено, необходим другой подход к синтезу управления.

Управление с прогнозирующей моделью
Учет условия (4) возможен при использовании подхода управления с прогнозирующей моделью3. Зададим
функционал качества управления в виде квадратичной формы
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где PT – горизонт прогноза, 0>µ – постоянный коэффициент, позволяющий регулировать интенсивность 
управления и, соответственно, время сходимости. Будем считать, что (5) задает прогнозирующую модель, 
интегрируя которую на горизонте прогноза, можно получить траектории невязок e . Тогда задача управления 
сводится к решению нелинейной оптимизационной задачи min→J на допустимом множестве, заданном 
ограничениями (4). Для того, чтобы задачу можно было бы решать при помощи вычислительное техники, 
дискретизируем систему (5) с некоторым шагом дискретизации tΔ , тогда функционал (10) можно представить в 
виде суммы
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Введем в рассмотрение вектор dsse −= , представляющий собой невязки межу фактическим и желаемым 
положением проекций визуального маркера на нормированную плоскость изображения. Динамику изменения 
этого вектора можно связать со скоростью движения объекта управления при помощи уравнения [3]
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),( cs ZsL – матрица взаимосвязей, компоненты которой для каждой проекции ),( ii yx задаются следующим 
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Отметим, что в рассматриваемой задаче с учетом плоского движения объекта управления, все компонента 
вектора cZ постоянны и равны между собой. С учетом (5) и (6) задачу управления можно переформулировать в 
виде
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Классический подход управления с визуальной обратной связью предполагает формирование вектора скоростей 
в виде [3]

eLυ +−= sλ , (8)

где 0>λ – постоянный коэффициент, T1T )( ssss LLLL −+ = – псевдообращение Мура-Пенроуза. Обратная связь (8)
сводит (5) к

ee λ−= . (9)

Описанный подход обеспечивает экспоненциальную сходимость невязок к нулю, однако не учитывает 
ограничения на движение проекций точек визуального маркера в плоскости изображения. Таким образом, 
условие (4) постановки задачи не может быть выполнено, необходим другой подход к синтезу управления.

Управление с прогнозирующей моделью
Учет условия (4) возможен при использовании подхода управления с прогнозирующей моделью3. Зададим
функционал качества управления в виде квадратичной формы
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где PT – горизонт прогноза, 0>µ – постоянный коэффициент, позволяющий регулировать интенсивность 
управления и, соответственно, время сходимости. Будем считать, что (5) задает прогнозирующую модель, 
интегрируя которую на горизонте прогноза, можно получить траектории невязок e . Тогда задача управления 
сводится к решению нелинейной оптимизационной задачи min→J на допустимом множестве, заданном 
ограничениями (4). Для того, чтобы задачу можно было бы решать при помощи вычислительное техники, 
дискретизируем систему (5) с некоторым шагом дискретизации tΔ , тогда функционал (10) можно представить в 
виде суммы
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где где tTP P Δ= . Однако, решение такой оптимизационной задачи на горизонте прогноза даст программное 
управление. Чтобы обеспечить определенный уровень адаптивности, подход MPC предполагает, что на каждом 
шаге управления из полученного решения берется только первый элемент, подается на объект управления, 
измеряется новое состояние, которое является начальным условием для прогнозирующей модели на следующем 
шаге управления.

Результаты исследования
Для демонстрации работоспособности предложенного подхода была реализована компьютерная модель 
рассматриваемого объекта управления на языке Python. Рассмотрим задачу обеспечения перехода проекций 
маркера на плоскости изображения из начального положения (-1.866 -0.866 -0.866  0.866  0.866 -0.134 -0.134 -
1.866  0.5) в конечное положение (-1.8 1.0 0.2 1.0 0.2 -1.0 -1.8 -1.0) (рис. 2).

Р и с. 2. Начальное и желаемое положения проекций визуального маркера
F i g. 2. The initial and desired positions of the visual marker projections

На рис. 3 представлена траектория движения проекций углов маркера с классической визуальной обратной 
связью (8) при 1=λ . Можно заметить, что один из углов в процессе перемещения выходит за левую границу 
изображения. Таким образом, действительно, при определенных условиях, классический подход управления с 
визуальной обратной связью может приводить к тому, что некоторые точки визуального маркера окажутся за 
переделами видимой области, и весь маркер не будет распознан.

. Однако, решение такой оптимизационной за-
дачи на горизонте прогноза даст программное управление. 
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Р и с. 2. Начальное и желаемое положения проекций визуального маркера
F i g. 2. The initial and desired positions of the visual marker projections

На рис. 3 представлена траектория движения проекций углов 
маркера с классической визуальной обратной связью (8) при 
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ский подход управления с визуальной обратной связью может 
приводить к тому, что некоторые точки визуального маркера 
окажутся за переделами видимой области, и весь маркер не 
будет распознан.

Р и с. 3. Траектория движения проекции маркера при классическом 
управлении с визуальной обратной связью

F i g. 3. The trajectory of the marker’s projected motion under classical control 
with visual feedback

Теперь при тех же начальных условиях применим управление 
с прогнозирующей моделью. Примем горизонт прогноза 

2=P с шагом дискретизации 
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1.0Ä =t c и 1.0=µ . Задача 
минимизации на каждом шаге решалась при помощи 
функции minimize из модуля scipy.linalg, метод оптимизации 
“trust-constr”. Как видно из рис. 4, в этом случае ни один из 
углов маркера не выходит за границы изображения. Таким об-
разом, MPC-подход действительно позволяет избежать про-
блемы с распознаванием маркера из-за потери некоторых 
ключевых точек.

Р и с. 4. Траектория движения проекции маркера при управлении с 
прогнозирующей моделью

F i g. 4. The trajectory of the marker’s projection under model predictive control

Обсуждение и заключение

В работе рассмотрена задача управления движением полно-
приводного объекта в плоскости таким образом, чтобы проек-
ции углов некоторого визуального маркера, расположенного 
параллельно плоскости движения объекта управления, на 
нормированную плоскость изображения видеокамеры, закре-
пленной на объекте, оказались в заданном положении. При 
этом показано, что классический подход управления с визу-
альной обратной связью не учитывает ограничения на движе-
ние проекций, и может приводить к тому, что некоторые точки 
окажутся за пределами изображения, из-за чего весь маркер 
не будет распознан. Предложено решение на основе метода 
управления с прогнозирующей модель, позволяющей учиты-
вать заданные ограничение при решении оптимизационной 
задачи. Результаты экспериментов с компьютерной моделью 
продемонстрировали работоспособность описанного подхода.
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