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Аннотация
Канонические разложения (КР) стохастических процессов (СтП) широко используются в при-
кладной математике, информатике и теории управления. На основе вейвлет-вычислительных 
технологий авторами разработана теория вейвлет-канонических разложений (ВЛКР), а также 
теория КР на основе вейвлет-нейронной сети (КРВНС). В докладе после краткого обзора разви-
тия теории КР, ВЛКР и КРВНС рассматривается метод синтеза оптимальной информационной 
системы по энергетическому критерию (ЭК). Описан нейросетевой метод построения ЭК-оп-
тимальной нестационарной линейной стохастической системы (СтС), описываемой уравнени-
ями В.С. Пугачева для параметров качества информационной системы. Приведена постановка 
задачи оптимизации. Дан нейросетевой алгоритм построения КРВНС случайной помехи из со-
става входного СтП. Описан нейросетевой метод построения ЭК-оптимального оператора СтС и 
ЭК-оптимальной оценки выходного СтП. Получены формулы для математического ожидания и 
дисперсии ошибки ЭК-оптимальной оценки выходного СтП. Приводится иллюстративный при-
мер. Сравнительный анализ предлагаемого нейросетевого метода построения оптимальной 
оценки выходного СтП системы, описываемой уравнениями В. С. Пугачёва, с другими прибли-
женными методами, разработанными авторами, показал, что все методы дают одинаковый по-
рядок точности вычислений. Но предлагаемый метод проще в исполнении, так как не требует 
предварительных аналитических выкладок в том случае, когда случайные параметры системы 
заданы только первыми двумя конечными вероятностными моментами.
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Abstract
Canonical expansion (CE) of stochastic processes (StP) are widely used in applied mathematics, in-
formatics and control. Based on wavelet computing technologies, the authors developed the theory of 
wavelet canonical decompositions (WCDE), as well as the theory of canonical decompositions based on 
a wavelet neural network (WNNN). In the report, after a brief review of the development of the theory 
of canonical expansions, wavelet-canonical expansions and the theory of canonical expansions based 
on a wavelet neural network, a method for synthesizing an optimal information system based on the 
energy criterion (EC) is considered. Problem statement is given for V.S. Pugachev IS and WCDE. WCDE 
is constructed of CE of input StP. Equations for EC-optimal operator are presented. Formulae for math-
ematical expectation and variance of EC-optimal output StP estimate are outlined. Illustrate example 
confirms effective of suggested method in comparison with other two known methods.
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Введение

Канонические разложения (КР) стохастических процессов 
(СтП) как в рамках корреляционной теории, так и теории 
конечномерных вероятностных распределений широко ис-
пользуются в прикладной математике, кибернетике и инфор-
матике для решения задач теоретико-вероятностного и ста-
тистического моделирования, системного анализа и синтеза 
стохастических систем (СтС) по различным критериям1 [1-3]. 
В рамках корреляционной теории на основе вейвлет-вычисли-
тельных технологий разработана теория вейвлет КР (ВЛКР). 
Развитие теории ВЛКР в рамках общей теории конечномер-
ных распределений встречает серьезные вычислительные 
трудности и возможно, например, на основе КР с независимы-
ми компонентами2 [2, 3]. В [4] развита корреляционная теория 
и методы моделирования на основе КР вейвлет-нейронной 
сети (КРВНС). 
Применительно к задачам оптимизации качества информаци-
онных систем высокой доступности, описываемых линейны-
ми и нелинейными уравнениями для параметров качества в 
форме В. С. Пугачева3 [3], [5, 6] получены следующие резуль-
таты.
Для критерия минимума средней квадратичной ошибки (СКО) 
в работах4 [7-15] решены задачи синтеза оптимальных не-
стационарных линейных и нелинейных СтС на основе ВЛКР 
входных СтП. В [16, 17] предложен рекуррентный метод по-
строения ВЛКР СтП на основе ортонормированного базиса 
вейвлетов с компактными носителями5. В [18] построено КР 
СтП на основе вейвлет-нейронной сети (ВНС).
В [7-16] решена задача определения оптимальной оценки вы-
ходного СтП по байесову критерию (БК), т.е. критерию мини-
мума математического ожидания заданной функции потерь. 
В [7-11] на основе ВЛКР построены линейные операторы, оп-
тимальные по критерию минимума СКО и по сложно-стати-
стическому критерию, в виде наборов формальных правил, 
описывающих реакцию оптимального оператора системы на 
базисные вейвлет-функции. Набор формальных правил зада-
ется после решения системы линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ), которая выписывается на основе операторного 
уравнения, связывающего ковариационную функцию входно-
го сигнала системы и совместную ковариационную функцию 
входного и выходного сигналов системы. 
В работах [4], [12-15] описано решение задачи синтеза опти-
мальной по БК нестационарной линейной и нелинейной СтС 
методом ВЛКР. Согласно6 [3] оптимальная система, обеспе-
чивающая минимум условного математического ожидания 
функции потерь относительно входного СтП, будет обеспе-
чивать минимум безусловного математического ожидания 

1 Пугачёв В. С. Теория случайных функций и её применение к задачам автоматического управления. М. : Физматгиз, 1962. 884 с.; Синицын И. Н. Канонические 
представления случайных функций. Теория и применение. 2-е изд., перер. и доп. М. : Торус Пресс, 2023. 816 с. https://doi.org/10.30826/94588-308-6
2 Там же.
3 Там же.
4 Метод функциональной бейесовой оптимизации, основанный на вейвлет канонических представлениях гауссовских стохастических процессов / И. Н. 
Синицын, В. И. Синицын, Э. Р. Корепанов, Т. Д. Конашенкова // XIV Всероссийское совещание по проблемам управления : сб. науч. тр. М. : ИПУ РАН, 2024. С. 
528-532. EDN: EYDAPY
5 Добеши И. Десять лекций по вейвлетам. М.; Ижевск : НИЦ «Регулярная и хаотическая динамика», 2004. 464 с.
6 Пугачёв В. С. Теория случайных функций и её применение к задачам автоматического управления. М. : Физматгиз, 1962. 884 с.; Синицын И. Н. Канонические 
представления случайных функций. Теория и применение. 2-е изд., перер. и доп. М. : Торус Пресс, 2023. 816 с. https://doi.org/10.30826/94588-308-6

функции потерь. Получена формула для условной плотности 
вероятности выходного СтП относительно входного СтП, на-
блюдаемого на конечном промежутке времени. Далее задача 
построения БК-оптимальной оценки выходного СтП сводится 
к задаче нахождения минимума условного математического 
ожидания функции потерь относительно входного СтП.
В настоящей работе после краткого обзора описан нейросе-
товой метод построения оптимальной по энергетическому 
критерию (ЭК) нестационарной линейной СтС, описываемой 
уравнениями В.С. Пугачева. В разделе 1 приведена постанов-
ка задачи. В разделе 2 дан нейросетевой алгоритм построения 
КРВНС случайной помехи из состава входного СтП. В разделе 
3 описан нейросевой метод построения ЭК-оптимального опе-
ратора СтС и ЭК-оптимальной оценки выходного СтП. Приве-
дены формулы для математического ожидания и дисперсии 
ошибки ЭК-оптимальной оценки выходного СтП. В разделе 4 
приведен иллюстративный пример.

Постановка задачи

Пусть стохастические одномерные действительные СтП ( )Z t  
и ( )W t [ ]( )0, kt t t∈ заданы на вероятностном пространстве 

. Здесь [ ]2
0, kt tL  – гильбертово пространство 

функций ( )tξ  [ ]( )0, kt t t∈  с нормой 

0

1
2

2( )
kt

t

t dtξ ξ
 

=  
  
∫ , 

– σ-алгебра в [ ]2
0, kt tL , – вероятность события ξ . 

Рассмотрим линейную СтСВД, описываемую уравнени-
ями В. С. Пугачёва [9, 10]. На вход СтСВД поступает СтП 

( )Z t  в виде суммы полезного сигнала ( )S t  и нормаль-
но распределенной случайной помехи ( )X t  с нулевым 
математическим ожиданием и известной ковариацион-
ной функцией [ ]( )1 2 1 2 1 2 0( , ) ( ) ( ) , ,X kK t t M X t X t t t t t = ∈  , 

[ ] [ ]( )2
1 2 0 0( , ) , ,X k kK t t t t t t∈ ×L . Полезный сигнал ( )S t  представ-

ляет собой линейную комбинацию заданных случайных пара-
метров ( 1, )r UU r N= :

1

( ) ( )
UN

r r
r

S t U tξ
=

= ∑ ,     (1)

где [ ]2
1 0( ),..., ( ) ,

UN kt t t tξ ξ ∈L  – известные структурные функ-
ции;

1 2 ...
U

T

NU U U U =    – UN -мерная случайная величина 
(СВ) имеет известные конечные первые и вторые вероятност-
ные моменты. Математическое ожидание СФ U(t) отлично от 
нуля, [ ] 1 2 ...

U

TU U U
NM U m m m =   . Тогда входной СтП имеет 

вид

1

( ) ( ) ( )
UN

r r
r

Z t U t X tξ
=

= +∑ .    (2)
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На выходе системы требуется получить СтП ( )W t , представ-
ляющий собой заданное преобразование полезного сигнала 

[ ]( ) ( )tW t P S t= : 

1

( ) ( )
UN

r r
r

W t U tζ
=

= ∑  .    (3)

Здесь [ ]2
1 0( ),..., ( ) ,

UN kt t t tζ ζ ∈L  – также известные функции. 
Требуется найти оптимальную СтСВД с оператором *

tP  , вы-
ходной СтП которой [ ]* *( ) ( )tW t P Z t=  обеспечивал бы ми-
нимум второго вероятностного момента ошибки системы 

*( ) ( ) ( )t W t W tη = − :
( ) mintηΓ = ,     (4)

где [ ]2( ) ( )t M tη ηΓ = ,
2( ) ( ) ( )t D t m tη η ηΓ = + , [ ]( ) ( )m t M tη η= ,  

2
( ) ( ) ( )D t M t m tη ηη = −  . Систему с оператором *

tP , обеспе-
чивающим минимум функционала (4), будем называть опти-
мальной по энергетическому критерию СтСВД (далее – ЭК-оп-
тимальной СтСВД), а *( )W t  – ЭК-оптимальной оценкой СтП 

( )W t . 
Для применения технологии искусственных нейронных сетей  
надо смоделировать ZN  независимых реализаций входного 
СтП { }

1
( ) ZNi

i
z t

=
, наблюдаемого на заданном промежутке време-

ни [ ]0, kt t , и соответствующее им множество независимых зна-
чений выходного СтП { } 1

( ) ZN
i i

w t
=

7. В ответ на каждую реализа-
цию входного СтП ( )iz t  ЭК-оптимальная СтСВД выдает оценку 

*( )iw t . Тогда согласно закону больших чисел оценка ( )tηΓ  вы-
числяется по формуле: 

( )2*

1

1( ) ( ) ( )
ZN

i i
iZ

E t w t w t
N =

= −∑ .   (5)

Построение КРВНС случайной помехи X(t)

Задача построения КР СтП ( )X t  [ ]( )0, kt t t∈  сведена к за-
даче аппроксимации ковариационной функции 1 2( , )XK t t  

[ ]( )1 2 0, , kt t t t∈  линейной зависимостью нелинейных двумер-
ных вейвлет-функций вида

1 2 1 2
1

( , ) ( ) ( )
L

V
XK t t D g t g tν ν ν

ν =

= ∑ ,

которая решена на основе трехслойной ВНС. Здесь ( )g tν  – ба-
зисные функции ортонормированного базиса вейвлетов с 
компактными носителями пространства [ ]2

0, kt tL . Согласно 
обратной теореме Пугачева8, получено искомое КР СтП ( )X t :

1
( ) ( )

L

X t V g tν ν
ν =

= ∑ ,

где Vν  – некоррелированные СВ с нулевыми математическими 
ожиданиями и дисперсиями VDν .  
Для обучения с учителем ВНС задаётся множество маркиро-
ванных примеров ( ){ } 1 2 1 21

, , , ( , )
N Ti i i i i i i i

Xi
T d t t d K t tτ τ

=
 = = =  . 

Активационные функции нейронов скрытого слоя построены 
на основе вейвлет-базиса:

1 2 1 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( 1, ).t t g t g t Lν ν ν ντ νΨ = Ψ = =

7 Пугачёв В. С. Теория случайных функций и её применение к задачам автоматического управления. М. : Физматгиз, 1962. 884 с.;
8 Пугачёв В. С. Теория случайных функций и её применение к задачам автоматического управления. М. : Физматгиз, 1962. 884 с.; Синицын И. Н. Канонические 
представления случайных функций. Теория и применение. 2-е изд., перер. и доп. М. : Торус Пресс, 2023. 816 с. https://doi.org/10.30826/94588-308-6

Вектор признаков [ ]0 1( ) ( ) ( ) ... ( ) T
Lτ τ τ τΨ = Ψ Ψ Ψ  пред-

ставляет собой «образ», индуцированный в пространстве 
признаков при предъявлении вектора входного сигнала 

[ ]1 2
Tt tτ = . 

Функционирование ВНС можно описать следующим образом:
−	 входной сигнал: 1 2

Ti i it tτ  =    ( 1, )i N= ;
−	 скрытый слой ВНС задаёт пространство признаков:

1 2 1 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( 1, )i i i i it t g t g t Lν ν ν ντ νΨ = Ψ = = , ( 1, )i N= ;
−	 выходной слой ВНС вычисляет отклик системы: 

1
( ) ( ) ( )

L
i iy n w nν ν

ν

τ
=

= Ψ∑ , или в векторной форме 
 

( ) ( ) ( )i T iy n w nτ= Ψ  ( 1, )i N=  для итерации n алгоритма. 

Выходной сигнал ( )iy n  для каждого i-го примера срав-
нивается с соответствующим желаемым откликом си-
стемы ( )id n . Их разность определяет сигнал ошибки 

( ) ( ) ( ) ( )i i i i T ie n d y n d w nτ= − = −Ψ . Функция стоимости зада-
ётся в виде среднеквадратичной ошибки (СКО) для всего на-
бора примеров: 

( )2

1

1( ( )) ( )
2

N
K i

i
E w n e n

N =

= ∑ .

 

. . .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Р и с. 1. Граф передачи сигнала в ВНС
F i g. 1. Graph of signal transmission to a wavelet neural network (WNN)

Источник: здесь и далее в статье все рисунки составлены авторами.
Source: Hereinafter in this article all figures were drawn up by the authors.

На рис. 1 представлен граф прохождения сигнала в ВНС в про-
цессе обучения, основанного на коррекции СКО. Сигнал ошиб-
ки e (n) инициализирует механизм управления, цель которого 
заключается в применении последовательности корректи-
ровок к синаптическим весам w. Эти изменения нацелены на 
пошаговое приближение выходного сигнала y к желаемому 
d. На рис. 1 видно, что обучение на основе коррекции ошибок 
– это пример замкнутой системы с обратной связью. Из тео-
рии управления известно, что устойчивость такой системы 
определяется параметром обратной связи, т. е. параметром 
скорости обучения η . Для обеспечения устойчивости и схо-
димости итеративного процесса обучения требуется тща-
тельный подбор этого параметра. Пошаговая корректировка 
синаптических весов продолжается, как правило, до тех пор, 
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пока система не достигнет устойчивого состояния, при кото-
ром синаптические веса практически стабилизируются. В этой 
точке процесс обучения останавливается. При этих значениях 
синаптических весов достигается минимум функции стоимо-
сти. 
Преимущества предлагаемого подхода нахождения минимума 
функции ( ( ))KE w n  по сравнению со стандартными методами, 
основанными на решении системы уравнений
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и приводящими к сложным математическим процессам, за-
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и сходимости алгоритма при 0 1η< < . 

Нейросетевой синтез ЭК-оптимального 
оператора СтС
Входной СтП представляется в виде вейвлет-разложения 
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В [16], [18] доказано, что между СтП ( )Z t [ ]0, kt t t∈  и совокуп-
ностью СВ ( )1,2,...,Z Lν ν =  формулы (6), (7) устанавливают 
взаимно однозначное соответствие. Каждой реализации СтП 

( )Z t  соответствуют определенные возможные значения 
СВ ( )1,2,...,Z Lν ν = , и наоборот, каждой совокупности СВ 

( )1,2,...,Z Lν ν =  соответствует определенная реализация СтП 
( )Z t . 

Процесс моделирования ZN  реализаций входного СтП { }
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,
наблюдаемого на заданном промежутке времени [ ]0, kt t , состоит 
в моделировании ZN  совокупностей СВ { }
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На выходе СтС должна получить соответствующее множество 
реализаций требуемого выходного СтП { }
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Таким образом, на вход ВНС подается обучающаяся выборка 
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В качестве модели ЭК-оптимального оператора рассмотрим 
линейную композицию базисных вейвлет-функций со случай-
ными коэффициентами LZν  и неизвестными весовыми коэф-
фициентами Lhν :
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Тогда активационные функции нейронов скрытого слоя при-
мут вид

( ) ( ) ( 1, ).L LG t Z g t Lν ν ν ν= =     (9)

9 Хайкин С. Нейронные сети: полный курс /  Пер. с англ. 2-е изд. СПб. : Диалектика, 2020. 1104 с.
10 Терехов С. А. Вейвлеты и нейронные сети // Научная сессия МИФИ – 2001: III Всерос. научн.-техн. конф. «Нейроинформатика-2001»: Лекции по нейроин-
форматике. М. : МИФИ, 2001. С. 142-181.
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Выходной сигнал L
iy  для каждого i-го примера сравни-

вается с соответствующим желаемым откликом системы 
( )( ) 1,i

i Zd w t i N= =  и вычисляется ошибка Li i L
ie d y= − . Функ-

ция стоимости9 задается в виде СКО для всего набора приме-
ров: 

( )
2

2

1 1 1

1 1( ) ( )
2 2

Z ZN N L
L Li i L Li

i iZ Z

E h e d h G t
N N ν ν

ν= = =

 = = − 
 

∑ ∑ ∑ . (11)

Обучение ВНС происходит посредством интерактивного про-
цесса корректировки синаптических весов ( )1,Lh Lν ν =  ме-
тодом наискорейшего спуска. Начиная с исходного значения 

(0)Lh , генерируется последовательность векторов коэффици-
ентов (1), (2),...L Lh h , таких что при переходе от n-й итерации 
алгоритма к ( )1n + -й итерации значение функции стоимости 
уменьшается: ( )( ) ( )( )1L LE h n E h n+ < . Корректировка векто-
ра весов выполняется в направлении максимального умень-
шения функции стоимости, т. е. в направлении, противополож-
ном вектору градиентов
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Для удобства обозначим градиент ( ) ( )L LE h q n∇ = . Корректи-
ровка весов осуществляется по формуле

( 1) ( ) ( )L L Lh n h n q nη+ = − .    (12)

Здесь constη =  – параметр скорости обучения, 0 1η< < . Про-
цесс обучения проводится от итерации к итерации, пока си-
наптические веса не стабилизируются около оптимального 
значения * * * *

1 2 ...
TL L L L

Lh h h h =   , а СКО не сойдется к неко-
торому минимальному значению10 min

LE  [19]. 
В результате имеем ЭК-оптимальную систему с выходным 
процессом

* *
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или для активационных функций (13)
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Отсюда ЭК-оптимальный оператор принимает вид
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Если ввести обозначение 1 2 ...
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LZ Z Z Z =   , то ЭК-оп-
тимальная оценка (13) будет определяться формулой
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Архитектуру ВНС можно описать следующим образом:
−	 входной сигнал: 1 2 ...
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Lt Z Z Z    ( 1, )Zi N= ; 

−	 скрытый слой ВНС задаёт пространство признаков: 
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−	 выходной слой ВНС вычисляет отклик системы 

1

( ) ( ) ( )
L

L L Li
iy n w n G tν ν

ν =

= ∑ ( 1, )Zi N=  для итерации n алгорит-
ма.

Для оценки точности ЕК-оптимальной СтС (13), или в матрич-
ном виде (16), найдем математическое ожидание и дисперсию 
ошибки ( )tη . Согласно (2) и (13),
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Отсюда математическое ожидание ошибки равно
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Наконец, дисперсия ошибки вычисляется по формуле
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где введены обозначения ( )( )1 2 1 1 2 2

U U
r r r r r rk M U m U m = − −  .

Пример

Найти ЭК-оптимальную оценку для экстраполяции полезного 
сигнала, представляющего собой линейную функцию време-
ни: 

[ ]1 2 1 2( ) ( ), ( ) ( ), , ,k kZ t U U t X t W t U U t t t T t= + + + ∆ = + + ∆ ∈ − (21)

Помеха ( )X t  распределена нормально, имеет нулевое ма-
тематическое ожидание и ковариационную функцию 

( ) { }1 2 2 1, expXK t t D t tα= − − . Векторный случайный параметр 
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Для моделирования случайной помехи ( )X t  задается ор-
тонормированный базис Хаара с максимальным уровнем 
вейвлет-разрешения J и числом базисных функций 12JL +=  
[20-24]. Для проведения вычислительных экспериментов 
разработано инструментальное программное обеспечение в 
среде MATLAB «ЭК-Синтез-ВНС.1». Алгоритм обучения исполь-
зуется в процессе функционирования ВНС. Вычислительные 
эксперименты показали [25], что оптимальное значение пара-
метра скорости обучения 0,001η = .
На рис. 2-4 приведены результаты вычислительных экс-
периментов для базиса Хаара при 2, 8J L= =  в точках 
( ) [ ]1 13;21kt + ∈ . На рис. 2 приведен график сигнала W и его 
оценки WE, вычисленной по формуле 

* *

1

( ) ( )
L

k kW t w Z g tν ν ν
ν =

+ ∆ = + ∆∑ .   (22)

На рис. 3 и рис. 4 изображены графики математического ожи-
дания и дисперсии ошибки соответственно.

Р и с. 2. График сигнала W и его оценки WE для 2, 8J L= =
F i g. 2. Graph of the signal W and its estimates WE for 2, 8J L= =
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Р и с. 3. График математического ожидания ошибки
F i g. 3. Graph of the mathematical expectation of the error

Р и с. 4. График дисперсии ошибки
F i g. 4. Error dispersion graph

На графиках (рис. 2-4) видно, что значения сигнала изменя-
ются от -11 до 43, при этом математическое ожидание ошибки 
принимает значения в пределах от -0,32 до 0,13, а дисперсия 
ошибки не превышает 0,97. Вычислительные эксперименты 
показали, что увеличивая число базисных функций и мак-
симальный уровень вейвлет-разрешения базиса вейвлетов, 
можно добиться высокой точности моделирования выходного 
СтП системы.

Заключение

Для решения задачи синтеза нестационарной стохастической 
системы, описываемой уравнениями В.С. Пугачева, авторами 
разработано три общих метода на основе вейвлет-канониче-
ских разложений. Первый метод разработан для определения 
ЭК-оптимальных оценок выходного СтП линейной СтС. В его 
основе лежит решение операторного уравнения, связывающе-
го ковариационную функцию входного СтП и совместную ко-
вариационную функцию входного и выходного СтП линейной 
СтС. Оптимальные оценки выходного СтП определяются после 
составления и решения системы линейных алгебраических 
уравнений. Второй метод разработан для синтеза БК-опти-
мальной линейной и нелинейной СтС. Условием его примене-
ния является нормальность аддитивных случайных помех из 
состава входного и выходного СтП. Получена формула для ус-
ловной плотности вероятности выходного СтП относительно 
входного СтП. Задача сведена к нахождению экстремума функ-
ционала. В основе третьего подхода лежат нейросетевые тех-
нологии, позволяющие избежать трудоемких предваритель-
ных аналитических выкладок. Разработан алгоритм синтеза 
ЭК-оптимальных нестационарных линейных СтС.
Сравнительный анализ нейросетевого метода построения 
оценки выходного СтП системы, описываемой уравнениями 
В. С. Пугачёва, с другими приближенными методами, показал, 
что все методы дают одинаковый порядок точности вычис-
лений. Но предлагаемый метод проще в исполнении, так как 
не требует предварительных аналитических выкладок в том 
случае, когда случайные параметры системы заданы только 
первыми двумя конечными вероятностными моментами.
Полученные результаты допускают развитие нейросетевых 
методов синтеза оптимальных по различным БК нестационар-
ных линейных и нелинейных СтС.
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