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Оригинальная статья 

 

Аннотация 

В работе рассматривается ставшая уже классической задача маршрутизации транспортных средств и ее 

модификация – задача маршрутизации транспорта с нечетким временем обслуживания. Проведен анализ 

литературы, который показал, что задачи с нечеткими коэффициентами изучены недостаточно. Нечеткие 

параметры учитывают неопределенность, возникающую из-за различных факторов, таких как условия дорожного 

трафика, погодные условия, задержки при разгрузке, обусловленные объективными и субъективными причинами, 
но не требуют знания законов распределения случайных величин. Поэтому они позволяют наиболее близко 

описать реальную ситуацию. Рассматривается задача с условно бесконечным парком транспортных средств 

одинаковой грузоподъемности. Целевая функция представляет собой общую стоимость переезда всех 

транспортных средств по маршрутам. В качестве нечетких параметров предложено рассматривать время переезда 

от одного пункта доставки к другому и время разгрузки у клиента. Введено ограничение на общее время рейса, 

которое складывается из общего времени в пути и суммарного времени разгрузки у каждого клиента. В качестве 

ограничивающего значения рассматривается время рабочей смены. Предложен алгоритм решения на основе 

метода Кларка-Райта и процедуры нечеткого вывода Мамдани. 

Ключевые слова:  задача маршрутизации транспорта, нечеткое ограничение, одинаковая 

грузоподъемность, маршрут 
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Abstract 

This paper examines the now-classic vehicle routing problem and its modification – the vehicle routing problem with fuzzy 

service time. A literature review revealed that problems with fuzzy coefficients have been understudied. Fuzzy parameters 

account for uncertainty arising from various factors, such as traffic conditions, weather conditions, and unloading delays 

due to objective and subjective factors, but do not require knowledge of the random variables distribution. Therefore, they 
provide a more accurate description of the real-world situation. The problem is considered with a conditionally infinite fleet 

of vehicles of equal capacity. The objective function represents the total cost of transporting all vehicles along the routes. 

The fuzzy parameters proposed include the travel time from one delivery point to another and the unloading time at the 

customer. A constraint on the total trip time is introduced. It consists of the sum of the total travel time and the total 

unloading time at each customer. The work shift time is considered as the constraint. A solution algorithm based on the 

Clark-Wright method and the Mamdani fuzzy inference procedure is proposed. 

Keywords:  vehicle routing problem, fuzzy constraint, equal carrying capacity, route 
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Введение 

Задача маршрутизации транспортных средств (vehicle 

routing problem, VRP) – это хорошо известная задача, 

изучаемая исследователями в области исследования 

операций, и она связана с распределением товаров со 

склада группе клиентов за определенный период 

времени с помощью парка транспортных средств. 

Задача впервые была описана в 1959 году Данцигом и 

Рамсером [1]. На настоящий момент предложено 

огромное количество ее постановок, учитывающих 

ограничения на вместимость транспортных средств, 

состав парка транспортных средств, стоимость 

перевозки и разгрузки, временные окна для доставки и 
возврата и многие другие. В соответствии с этим были 

выделены соответствующие типы задач маршрутизации 

транспорта. 

В связи с необходимостью приблизить постановки 

задач к реальным условиям, учитывающим 

неравномерность дорожного трафика, погодные 

условия, человеческий и прочие факторы, в условия 

задачи стали вводить элементы неопределенности, 

такие как случайность и нечеткость. В [2] предпринята 

попытка классификации недетерминированных VRP. В 

этой классификации выделяются Fuzzy VRP – нечеткие 
задачи маршрутизации. 

Введение нечетких параметров является альтернативой 

случайным (стохастическим). Нечеткие параметры 

также учитывают неопределенность, но не требуют 

знания законов распределения случайных величин. 

Описание параметров задачи в виде нечетких величин 

ближе к человеческому представлению, 

использующему такие определения, как «примерно», 

«около» и т.п. 

В настоящее время нечеткие числа используются для 

представления спроса, временных окон, времени в пути 

и времени обслуживания [2]. 
Одним из вариантов задачи VRP является задача с 

нечетким временем в пути (VRP with fuzzy travel time, 

VRPFT). В задачах [3-6] нечетким является время в 

пути. Для решения используется алгоритм Кларка-

Райта. В [11], [13], [17] исследуются задачи с нечетким 

временем обслуживания. Большое число работ 

посвящено решению задачи с нечеткими временными 

окнами [4, 5], [12], [18], [21]. Задачи маршрутизации с 

нечетким спросом рассматриваются в работах [10], [19, 

20]. В [16] авторы рассматривают нечеткое поведение 

клиентов, которые могут подавать жалобы или 
отменять заказы. В работах [15], [22-25] учитываются 

комплексные нечеткие условия. Большинство 

исследователей используют для решения задач 

метаэвристические или интеллектуальные алгоритмы – 

генетические, муравьиные, метод отжига, метод роя – 

что связано со сложностью задач и большим числом 

ограничений. 

Постановка задачи 

Пусть 0G (N ,E)  – полный граф, где 
0N {0} N  – 

множество вершин. Вершина 0 ассоциирована с депо, а 

вершины N {1,...,n}  – с множеством пунктов 

доставки. 

Каждому ребру (i, j) E  ставится в соответствие его 

вес, представляющий собой пару ij ij(c , t ) , где ijc  – 

стоимость переезда из пункта I в пункт j, ijt  – время 

переезда из пункта i в пункт j. 

Положим iic   , iit    i N  . 

Обозначим спрос потребителей (клиентов) i N  через 

iq 0 . Под спросом будем понимать общий вес 

товаров, которые нужно доставить потребителю. 

Пусть есть неограниченное множество транспортных 

средств (ЕС) одинаковой грузоподъемности Q 0 .  

Транспортное средство, обслуживающее подмножество 

клиентов S N , отправляется из депо, посещает всех 

клиентов из S по одному разу и возвращается в депо. 

Обозначим через i  время обслуживания i-го клиента. 

Маршрут ТС представляет собой последовательность 

0 1 s 1r {i ,i ,...,i } ,   (1) 

где 1 sS {i ,...,i } N   – множество клиентов, 

посещенных данным ТС, 0 s 1i i 0   – депо. 

Стоимость маршрута r определяется как 

p p 1

s 1

i ,i

p 0

C(r) c






      (2) 

Время обслуживания клиентов (разгрузки груза) 

маршрута r определяется как 

p

s

i

p 1

(r)


      (3) 

Время переезда по маршруту r определяется по 

формуле 

p p 1

s

i ,i

p 0

t(r) t




    (4) 

В различных постановках задач маршрутизации обычно 

минимизируется общая стоимость перевозок, но не 

уделяется внимание общему времени рейса. Косвенно 

этот показатель учитывается в задачах с временными 
окнами, но их постановка накладывает более строгие 

ограничения на формирование маршрута и не всегда 

соответствует реальным условиям. Мы же будем 

считать, что клиент может принять груз в любое время 

в течение рабочего дня. Поскольку маршрут r 

выполняется одним ТС непрерывно, общее время рейса 

T(r)  равно сумме общего времени на обслуживание и 

переезд и не должно превышать время рабочей смены 

0T  

0T(r) (r) t(r) T      (5) 

Общий вес перевозимых по маршруту r товаров не 

должен превышать грузоподъемность ТС 

i

i S

q(S) q Q


     (6) 

Будем считать маршрут допустимым, если выполнены 

условия (5) и (6) и каждый клиент обслуживается один 

раз 
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j ki i   1 j k s      (7) 

Решение задачи представляет собой множество М 

допустимых маршрутов для каждого ТС, 

минимизирующих общую стоимость перевозок. 

Каждом маршруту r ставится в соответствие одно из М 

непересекающихся подмножеств посещенных вершин 

графа 
M

i

i 1

S N


 ,      (8) 

M

i

i 1

S


      (9) 

Условие (7) гарантирует, что все клиенты будут 

обслужены. А условие (8) означает, что каждый клиент 

обслуживается ровно одним ТС. 

Поскольку время обслуживания и время переезда в 
большой степени зависят от случайных факторов будем 

полагать, что 
ijt  и i  являются нечеткими числами. 

Таким образом, мы получаем одно нечеткое 

ограничение  

ij i 0T(r) t T      (5’) 

Введем переменные  

m

ij

1, если ТС m осуществляет переезд от клиента i к клиенту j,
x

0, в противном случае.


 


(10) 

Тогда общая стоимость переезда будет равна  
n n M

m

ij ij

i 1 j 1 m 1

C c x
  

   (11) 

Таким образом, получаем задачу минимизации 

функции (11) при ограничениях (5’), (6) – (9). 

Время обслуживания i  и переезда 
ijt  представим 

треугольными нечеткими числами (рис. 1, 2). 

 
Р и с. 1. Нечеткое число, представляющее время обслуживания 

F i g. 1. Fuzzy number representing service time 

Источник: здесь и далее в статье все рисунки составлены авторами. 

Source: Hereinafter in this article all figures were drawn up by the authors. 

 

Р и с. 2. Нечеткое число, представляющее время переезда 

F i g. 2. Fuzzy number representing travel time 

Треугольные нечеткие числа описываются своими 

левой и правой границами, а также средним значением. 

Все значения определяются экспертным путем. Среднее 

значение характеризует наиболее вероятное время 

переезда и время обслуживания. 

Предлагаемый алгоритм 

В качестве основного алгоритма будем использовать 

метод сбережений Кларка-Райта [24]. Согласно этому 

методу для всех пар вершин вычисляются сбережения 

ij i0 oj ij
s c c c    

Сбережения представляют собой величину снижения 
общей стоимости решения, получаемую при 

объединении двух маршрутов. Алгоритм разработан 

для задачи с неограниченным числом транспортных 

средств одинаковой грузоподъемности. 

Алгоритм начинается с предварительного этапа, 

который состоит из следующих шагов: 

1. Для всех i, j 1,...,n  и i j  вычисляются сбережения  

ij i0 oj ij
s c c c   . 

2. Создаются n элементарных маршрутов (0, i, 0), 
обслуживающих одного клиента. 

3. Сбережения 
ij

s  сортируются в порядке убывания. 

Затем выполняются шаги основного алгоритма: 

Последовательно просматривается список сбережений. 

Для текущего элемента списка 
ij

s  определяется, 

существуют ли два маршрута, один из которых 

содержит дугу (0, j), а второй – дугу (i, 0), которые 

могут быть объединены в новый маршрут. 
Если такие маршруты найдены, то выполняется их 

объединение удалением (0, j), (i, 0) и добавлением (i, j). 

Описанный алгоритм Кларка-Райта не учитывает 

ограничение на общее время рейса, введенное нами. 

Поэтому предлагается его модификация с учетом 

нового нечеткого ограничения [25]. 

Предположим, что транспортное средство уже 

обслужило k клиентов. При этом общее время в пути с 

учетом введенных обозначений будет равно 

p p 1

k ij i

i, j r i r
p:i i,i j

T (r) t



 
  

     

kT (r)
 также является нечетким числом, 

определяющимся следующим образом 

 1 1 2 2 3 3

k ij i ij i ij iT (r) t ,   t ,   t           
, 

где 
1

ijt
 - левая граница нечеткого числа ijt

, 
2

ijt
 – значение нечеткого числа ijt

, соответствующее 

степени принадлежности 1, 
3

ijt
 – правая граница нечеткого числа ijt

, 
1

i , 
2

i , 
3

i  – аналогично. 

Введем обозначение. Пусть 
k

  – оставшееся время 

рейса после обслуживания k клиентов. Тогда 
k

  будет 

равно: 

1

0 1
i
 2

i
 3

i
 Время 

обслуживания

1

0
Время переезда

1
ij

t 2
ij

t 3
ij

t
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 3 3 2 2 1 1

k 0 ij i 0 ij i 0 ij iT t ,   T t ,   T t               
 

Очевидно, что значение k  определяет, можно ли 

включать в маршрут следующий узел или необходимо 

возвращаться в депо. Наша уверенность в том, что 

нужно обслужить еще k+1 – го клиента может быть 

описана как «низкая», «средняя» и «высокая». 

Обозначим эту уверенность через P
k

. 

k0 P 1 
, k 1,2,...,n  

Если P 1
k
 , то мы абсолютно точно продолжаем 

формирование маршрута. Если P 0
k
 , то мы 

абсолютно точно завершаем маршрут и возвращаемся в 
депо. 

Введем лингвистическую переменную со значениями 

«Low» (низкая уверенность), «Medium» (средняя 

уверенность) и «High» (высокая уверенность). На рис. 3 

представлена соответствующая функция 

принадлежности. 

 
Р и с. 3. Нечеткое множество, описывающее степень уверенности в 

добавлении нового клиента 

F i g. 3. Fuzzy set describing the degree of confidence in adding a new 

customer 

Допустимое время маршрута также можно представить 

в виде лингвистической переменной со значениями «S» 
(небольшое), «M» (среднее), «L» (большое). 

 
Р и с. 4. Нечеткое множество, описывающее допустимое время 

маршрута 

F i g. 4. Fuzzy set describing the admissible route time 

Воспользуемся процедурой нечеткого вывода 

Мамдани. Для оценки будем использовать следующие 

правила нечеткого вывода: 

k kif   S,    then  P Low  
 

k kif   M,   then  P Medium  
 

k kif   L,    then  P High  
 

Для известного значения 
k

 , которое получается после 

обслуживания k клиентов, используем предложенные 

правила для определения степени возможности 

включения в маршрут еще одного пункта. 

Каждое из сформированных трех правил представляет 

собой нечеткое отношение R между оставшимся 

временем рейса и степенью возможности включения в 

маршрут еще одного пункта. Например, рассмотрим 

правило 2 if   M,   then  P Medium
k k

   . Функция 

принадлежности соответствующего нечеткого 

отношения будет равна 

R M Medium(x, y) min{ (x), (y)}   
,   

x, y
 

Тогда для известного нечеткого значения k  мы можем 

вычислить степень возможности включения в маршрут 

еще одного пункта. Функция принадлежности 

нечеткого множества kP  вычисляется по формуле 

k M Medium
x

max{min[ (x),min{ (x), (y)}]}  
,   

x, y
 

На рисунке 5 приведена графическая иллюстрация 

описанной процедуры. 

 

Р и с. 5. Процедура нечеткого вывода Мамдани 

F i g. 5. Mamdani fuzzy inference procedure 

После определения функции принадлежности для kP  

необходимо провести процедуру дефаззификации. В 

настоящей работе используется метод центра тяжести. 

Затем полученное четкое значение 
*

kp  используется для 

принятия решения о том, следует ли продолжать 

маршрут или отправляться в депо. Для этого вводится 

пороговое значение 
**p  из интервала [0, 1]. 

Если 
* **

kp p , то построение маршрута продолжается. 

В противном случае маршрут заканчивается и 

транспортное средство следует в депо. На рисунке 6 

представлен общий алгоритм решения задачи.  

1
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Р и с. 6 Общий алгоритм решения задачи 

F i g. 6. General algorithm for solving the problem 

Результаты экспериментов 

Описанный алгоритм был реализован на языке Python 

3.14.0 с использованием Visual Studio Code 1.106.0. 

Вычисления производились для различного числа 

клиентов от 15 до 1000. Для каждого экземпляра задачи 

выбирались пороговые значения 
**p  от 0 до 1 с шагом 

0,05. В большинстве случаев наилучшие результаты 

были достигнуты при значениях 
**p  от 0,4 до 0,5. 

На рисунке 7 приведен пример работы программы для 

расчета экземпляра задачи с 30 клиентами. 

 
Р и с. 7. Результаты расчетов для 30 клиентов 

F i g. 7. Calculation results for 30 customers 
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Также было измерено среднее время работы алгоритма 

Вычисления производились на компьютере с 

характеристиками 

 центральный процессор (CPU): Intel Core i5-12450H 

@ 2.00 GHz4 

 оперативная память (RAM): 16 ГБ DDR4 @ 3200 
MHz; 

 накопитель: SSD на 512 ГБ; 

 операционная система (OS): Windows 11 Pro. 

Полученные результаты среднего времени работы 

приведены на рисунке 8. 

  

Р и с. 8. Время работы алгоритма 

F i g. 8. Algorithm running time 

Обсуждение и заключение 

В работе рассмотрена постановка задачи 

маршрутизации транспорта при неограниченном парке 

транспортных средств одинаковой грузоподъемности. 

Введено нечеткое ограничение на общее время 

маршрута, включающее в себя время на переезд и 

разгрузку. Предложен алгоритм решения задачи, 

основанный на методе сбережений Кларка-Райта и 

процедуре нечеткого вывода Мамдани. Полученные 

результаты экспериментов подтверждают адекватность 

предложенных решений. 
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