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ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЛОГАРИФМА СЛОЖНОСТИ ЗАДАЧИ
КОММИВОЯЖЕРА

Аннотация

Проведен  статистический  анализ  сложности  индивидуальных  задач  коммивояжера,
определяемой  как  число  вершин  дерева  решений,  порожденного  алгоритмом  ветвей  и
границ.  Получены  приближенные  представления  зависимости  параметров
вероятностного  распределения  натурального  логарифма  сложности  от  размерности
задачи.  Линейная  зависимость  используется  для  построения  оценки  сверху  квантилей
натурального  логарифма  сложности  уровня  больше  0.5  и  снизу  для  квантилей  уровня
меньше  0.5.  Нелинейная  зависимость  параметра    нормального  распределения,
аппроксимирующего  распределение  натурального  логарифма  сложности,  и  линейная
зависимость  параметра    позволяют  получить  оценку  снизу  для  квантилей
натурального  логарифма  сложности  уровня  0.95.  Проведен  экспериментальный  анализ
качества полученных оценок,  показано,  что относительное отклонение предполагаемых
значений квантилей натурального логарифма сложности уровня 0.95 от выборочных не
превышает 0.3%  в случае размерности задачи от 45 до 50.
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THE ESTIMATIONS OF THE PARAMETERS OF THE DISTRIBUTION OF THE LOGARITHM
OF THE COMPLEXITY OF TSP

Abstract

The  complexity  of  the  individual  traveling  salesman  problem  was  analyzed  by  means  of
mathematical statistics. The complexity is defined as a number of nodes of the decision tree created
by the branch and bound algorithm. We obtained approximate representations for parameters of
probability  distribution  of  the  natural  logarithm  of  the  complexity.  These  representations  are
functions  of  the  dimension  of  the  problem.  The  linear  function  is  used  to  construct  the  upper
estimation for the quantiles of the natural logarithm of the complexity, in cases when the level of the
quantile is more than 0.5. We also applied this formula for the lower bound of the quantiles of levels
less  than  0.5.  Then  we  used  the  normal  distribution  with  the  parameters    and    as  an
approximation  of  the  distribution  of  the  natural  logarithm  of  the  complexity.  We  combined  a
nonlinear function for the parameter   and linear function for   and obtained a lower bound for
the  quantiles  of  the  level  0.95  of  the  natural  logarithm  of  the  complexity.  The  quality  of  the
estimations was analyzed by the experiment. In our experiment the sample’s quantiles of the level
0.95 differ from the estimation less than 0.3% in the case when the dimension of the problem in
range from 45 to 50.
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Введение
Исследуется сложность индивидуальноий  задачи

коммивояжера (TSP, traveling salesman problem), т.е.
число  порожденных  вершин  поискового  дерева
решениий  [1]  в  классическом  алгоритме,
реализующем  метод  ветвеий  и  границ  [2-8].  Эта
характеристика TSP не зависит от параметров ЭВМ,
на  котороий  решается  задача,  сложность  является
своий ством платежноий  матрицы задачи.

Сложность  рассматривается  как  случаий ная
величина,  для  определения  ее  вероятностного
распределения  используется  статистическая
обработка  результатов  вычислительного
эксперимента,  состоящего  в  решении  TSP с
матрицами  стоимостеий  размерности  n  от  25  до
50.  В  качестве  элементов  матрицы  стоимостеий
индивидуальноий  TSP использовались округленные
до  целых  нормально  распределенные
псевдослучаий ные  числа  с  параметрами  μ=104  и
σ=100 .  Для  каждого  n  от  25  до  50  объем

выборки  (число  экспериментов)  для  получения
статистически значимых результатов был выбран
равным 105 . 

Для  определения  возможного  типа
распределения  сложности  были  использованы
квантильные  коэффициенты  асимметрии  S  и
эксцесса T :

S=(E6
−2 E

4
+E

2)/ (E6
−E

2) ,

T=(E7
−E

5
+E

3
−E

1)/(E6
−E

2) ,

где  Ei=pi /8=F−1( i /8 ) ,  i=1,2,. .. ,7  октили

непрерывноий  функции  распределения  F ( x)  [9-
11].  Выборочные  квантильные  коэффициенты
асимметрии  и  эксцесса  вычисляются  по
аналогичным формулам, вместо Ei  используются
выборочные  квантили.  На  рис.  1  в  системе
координат ST (горизонтальная ось – квантильныий
коэффициент  асимметрии,  вертикальная  –
квантильныий  коэффициент эксцесса) изображены
кривые, соответствующие гамма, обратному гамма
и  логнормальному  распределениям,  а  также
звездочки,  соответствующие  экспериментальным
данным.  Звездочки  расположены  вблизи  линии
логнормального  распределения,  поэтому  в
качестве  приближения  распределения  сложности
будем  использовать  логнормальное
распределение.  Более  того,  поскольку
натуральныий  логарифм логнормальноий  случаий ноий
величины  распределен  нормально  [12],  то  будем
аппроксимировать  распределение  натурального
логарифма  сложности  нормальным
распределением,  аналогично  тому,  как  это  было
сделано  в  [13].  Выборочные  квантильные
коэффициенты  асимметрии  и  эксцесса
натурального  логарифма  сложности  принимают
значения  из  области,  близкоий  к  точке,
соответствующеий  нормальному  распределению,

что  также  свидетельствует  о  сходстве
распределения  натурального  логарифма
сложности с нормальным распределением. 

Отметим,  что  квантильные  коэффициенты
асимметрии  и  эксцесса  позволяют  подобрать
распределение,  более  точно  описывающее
распределение  выборки,  чем  традиционные
коэффициенты асимметрии и эксцесса [14-17].

Рис. 1. Квантильные коэффициенты асимметрии и
эксцесса

Приближение  распределения  натурального
логарифма  сложности  нормальным
распределением.

В  первом  приближении  будем  считать,  что
распределение  натурального  логарифма
сложности  является  линеий ным  преобразованием
стандартного нормального распределения:

lnC
n
≈Y=kN (0,1 )+b (1)

При этом преобразовании квантили случаий ноий
величины  Y  вычисляются  по  аналогичноий
формуле

qp
Y=kqp

N (0,1)+b .                           (2)

Наий дем  с  помощью  метода  наименьших
квадратов  k  и  b .  Значения  этих  параметров
выбираются  таким  образом,  чтобы  сумма
квадратов  отклонениий  квантилеий  логарифма
сложности  от  соответствующих  квантилеий
линеий ного  преобразования  стандартноий
нормальноий  случаий ноий  величины  была
минимальна:

∑ (qp*−(kqpN (0,1)+b))
2
→min ,

здесь  qp
*  — выборочные  квантили  уровня  p

натурального  логарифма  сложности,  qp
N(0,1)  —

квантили  уровня  p  стандартного  нормального
распределения.

Приравнивая к нулю производные левоий  части
по  параметрам  и  решая  полученную  систему
уравнениий , имеем

b=q*=
∑ qpi

*

N
,  k=

qN(0,1)q*

(qN (0,1))2 ,
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здесь qN(0,1)q*=
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Коэффициент  корреляции  вычисляется  по

формуле r=
qN (0,1 )q*

σ
1
σ

2
, где σ1

=√(q*)2−(q*)2 ,

σ2=√(qN (0,1))2−(qN(0,1))2=√(qN (0,1 ))2 ,  в  нашем

эксперименте  r>0. 99 ,  что  свидетельствует  о
тесноий  линеий ноий  стохастическоий  зависимости.

Значения  параметров  k  и  b ,  а  также
выборочных  среднего  и  среднеквадратического
отклонения (СКО) приведены в табл. 1.

Табл. 1 Параметры k  и b в сравнении со средним и
СКО

n

параметр
сдвига

b
выборочно
е среднее

коэффициен
т  масштаба

k СКО

25 6.024 6.023 0.832 0.831

30 6.917 6.917 0.928 0.930

35 7.794 7.796 1.026 1.027

40 8.673 8.674 1.110 1.111

45 9.538 9.540 1.200 1.202

50 10.412 10.414 1.281 1.280

 Построенная  по  формуле  (1)  случаий ная
величина  Y  распределена  нормально  с
параметрами  b  и  k ,  поэтому в качестве
приближенных  значениий  параметров  k  и  b
можно  использовать  выборочные  среднее  и
среднеквадратическое отклонение. Относительное
отклонение  параметра  k  от  выборочного СКО в
нашем  вычислительном  эксперименте  при  n  от
25  до  50  не  превышает  0.5%,  а  относительное
отклонение  параметра  b  от  выборочного
среднего не более 0.05%. 

Поскольку  распределение  логарифма
сложности в первом приближении можно считать
нормальным  с  параметрами  μ  и  σ ,  построим
доверительные интервалы для  μ  и  σ .  В табл. 2
приведены  доверительные  интервалы  для
математического  ожидания  и
среднеквадратического  отклонения,  построенные
по  выборкам  объема  100000,  10000,  1000  и  500.
При каждом n  от 25 до 50 выборка натурального
логарифма  сложности  была  разбита  на  серии  по
10000,  1000  и  500  соответственно.  Для  каждоий
серии  вычислялись  границы  доверительных
интервалов.  В  табл.  2  приведены  для  выборок
объема   10000,  1000  и  500,  наименьшие  из
вычисленных  левых  границ  и  наибольшие  из
правых.

Отношение длины доверительного интервала к
точечноий  оценке параметра (середина интервала)

δ
x
=
xправ−x лев

(xправ+ xлев)/2
100 %  при  n  от  25  до  50

принимает значения, не превосходящие указанных
в таблице 3.

Табл. 2 (Часть 1) Доверительные интервалы
математического ожидания и СКО

объем
выборки 100000 10000

n 

доверитель-
ный

интервал
среднего

доверител
ь-ный

интервал
СКО

доверитель-
ный

интервал
среднего

доверитель-
ный

интервал
СКО

25 6.02 6.03 0.83 0.83 5.99 6.06 0.81 0.85

30 6.91 6.92 0.93 0.93 6.89 6.95 0.91 0.95

35 7.79 7.80 1.02 1.03 7.76 7.82 1.01 1.05

40 8.67 8.68 1.11 1.11 8.64 8.71 1.09 1.14

45 9.53 9.55 1.20 1.21 9.51 9.57 1.18 1.23

50 10.41 10.42 1.28 1.28 10.37 10.46 1.25 1.31

Табл. 2 (Часть 2) Доверительные интервалы
математического ожидания и СКО

 n 

доверитель-
ный интервал

среднего

доверитель-
ный

интервал
СКО

доверитель-
ный

интервал
среднего

доверитель-
ный

интервал
СКО

25 5.88 6.13 0.76 0.90 5.86 6.17 0.72 0.94

30 6.79 7.07 0.86 1.03 6.69 7.11 0.78 1.06

35 7.68 7.95 0.93 1.16 7.62 7.99 0.90 1.21

40 8.52 8.81 1.02 1.25 8.46 8.88 0.96 1.28

45 9.41 9.71 1.10 1.31 9.30 9.81 1.05 1.37

50 10.22 10.59 1.16 1.39 10.16 10.66 1.12 1.47

Табл. 3 Отношение длины доверительного интервала к
его середине

n  , %  , %

100000 0.2 0.7

10000 1 6

1000 4 20

500 6 30

Доверительные интервалы будем использовать
для  построения  двусторонних  оценок  квантилеий
распределения  сложности.  Так,  для  построения
оценки сверху квантилеий  уровня более 0.5 возьмем
правые границы доверительных интервалов  μ  и
σ ,  а  для  нижнеий  оценки  применим  левые

границы.  Ввиду того  что  точность интервальных
оценок быстро ухудшается с уменьшением объема
выборки,  будем  использовать  интервальные
оценки для выборки объема 100000.

Зависимость  параметров  μ  и  σ  от
размерности задачи. Прогноз квантилей

Построим  приближение  зависимости  от
размерности  TSP параметров  нормального
распределения, аппроксимирующего натуральныий
логарифм  сложности.  В  первом  приближении
будем  считать  зависимость  обоих  параметров  от
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n  линеий ноий :
ban  fdn  ,  (3)

что  в  соответствии  с  (1)  приводит  к  такому
представлению  натурального  логарифма
сложности:

lnC
n
≈dn+ f + (an+b )N (0,1 ) ,                    (4)

где  N (0,1 )  стандартное  нормальное
распределение.

Значения  параметров  a ,  b ,  d  и  f ,
полученные  методом  наименьших  квадратов,
приведены в табл. 4. 

Табл. 4 Параметры a , b , d  и f
n a b d f

25-35 0.020 0.341 0.177 1.604

25-40 0.019 0.358 0.176 1.621

25-45 0.018 0.377 0.176 1.631

25-50 0.018 0.392 0.176 1.644

Здесь  для  определения  параметров
использованы  выборочные  среднее  и
среднеквадратическое  отклонение,  вычисленные
для выборок натурального логарифма сложности
при n  от 25 до m , где m от 35 до 50. 

Как  видно  из  таблицы,  значения  параметров
a , b , d  и f  зависят от диапазона используемых

размерностеий  задачи,  так  что  прогноз  получится
не очень точным, но его можно использовать для
приблизительноий  оценки квантилеий  натурального
логарифма сложности.

Воспользуемся  представлением  (4)  для
прогноза квантилеий  логарифма сложности: 

q
p

lnCn≈dn+ f +(an+b )q p
N ( 0,1)                     (5)

здесь  qp
N(0,1)  — квантили  уровня  p

стандартного нормального распределения,  q
p

lnCn

— выборочные квантили логарифма сложности. 

Табл. 5 (Часть 1) Квантили натурального логарифма
сложности
уровень квантилеий

N 0.5 0.25 0.5

тип в т1 т2 в т1 т2 в т1

41 6.99 6.97 6.98 8.09 8.07 8.07 8.84 8.84

42 7.12 7.11 7.13 8.25 8.23 8.24 9.02 9.01

43 7.30 7.26 7.28 8.41 8.40 8.40 9.19 9.19

44 7.43 7.40 7.42 8.57 8.56 8.57 9.36 9.36

45 7.58 7.54 7.57 8.73 8.72 8.73 9.53 9.54

46 7.73 7.69 7.72 8.90 8.89 8.90 9.71 9.72

47 7.88 7.83 7.87 9.07 9.05 9.06 9.89 9.89

48 8.02 7.98 8.02 9.22 9.21 9.23 10.05 10.07

49 8.19 8.12 8.17 9.39 9.37 9.39 10.24 10.24

50 8.32 8.27 8.32 9.54 9.54 9.56 10.40 10.42

Оценим качество прогноза, вычисляя квантили
натурального  логарифма  сложности  по  (5)  с

параметрами,  вычисленными  по  данным
эксперимента  при  n  от  25  до  40,  и  сравнивая
предполагаемые значения квантилеий  при n  от 41
до 50 с полученными экспериментально (см. табл.
5). 

Табл. 5 (Часть 2) Квантили натурального логарифма
сложности

уровень квантилей

N 0,5 0.75 0.95
тип т1 т2 в т1 т2 в т1 т2

41 8.84 8.84 9.61 9.60 9.60 10.72 10.71 10.69

42 9.01 9.01 9.79 9.79 9.78 10.92 10.91 10.90

43 9.19 9.19 9.98 9.98 9.97 11.11 11.12 11.10

44 9.36 9.36 10.17 10.17 10.16 11.32 11.33 11.30

45 9.54 9.54 10.35 10.36 10.35 11.54 11.54 11.51

46 9.72 9.72 10.54 10.55 10.53 11.74 11.74 11.71

47 9.89 9.89 10.73 10.74 10.72 11.94 11.95 11.91

48 10.07 10.07 10.90 10.92 10.91 12.12 12.16 12.12

49 10.24 10.24 11.09 11.11 11.10 12.33 12.36 12.32

50 10.42 10.42 11.27 11.30 11.28 12.54 12.57 12.52

В  таблице  строка  «тип»  показывает,  как
вычислено  значение  квантилеий ,  «в»  обозначает
выборочные  квантили,  «т1»  —  квантили,
полученные по формуле (5).

Заметим, что представление (5) с параметрами,
вычисленными  по  выборкам  натурального
логарифма сложности  TSP размерностеий  n  от 25
до  40,  дает  несколько  завышенное  значение
квантилеий  уровня 0.95 при n  больше 47. В связи с
этим  рассмотрим  альтернативное  представление
зависимости  параметра  σ  от  n ,  для  этого
получим  методом  наименьших  квадратов
параметры  линеий ноий  зависимости  натурального
логарифма σ  от натурального логарифма n :

ln σ≈a lnn+b ,
откуда

σ≈ebna=hna , (6)
что  приводит  к  такому  представлению
натурального логарифма сложности:

lnCn≈dn+ f +hn
aN (0,1 ) ,                (7)

откуда

C
n
≈edn+f +hn

aN (0,1) .

Этому  представлению  можно  придать  такоий
вид: 

Cn≈ Aedn+θ (n) , θ (n)=hna N (0,1) , A=e f ,

где  значения  параметров,  наий денные  методом
наименьших  квадратов,  равны  соответственно
a=0.627 ,  h=0.11 ,  � =0.175 ,  � =1.658 ,
A=5. 25 .

Воспользуемся  представлением  (7)  для
прогноза квантилеий  логарифма сложности: 

q
p

ln Cn≈dn+ f +hnaqp
N (0,1 ) . (8)

При фиксированном  n   от 40 до 50 квантиль
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уровня 0.95 по формуле (8) несколько меньше, чем
по  (5),  при  этом  выборочные  квантили
оказываются ближе к квантилям (8)  (см.  табл.  5,
квантили, вычисленные по формуле (7) находятся
в столбцах, помеченных «т2»).

Из  табл.  5  видно,  что  при  n  больше  45  по
формуле  (5)  получаются  завышенные  оценки
(столбцы  «т1»),  поэтому  предлагается  для
прогноза сложности при больших n  использовать
формулу  (8)  как  нижнюю  оценку  квантилеий
логарифма  сложности,  а  (5)  считать  оценкоий
сверху.  Разность  этих  оценок  увеличивается  с
ростом n , так, при n=50  эта разность составляет
около  0.4%  от  полусуммы  нижнеий  и  верхнеий
оценок, а при n=100  достигает 2%.

Результаты
Получены приближенные представления (3)  и

(6)  зависимости  параметров  вероятностного
распределения сложности от размерности задачи,
на их основе построены оценки (5) и (8) квантилеий

вероятностного  распределения,
аппроксимирующего распределение натурального
логарифма сложности. Относительное отклонение
предполагаемых значениий  квантилеий  уровня 0.95
от  выборочных  не  превышает  0.3%  в  случае
размерности задачи от 45 до 50.

Заключение
На основе  статистического анализа сложности

индивидуальных  задач  коммивояжера  получены
оценки  (5)  и  (8)  квантилеий  натурального
логарифма  сложности.  Эти  представления
позволяют  делать  двусторонние  оценки
квантилеий  уровня  0.95  для  задач  размерности
больше  50,  которые,  в  свою  очередь,  могут быть
использованы  для  прогнозирования  машинного
времени,  требующегося  для  решения  TSP
размерности больше 50.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ
№16-07-160.
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