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Аннотация

В работе содержатся новые результаты по спектральным методам решения некорректно
поставленных  задач на  примере  задачи  Коши  для  параболического  уравнения.  В  работе
предложен  метод  регуляризации  решения  обратной  задачи.  Регуляризованное  уравнение
получается за счет введения в уравнение теплопроводности биквадратного лапласиана с
коэффициентом,  равным  параметру  регуляризации.  Это  позволяет  получить
регуляризованное  решение  данной  задачи  в  виде  спектрального  ряда,  который  хорошо
сходится. Показано,  что если решение исходной задачи существует, то разность между
спектральными разложениями исходного и регуляризованного решений стремится к нулю
при стремлении параметра регуляризации к нулю в пространстве функций, суммируемых с
квадратом.  Используя результаты по спектральной теории В.А. Ильина [4], [5].  Получены
некоторые оценки для  разности точного и регуляризованного решений.
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Abstract

The paper contains new results on spectral methods for solving ill-posed problems using the example
of  the  Cauchy problem for  a  parabolic  equation.  A  method for  regularizing the  solution of the
inverse problem is proposed. We obtain regularized equation by introducing into the heat equation
a biquadratic Laplacian with a coefficient equal to the regularization parameter. This allows us to
obtain a regularized solution as a well converging spectral series. It is shown that if the solution of
the original problem exists, then the difference between the spectral expansions of the initial and
regularized solutions tends to zero when the regularization parameter tends to zero in the space of
square  summable  functions.  Using  the  results  of  the  spectral  theory  of  V.A.  Ilyin  [4],  [5].  Some
estimates are obtained for the difference between the exact and regularized solutions.

Keywords

Regularization;  Cauchy  problem;  ill-posed  problem;  spectral  theory;  heat  equation;  Fourier
transform.

Введение
В классическом труде И. Ньютона «Philosophiae

Naturalis Principia Mathematica» были разработаны
математические методы,  позволяющие  не только
объяснять  физические  явления,  но  и
предсказывать их.

После  появления  этоий  монографии  сложилось
убеждение,  что  все  физические  проблемы,
записанные в математическоий  форме, могут быть
решены путем прямых вычислениий .

Двумя  столетиями  позже  стало  ясно,  что
существуют проблемы, решение которых прямыми

математическими  методами  встречает  серьезные
затруднения.

В  1917  г.  Жак  Адамар,  выступая  в  Цюрихе  на
конгрессе  Швеий царского  математического
общества,  утверждал,  что  граничная  задача  для
дифференциального  уравнения  с  частными
производными  правильно  поставлена,  если
решение  этоий  задачи  существует  и  является
единственным  (cм.  [1]).  В  качестве  неправильно
(некорректно)  поставленноий  задачи  он  привел
своий  знаменитыий  пример  задачи  Коши  для
уравнения Лапласа (см.  [6],  [12]):  решение может
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не  существовать  даже  для  сколь  угодно  гладких
граничных данных. Как следствие, в случае, когда
это решение существует, оно не может непрерывно
зависеть  от  граничных  данных,  в  то  время  как
решение  каждоий  правильно  поставленноий
физическоий  задачи  должно  непрерывно  зависеть
от результатов измерениий  (см. [3], [9], [14]).

1. Рассмотрим обратную задачу для уравнения
теплопроводности  в  произвольноий  области  Ω
пространства  ℝ n . Для этого в области Ω⊂  ℝ n

рассмотрим уравнение
∂u( x ,t )
∂ t

=Δu ( x , t ) , x∈Ω , t<0            (1)

с начальными условиями (задача Коши)
 xxxu ),()0,(                       (2)

и  каким-либо  самосопряженным  граничным
условием.

Пусть  {v k( x )}k=1
∞

 –  полная

ортонормированная  система  собственных
функциий  оператора  Лапласа,  удовлетворяющих
задаче

−Δv k( x )= λk vk( x ) , x∈Ω
и соответствующим самосопряженным граничным
условием.

Тогда решение задачи (1)  –  (2)  имеет вид (см.
[6])

u( x ,t )=∑
k=1

∞

ϕk e
− λk t vk ( x ) ,

где ϕk=(φ ,vk ) .
Как  указывалось  во  введении,  эта  задача

является некорректно поставленноий . Поэтому для
решения  этоий  задачи  мы  применим  метод
регуляризации.  Основная  идея  метода
регуляризации заключается в подходящеий  замене
уравнения путем введения малого параметра  
(т.е. за счет увеличения гладкости решения). С этоий
целью рассмотрим для малых значениий  параметра

0  следующее регуляризованное уравнение:
∂u(x ,t )
∂ t

=Δu(x ,l)+αΔ2u(x , t) , x∈Ω ,t<0  (3)

Регуляризированная  задача  уже  является
корректно  поставленноий  для  любого  α>0 .

Следовательно,  для  любого  α>0  решение  u
этоий  задачи  может  быть  наий дено  с
использованием  стандартных  вычислительных
процедур.  Вопрос  заключается  в  том,  насколько

u  отличается от точного решения. Для ответа на
этот вопрос следует рассмотреть два случая.

Если  точное  решение  исходноий  задачи
существует, то регуляризованное решение u  для
подходящего  α>0  представляет  собоий
приемлемую аппроксимацию точного решения.

Если  исходная  задача  не  имеет  решения
(возможно,  из-за  неточных  граничных  или

начальных  данных),  то  u  аппроксимирует
функцию,  которая  могла  бы  быть  решением  в
случае  уточнения  граничных  или  начальных
данных путем их малого изменения.

В  обоих  случаях  u  может  дать  полезную
информацию  о  физических  явлениях,
математические  модели  которых  изучаются  (см.
[6], [7]).

Решение  уравнения  (3)  можно  представить  в
следующем виде (с помощью ряда Фурье):

uα (x , t )=∑
k=1

∞

(φ , vk )e
(αλk

2−λ k )t vk ( x ).

Следовательно, в силу равенства Парсеваля

∫
Ω
|uα (x , t )−u( x ,t )|

2 dx

=∑
k=1

∞
|(φ ,vk )|

2e
2 λk|t|[1−e

−αλk
2|t|]2.

При  определенных  условиях  можно  ожидать
выполнения равенства

2

0 0
lim | ( , t) ( , t) | 0.u x u x dx 



          (4)

Требуется  доказать  справедливость  равенства
(4)  для  функциий  φ ,  коэффициенты  Фурье
которых удовлетворяют условию

∑
k=1

∞

|(φ ,vk )|
2e

2 λkT <+∞                (5)

при некотором значении −T≤t<0  (см. [2]).
Доказательство. Фиксируем  −T≤t<0 ,  тогда

предполагаем,  что  условия  (5)  выполняется.  По
теореме Веий ерштрасса

|(φ , vk )|
2e

2 λk|t|[1−e
−αλk

2 t]2≤|(φ ,vk )|2 e2λkT .
Ясно, что

0≤[1−e−αλk2|t|]
2

<[1−e−αλ
k
2T ]

2

<1
и получаем справедливость неравенства (5).

Теперь рассмотрим

∑
k=1

∞

|(φ , vk )|
2e

2 λk|t|[1−e
−αλk

2|t|]2=

=∑
k=1

N

|(φ ,vk )|
2e

2λ
k
|t|[1−e−αλk2|t|]

2

+

= ∑
k=N+1

∞

|(φ ,vk )|
2 e

2λk|t|[1−e−αλk2|t|]
2

.

      (6)

Для любого  0  мы выберем число  N  так,
чтобы при Nn 

∑
k=N+1

∞

|(φ ,vk )|
2 e

2 λk|t|[1−e−αλk2|t|]
2

<
ε
2

.

Поскольку  по  абсолютноий  величине  вторая

сумма  будет  меньше  
ε
2 ,  и  ряд  сходится

равномерно по α  и по t ,  то
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∑
k=1

∞

|(φ ,vk )|
2 e

2 λk|t|[1−e−αλk2|t |]
2

<∑
k=1

N

|(φ ,vk )|
2e

2 λ
k
|t|[1−e−αλk2|t|]

2

+ ε
2

.

А  для  первоий  суммы  в  (6)  того  же  можно
добиться  за  счет  малости  параметра  )0(  ,
так как число слагаемых в этоий  сумме равно N  и
потому  вся  сумма  стремится  к  нулю  при  0 .
Таким образом

lim
α→0+0
∫
Ω
|uα( x , t )−u( x ,t )|

2dx

≤∑
k=1

N

lim
α→0+0

|(φ , vk )|
2e

2 λk|t|[1−e
−αλk

2|t|]2+ ε
2
<ε ,

где 0  и сумма равна 0 при 00  .
Так как

0≤ lim
α→ 0+0
∫
Ω
|uα( x , t )−u( x ,t )|

2dx

≤ lim
α→0+0
∫
Ω
|uα( x ,t )−u ( x , t )|

2dx<ε ,

то, если решение задачи (1) – (3) существует, и при
определенных  условиях  можно  ожидать
выполнения равенства

lim
α→0+0

∫
Ω
|uα (x , t )−u (x , t )|

2dx=0.

Следовательно,  справедливость  равенства  (4)
доказана.

2. Пусть  Ω∈ ℝ n  ограниченная  область  и

пусть  }{ k  и  )}({ xvk  собственные  значения  и
собственные функции следующеий  краевоий  задачи:

.0,),()(  kkkk vxxvxv 
Рассмотрим  для  T>0  уравнение

теплопроводности

,0,, 



tTuu
t

u
            (7)

с начальным и граничным условиями
.0),()0,(  uxxu                  (8)

Решение

u( x ,t )=∑
k=1

∞

(φ ,vk ) e
− λk t vk ( x ).           (9)

Регуляризованное решение имеет вид

uα (x , t )=∑
k=1

∞
(φ ,vk ) e

−λk t+αλk
2 t
vk ( x ).     (10)

Задача  состоит  в  том,  чтобы  оценить  при
−T≤t≤0  следующие суммы:

R
α
(x , t , φ )≡u(x , t )−u

α
( x ,t )=

=∑
k=1

∞
(φ , vk ) e

− λk t[1−eαλk2 t ] vk( x ) .       (11)

Можем переписать (11) в следующем виде:
R
α
( x ,t ,φ )=

=∑
k=1

∞
(φ,vk ) e

λkT e
−(T+ t )λ

k [1−e−αλk2 t] vk (x ).
    (12)

Предположим, что решение u( x , t)  существует
для −T≤t≤0  и положим

f ( x)=u ( x,−T ).
Таким образом, в соответствии с (9),

( f , v k)=(φ ,v k) e
λkT .

Предположим,  что  )(0,
2  lWf ,  т.е.  f ∈W2

l

(ℝn) и 0)( xf  для x . Хорошо известно (В.А.
Ильин [4, 5]), что

.||||const|),(| 2

1

2

2
lW

l
k

k
k fvf 





             (13)

Таким образом, если )(0,
2  lWf , то

∑
k=1

∞

|(φ ,vk )|
2e

2 λkT λk
l ≤C||f||

W2
l

2 .            (14)

Следовательно, что при Tt 
R
α
(x ,−T ,φ )=

=∑
k=1

∞
(φ , vk) e

λkT [1−e−αλk2T ] vk ( x ) .          (15)

Таким образом, в силу равенство Парсеваля,
||Rα (x ,−T ,φ)||2 =

=∑
k=1

∞
|(φ ,v

k
)|2 e

2 λkT [1−e−αλk2T ]
2

.
          (16)

Понятно, что для любого 10,  ,

1−e
−αλk

2T
≤Cτ (αλk

2T )τ .
Таким образом,

||Rα ( x ,−T ,φ )||2≤

≤C2α2 τ∑
k=1

∞
|(φ ,vk)|

2e
2 λkT λk

4 τ ,         (17)

и, согласно (14),
||Rα (x ,−T ,φ )||≤Cα τ||f ||

W2
4 τ .          (18)

Таким  образом,  мы  доказали  следующую
теорему.

Теорема  1. Пусть 0≤τ≤1 .  Если

u( x ,−T )∈W 2
4 τ ,0(Ω ) ,  то  существует  константа  

C>0 , такая что
||u (x ,−T )−u

α
(x ,−T )||

L2

≤Cα τ||u( x ,−T )||
W

2
4 τ .

               (19)

3. Отметим,  что  в  теореме  1 можно  считать
τ≤1 .  В  случае,  если  τ>1 ,   то  из  оценки  (19)

следует,  что  f≡0  в  Ω .  Это  явление называется
насыщением. Справедлива

Теорема  2. Предположим,  что  оценка (19)
справедлива для некоторого τ>1 . Тогда u( x , t )≡0
для x  и −T≤l≤0 .

Доказательство. Пусть  оценка  (19)
справедлива для некоторого τ>1 . Тогда, согласно
(16), мы получим

∑
k=1

∞
|(φ ,vk)|

2 e
2 λkT [1−e−αλ

k
2T ]2≤Cα 2 τ .
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Таким  образом,  для  любого  натурального  N
имеем

∑
k=1

N

|(φ , v
k
)|2 e

2 λkT [1−e−αλ
k
2T ]2≤Cα 2 τ

и

∑
k=1

N

|(φ , v
k
)|2 e

2 λkT [1−e−αλk2Tα ]
2

≤Cα2 (τ−1 ) .     (20)

Следует отметить, что lim
α→0

1−e
−αλk

2 T

α
=λk

2T .

Тогда, в пределе при 0  получаем из оценки
(20) неравенство

T2∑
k=1

N

|(φ , v
k
)|2 e

2Tλk λk
4≤0.

Таким образом, 
(φ ,v

k
)=0 , k=1,2,… ,N .

Так как N  произвольно, то
(φ , v

k
)=0 , k=1,2,…                       (21)

Поскольку  система  ортонормированных
функциий  {vk(x )}  полна, то в силу (21) получаем,

что φ (x )≡0 , и, в соответствии с (9), u( x , t )≡0 .
Теорема 2 доказана.
4. Если функция

f ( x)=u ( x,−T )                             (22)
принадлежит  классу  Соболева  с  более  высоким
показателем  гладкости,  то  можно  получить
равномерную  оценку  разности  между  точным
решением и регуляризированным.

Именно, справедливо следующее утверждение.
Теорема  3. Пусть 0<τ<1 .  Если  функция f ,

определенная  равенством (22),  принадлежит

пространству W 2
l ,0(Ω) , где

l≥n
2
+4 τ ,                                      (23)

то  выполняется  равномерная  на  каждом
компакте K⊂Ω  оценка:

uα ( x ,−T )=u (x ,−T )+O (α
τ) .             (24)

Вначале докажем следующую лемму.
Лемма 1.  Пусть 0≤τ≤1  и пусть 42  nl .

Тогда  равномерно  на  каждом  компакте  K⊂Ω
выполняется оценка

∑
k=1

∞ [1−e−αλk2T ]
2

λk
− l|vk (x )|

2≤CK α
2 τ .         (25)

Доказательство. Воспользуемся  следующими
равномерными  на  любом  компакте  K⊂Ω
оценками (см. В. А. Ильин, [4], [5]):

∑
λk≤λ

|vk( x)|
2

λ
k
n/2−ε

≤C K λ
ε                          (26)

и

∑
λk≥λ

|vk( x)|
2

λ
k
n/2+ε

≤C K λ
−ε ,                        (27)

справедливыми при ε>0  для любого λ≥1 .
Положим

λ= 1
√α

.

Заметим, что при  α>0  и  λk>0  выполняются
следующие оценки:

1−e
−αλk

2T
≤αλk

2T
и

1−e
−αλk

2T
≤1.

Воспользовавшись при   k  первоий  из этих

оценок, а при  k  второий , получим

∑
k=1

∞ [1−e−αλk2 T]
2

λk
−l|v k( x )|

2=

=∑
λ
k
≤λ

[1−e−αλ
k
2T ] 2 λk−l|vk ( x)|2 +

+∑
λ
k
>λ

[1−e−αλk2T ]
2

λk
−l|vk( x )|

2≤

≤∑
λ
k
≤λ

(αλk
2T )2 λk

−l|v k(x )|
2+∑

λ
k
> λ
λk
−l|v k( x )|

2=S1+S2.

Для  оценки  суммы  S1  применим  (26)  при

ε=4−4 τ>0 . В результате получим

S
1
=α2T2 ∑

λk≤ λ

|vk (x )|
2

λ
k
n/2+ 4−4 τ

≤Cα2 λ4−4 τ
=

=Cα2α2 τ−2=Cα2 τ .
Для  оценки  суммы  S2  применим  (27)  при

ε=4 τ>0 . В результате получим

S
2
=∑

λk> λ

|vk( x)|
2

λ
k
n /2+ 4 τ

≤Cλ−4 τ=Cα2 τ .

Отсюда следует требуемая оценка (25).
Лемма 1 доказана.
Доказательство  теоремы  3. Согласно

равенству (15), мы можем записать
u (x ,−T )−uα( x ,−T )=

=∑
k=1

∞
(φ ,vk ) e

λkT [1−e−αλk
2T ] vk ( x ).

            (28)

Применим к сумме в правоий  части неравенство
Коши-Буняковского:                                                

|u( x ,−T )−u
α
(x ,−T )|≤ (29)

≤(∑
k=1

∞

|(φ ,vk)|
2e

2 λkT λk
l )

1 /2(∑
k=1

∞ [1−e−αλ
k
2T ] 2λk−l|v k( x )|

2)
1 /2

.

Далее  воспользуемся  оценкоий  (14),  в
результате получим

|u (x ,−T )−u
α
( x ,−T )|

≤C||f ||
W2

l (∑
k=1

∞ [1−e−αλk2T ]
2

λk
−l|vk ( x )|

2)
1 /2

.
      (30)

Остается  заметить,  что,  согласно  лемме  1,
выполняется оценка
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(∑
k=1

∞ [1−e−αλk2T ]
2

λk
−l|vk ( x )|

2)
1 /2

=O(α τ ) .   (31)
В таком случае, из (30) и (31) следует требуемая

оценка (24).
Теорема 3 доказана.
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