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Введение 

Применение при моделировании динамики сложных систем стохастических 
дифференциальных уравнении̮ (СДУ) представляет подход, позволяющии̮ решить многие задачи: 
технические, экономические и др. В большинстве существующих подходов применяются методы, 
позволяющие получить решение-траекторию путем сведения задач большои̮ размерности к серии 
задач меньшеи̮ размерности [1-3], [1-6], также исследовались стохастические дифференциальные 
уравнения бесконечного порядка [11]. Дифференциальные уравнения бесконечного порядка 
рассматривались в работах А.Н.Тихонова [12], К.П. Персидского [10], О.А. Жаутыкова [15-16], Ю.Ф. 
Коробеи̮ника [7], М.А. Красносельскии̮ [8] и другие. Также большои̮ интерес представляют работы в 
области сингулярно возмущенных дифференциальных уравнении̮: А.Н.Тихонова [13], А.Б. 
Васильевои̮ [14], С.А. Ломова [9] и другие. 

В даннои̮ работе предлагается алгоритм построения асимптотических решении̮ 
сингулярно возмущенного стохастических дифференциального уравнения бесконечного порядка и 
исследуется вопрос о существовании и единственности его решения. 

1. Cингулярно возмущенное стохастичекое уравнение бесконечного порядка 

Рассмотрим сингулярно возмущенное стохастическое дифференциальное уравнение 
1 exp 1 = ( , ) ( , ) ,t

t t t
dX

b t X t X W
dt

         
  

                                      (1) 

где  tX - состояние системы в момент времени t , функции ( , ) ,tb t X R ( , ) ,tt X R    а tW -мерныи̮ 
белыи̮ шум, (0,1]    - малыи̮ параметр.  
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Уравнение (1) можно представить в виде стохастического дифференциального уравнения 
бесконечного порядка: 
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           (2) 

но, с другои̮ стороны, уравнение (1) можно записать таким образом, что оно будет конечно-
разностным: 

( ) ( , ) ( , ) ,t
t t t

X t b t X t X W





                                                                (3) 

где 1   - сдвиг во времени.   
Если в этом уравнении формально устремить величину 0,   то уравнение (3) переходит 

в уравнение  

( , ) ( , ) ,t
t t t

X
b t X t X W

dt
                                                                         (4) 

которое будем называть вырожденным. 
Для удобства перепишем уравнение (1) в виде: 
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Для уравнения (5) сформулируем задачу Коши: 
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                                                                 (6) 

где 1nX l  - числовая последовательность, определяющая начальное состояние системы. 
Задача Коши (6) является задачеи̮ с малым параметром (      1   )   при старших производных 

и поэтому ее можно отнести к классу сингулярно возмущенных задач, так как при формальном 
устремлении 0   (6) порядок дифференциального уравнения понизится, задача станет 
вырожденнои̮ и переопределеннои̮; в связи с этим встанет о выборе начальных условии̮ для 
вырожденнои̮ задачи.  

Для уравнения (6) сформулируем вырожденную задачу Коши: 

0 0

0,
(0) ,
tLX

X X
 







                                                        (7) 

где 0X R  - деи̮ствительная величина, определяющая начальное состояние системы. Таким 
образом, возникает вопрос о построении асимптотического решения задачи (6) и о выборе 
начальных условии̮ для вырожденнои̮ задачи (7). 

2. Усечение сингулярно возмущенного стохастического дифференциального уравнения 

Если в   уравнении (5) ограничится конечным порядком  1,m   тогда  его можно записать 
таким образом: 

( , ) 0,   ;m
m t m mL X t L L L                                                                      (8) 
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Для уравнения этого уравнения сформулируем задачу Коши: 

0

( , ) 0,
, 0,1, ,
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m t
n m m

n

L X t
D X X n m

  


  


                                                                    (9) 

где m
nX R  - m деи̮ствительных чисел, определяющих начальное состояние системы. 

Для уравнения (8) сформулируем вырожденную задачу Коши: 
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где 0X R  - деи̮ствительная величина, определяющая начальное состояние системы. Будем 
считать, что данная задача совпадает с задачеи̮ (7). 

Задача Коши (9) является задачеи̮ с малым параметром ( 1)   при старших производных 
и поэтому ее можно отнести к классу сингулярно возмущенных задач, так как при формальном 
устремлении 0   (9) порядок дифференциального уравнения понизится, задача станет 
вырожденнои̮ и переопределеннои̮; в связи с этим встанет о выборе начальных условии̮ для 
вырожденнои̮ задачи.  

Таким образом, возникает вопрос о построении асимптотического решения задачи (9) и о 
выборе выборе начальных условии̮ для вырожденнои̮ задачи (7), (10).  

3. Формализм построения асимптотического решения задачи Коши для СДУ 

3.1. Разложение по малому параметру 
Будем искать формальное решение tX задачи Коши (6) в виде такого асимптотического 

ряда: 

0 ( ),k
t t t k tk tkX X X X X

                                                           (11) 
что его частичная сумма  

0
( )

j
k

j t tk tk
k

X X X


    

будет удовлетворять неравенствам для решения задачи (6) 
0

1
[ , ]max | |
A A

j
t t t j tX X M   
     

а также аналогичным неравенствам для краевых условии̮ данных задач, где ,M  и 1,   -
положительные постоянные, независимые от t и .   Тогда для tX  асимптотическое решение будет 
иметь вид: 

0
( ) ( ),

j
k

t tk tk j
k

X X X Z t


    

где 1( ) ( )j
j jZ t z t  - погрешность асимптотического приближения решения tX  частичнои̮ суммои̮ 

j tX     

( ) .j t j tZ t X X   
Здесь ( , )tX t   - регулярная часть разложения, a ( , )tX   - пограничная функция, 

описывающии̮ поведение решения на  0 0[0, ], 0.t t t   Для пограничнои̮ функции ( , )tX    здесь 
введена новыая независимая (''растянутая'') переменная / .t   

Кроме того, будем предполагать возможность разложения функции ,b   в виде сходящихся 
рядов в окрестности точки 0t   

0 0( ) , ( ) ,k k
k k k kb t b t    
                                           (12) 

 0 0( ) , ( ) .k k
k k k kb b      
                                            (13) 

3.2. Члены асимптотики 
Подставим разложения (11)-(13) в уравнение и краевые условия задачи Коши (6) и 

приравняем члены, стоящие при одинаковых степенях ,   таким образом, чтобы получить краевые 
задачи для определения членов разложения (11) соответствующей задачи. 

При этом на пограничную функцию tkX  мы накладываем такие дополнительные 
условия, которые обеспечивают стремление этой функций к нулю вне пограничного слоя, т. е. 

0, 0,1, 2,...tkX k    при 0  и фиксированном .t  
В нулевом приближении мы получим систему такого вида: 

0

0 0

= 0,
(0) = ,
t

t

LX
X X





                             (14) 
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которая совпадает с задачей (7).  
В первом приближении система выглядит так: 

2
1 0

1

1 1

1

1= ,
2!
= 0,

( (0) (0)) = ,
( ) 0,

= 0,1,2,

t t

t
n

t t n

t

LX D X

L X
D X X X

X
n






 



 
  

 

                                              (15) 
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В случае 1k   для задач (6) мы получим системы уравнений и дополнительные условия 
для нахождения такого вида: 
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Таким образом, описанный алгоритм позволяет найти асимптотическое решение задач (6) 
для любого порядка .j  

Аналогичные выкладки можно провести для задачи Коши (9). В нулевом приближении мы 
получим систему такого вида: 
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которая совпадает с задачей (7). В первом приближении система выглядит так: 
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В случае 1k   для задач (9) мы получим системы уравнений и дополнительные условия 
для нахождения такого вида: 
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где при k m  

=1

1= ,
!

km p m
k t k pp
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4.     Заключение

В  данной   работе  представлен  алгорйтм  построенйя  асймптотйческйх  решенйй 
сйнгулярно  возмущенного   стохастйческйх   дйфференцйального   уравненйя   бесконечного
порядка.  На  основе  этого  алгорйтма  ймеется  возможность  нахожденйя  асймптотйческого
прйблйженйя  решенйя  задачй  Кошй  для  сйнгулярно  возмущенного  стохастйческйх

дйфференцйального  уравненйя как  бесконечного  порядка,  так  й  конечного  порядка   m,  что
позволяет  в  дальней шем  прйменйть чйсленные алгорйтмы для прйблйженного пойска решенйя
такйх уравненйй .
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