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Abstract

Most of the problems of discrete optimization belong to the class of NP-complete problems. This means 
that algorithms that can find their exact solution, in general, can work with exponential complexity rela-
tive to the length of the input data. Thanks to progress, today there are technologies that have not yet been 
widely used to implement applied optimization methods. Among these technologies is GP GPU (General 
Purposed Graphical Processing Unit). The application of this technology to well-known algorithms can 
help to achieve greater efficiency. The purpose of this paper is to investigate the possibilities of using par-
allel computations on video cards to solve discrete optimization problems. The problem of a one-dimen-
sional Boolean knapsack was chosen as the target problem. To solve the problem, methods for obtaining 
an exact solution are considered - the full search algorithm, which is the starting point in the study, and the 

Аннотация

Большинство задач дискретной оптимизации относятся к классу NP-полных задач. Это озна-
чает, что алгоритмы, позволяющие найти их точное решение, вообще говоря могут работать с экс-
поненциальной сложностью относительно длины входных данных. Благодаря прогрессу, сегодня 
появились технологии, которые пока еще не достаточно широко использовались для реализации 
методов прикладной оптимизации. К числу таких технологий можно отнести GP GPU (General 
Purposed Graphical Processing Unit) . Применение данной технологии к хорошо известным алгорит-
мам может помочь добиться большей эффективности работы. Цель данной работы – исследова-
ние возможностей применения параллельных вычислений на видеокартах для решения задач 
дискретной оптимизации. В качестве целевой задачи выбрана задача об одномерном булевом ран-
це. Для решения задачи рассмотрены методы получения точного решения – алгоритм полного 
перебора, являющийся начальной точкой в исследовании, и метод «ветвей и границ», позволяю-
щему сократить перебор благодаря отсеву заведомо неподходящих решений. Рассмотренные ал-
горитмы оценены с точки зрения количества операций и времени выполнения, реализованы в 
однопоточной конфигурации центрального процессора, после чего распараллелены на видеокар-
те. По результатам реализации данных методов, был создан комбинированный алгоритм, объеди-
няющий в себе оба алгоритма для достижения большей эффективности. Для распараллеливания 
вычислений на графической карте, выбрана технология CUDA. Алгоритмы реализованы на языке 
С. После реализации алгоритмов, проведено тестирование на различных наборах данных и раз-
ных конфигурациях целевой платформы. Представлены результаты экспериментальных исследо-
ваний, исследовано ускорение работы при использовании параллельных вычислений и проведён 
сравнительный анализ эффективности работы алгоритмов.  
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Введение

Задача о ранце [1] – одна из типовых задач дискретной оп-
тимизации, находящая применение в различных областях. Ме-
тоды, разработанные для ее решения, могут применяться к бо-
лее широкому классу задач. Задача о ранце формулируется 
следующим образом: из конечного множества элементов с пара-
метрами «вес» и «стоимость», необходимо найти некоторое под-
множество, обладающее наибольшей суммой стоимостей, при 
этом не превосходящее ограничение по суммарному весу.

Приведем формальную постановку задачи. Имеется N эле-
ментов, каждый элемент обладает свойствами: вес – wi, стои-
мость – pi . Также задано ограничение вместимости C. Необходи-
мо найти вектор x для которого  сумма стоимостей ∑N

(i=1) = pi xi 
достигает максимума при заданном ограничении суммарного 
веса C,  ∑N

(i=1) = wi xi � C. Вектор x представляет собой набор из 0 
и 1, где    xi Є�0,1�– индикатор наличия элемента в наборе:

�

В процессе изучения задачи о ранце было предложено мно-
жество методов, предполагающих получение как точного, так и 
приближенного решения. Очевидный и, вероятно, первым спо-
собом, является метод полного перебора, который прост в реа-
лизации, но не является оптимальным по времени работы. В 
1967 году Питер Колесар [2] применил метод ветвей и границ 
для решения поставленной задачи. Этот метод был развит в 
дальнейшем в работах Горовица, Сахни и Писсингера. Также к 
задаче о ранце применялись методы динамического программи-
рования [3], генетические алгоритмы [4]. С появлением много-
процессорных вычислительных систем, алгоритмы были заново 
рассмотрены и реализованы для параллельных архитектур. На-
пример, метод ветвей и границ для задачи о ранце был адапти-
рован для параллельной реализации [5]. 

По мере распространения технологии GPGPU (General-purpose 
computing for graphics processing units) [6] было предложено ис-
пользование графических ускорителей для многопоточных вычис-
лений, многие вычислительные алгоритмы были реализованы на 
видеокартах. В частности, с использованием технологии CUDA [7, 
8] были созданы параллельные реализации метода динамического 
программирования [9], и метода ветвей и границ [10].

Целью данной работы является разработка и исследование 
методов решения задачи о ранце, ориентированных на графиче-
ские ускорители. Рассматриваются методы полного перебора и 
методов ветвей и границ (вариант Горовица-Сахни). Разработа-
на реализация алгоритма полного перебора с использованием 
технологии CUDA. Также создан комбинированный алгоритм, 
совмещающий достоинства обоих подходов. Проведено экспери-
ментальное исследование эффективности разработанных мето-
дов.

Архитектура GPU

GPU – (Graphic Processing Unit) графический ускоритель, ко-
торый изначально применялся для обработки графической ин-
формации, после добавления в архитектуру программируемых 
шейдерных блоков, получил возможность вычислений более 
широкого спектра применения. Известно несколько технологий 
для применения графических карт в параллельных вычислени-
ях: Nvidia CUDA, OpenACC, Direct Compute, OpenCL, AMD Firestream, 
C++ AMP. В данной работе рассмотрены реализации только с 
применением технологии CUDA.

Основным отличием архитектуры видеокарты от класси-
ческой архитектуры центрального процессора является нали-
чие большого числа потоковых мультипроцессоров, обладаю-
щих множеством параллельно работающих вычислительных 
ядер. Несмотря на то, что тактовая частота таких ядер суще-
ственно меньше частоты ядер центрального процессора, высо-
кая эффективность достигается за счёт параллелизма архитек-
туры. Различие в архитектурах центрального процессора и 
графического ускорителя отображено на Рис.1. 

Вычисления на ядрах графических ускорителей произво-
дятся по схеме SIMD – Single Instruction Multiple Data, что означа-
ет один набор команд для выполнения на различных наборах 
поступающих данных. Для вычислений создаётся функция-ядро 
«kernel», общая для всех мультипроцессоров и потоков, содержа-
щая программный код. При вызове данной функции необходимо 
задать параметры сетки (grid), состоящей из блоков потоков и 
потоков внутри блока. Поток – единичный вычислительный 
элемент, выполняющийся на скалярном процессоре в составе 
потокового мультипроцессора. Для вычислений, потоки объеди-
няются в блоки потоков – множества потоков, обрабатываемых 
одним потоковым мультипроцессором. Блоки потоков являются 
частью сетки «grid» - множества блоков, которые будут задей-
ствованы в ходе вычислений всей программы.

«branches and boundaries» method, which allows to reduce the search by eliminating obviously inappro-
priate solutions. The algorithms considered are estimated in terms of the number of operations and exe-
cution time, implemented in a single-threaded configuration of the central processor, and then parallelized 
on a video card. Based on the results of these methods, a combined algorithm was created that combines 
both algorithms to achieve greater efficiency. For parallelizing the calculations on the graphics card, the 
CUDA technology is chosen. Algorithms are implemented in C. After the implementation of the algorithms, 
testing was carried out on various data sets and different configurations of the target platform. The results 
of experimental studies are presented, the acceleration of work is investigated with the use of parallel 
computations and a comparative analysis of the efficiency of the algorithms is carried out.
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Рис. 1. Сравнение архитектур CPU и GPU
Fig. 1. Comparison of CPU and GPU architectures

Графические карты обладают несколькими типами памя-
ти: 

Глобальная обладает наибольшим объёмом, самой низкой 
скоростью доступа, «срок жизни» - выполнение программы;

Локальная память характеризуется малым объём, невы-
сокой скоростью доступа, «срок жизни» – выполнение 1 потока;

Разделяемая память имеет малый объём, высокую ско-
рость доступа, «срок жизни» – выполнение 1 блока потоков;

Константная память имеет малый объём, очень высокую 
скорость доступа, «срок жизни» - выполнение программы;

Регистровая память занимает очень маленький объём, 
имеет самую высокую скорость доступа, «срок жизни» - выпол-
нение 1 потока, и используется компилятором;

Текстурная память используется при работе с графиче-
ской информацией.

Запуск операций на видеокарте (device) происходит с цен-
трального процессора (host), в том числе, размещение данных из 
оперативной памяти по конкретным типам используемой памя-
ти графического ускорителя. Способы размещения и использо-
вания данных в оперативной памяти могут оказывать суще-
ственное влияние на эффективность выполнения приложения.

Метод полного перебора

Метод полного перебора – один из методов получения точ-
ного решения в задаче о ранце. Данный метод характеризуется 
тем, что количество операций напрямую зависит от длины вход-
ного вектора, и не зависит от коэффициентов задачи. Сложность 
алгоритма составляет O(2n), где n – количество элементов (раз-
мерность задачи). Достоинством алгоритма полного перебора 
является то, что количество операций и время выполнения на 
конкретном устройстве можно вычислить заранее. 

Описание последовательного алгоритма:
1) Вычисляется общее число операций 2n;
2) В цикле от 0 до 2n  каждое число переводится из десятич-

ной системы в двоичную, то есть превращается в бинарный на-
бор длины n;

3) Каждый коэффициент стоимости и веса умножается на 
соответствующий его индексу 0 или 1 из бинарного набора, про-
изводится сложение полученных значений для данного набора;

4) Если сумма веса не превосходит вместимость C, то сумма 

стоимостей сравнивается с максимально достигнутым значени-
ем на данном шаге (если превосходит, то записывается вместо 
максимального);

5) По окончании цикла выводится максимальное значение 
суммарной стоимости, достигнутого веса, номера набора. Из но-
мера набора путём бинаризации можно получить искомый век-
тор   x � (Вместо поиска набора по числу, можно сохранять набор, 
полученный на шаге 4).

При параллельной реализации с использованием техноло-
гии CUDA, первые 3 этапа алгоритма подвергаются небольшим 
изменениям относительно последовательной версии для вы-
полнения на потоках графической карты. Поиск максимального 
значения стоимости осуществляется с учетом особенностей ар-
хитектуры. Приведем описание алгоритма:
1. Вычисляется общее число операций 2n;
2. Исходя из этого числа, определяется количество используе-

мых в вычислениях блоков потоков;
3. Вызывается функция на GPU, которая, исходя из значения 

номера потока и блока потоков на видеокарте, вычисляет 
свой собственный уникальный бинарный набор;

4. Каждый коэффициент стоимости и веса умножается на со-
ответствующий его индексу элемент (0 или 1) из бинарного 
набора, производится сложение полученных значений для 
данного набора;

5. Если сумма веса, полученная на потоке, не превосходит вме-
стимость C, то сумма стоимостей записывается в разделяе-
мую память видеокарты;

6. По окончании вычислений одного блока потоков, произво-
дится редукционный поиск максимального значения в бло-
ке;

7. Из множества полученных максимальных значений для 
каждого блока потоков, путём редукции, определяется 
единственное максимальное число.
Редукция на CUDA – метод, используемый при взаимодей-

ствии потоков, который, благодаря особенностям архитектуры 
видеокарты, позволяет найти максимальное значение в блоке 
потоков быстрее по отношению к перебору и попарному сравне-
нию значений. Редукционный поиск максимального значения 
заключается в том, что всё множество полученных значений на 
блоке потоков делится пополам. После этого, левая половина 
значений попарно сравнивается с правой, и, если значение из 
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правой части превосходит соответствующее ему значение из ле-
вой части, оно записывается в левую часть. Таким образом, коли-
чество параллельных итераций для поиска максимального зна-
чения сокращается до , где t – количество обрабатываемых 
значений. Схема метода представлена на Рис. 2. 

Рис. 2. Редукция
Fig. 2. Reduction

Вычисления на видеокарте производятся каждым потоком 
независимо, однако за 1 раз 1 потоковый мультипроцессор обра-
батывает «warp» – небольшой блок, состоящий из 32 потоков. 
Таким образом, за выполнение одного warp’a будет получено 32 
значения суммарных весов и стоимостей на 1 мультипроцессоре. 
Следовательно, при наличии только 1 мультипроцессора коли-
чество параллельных итераций сокращается с  до с 2n до 2(n-5). 
При наличии  процессоров на графическом ускорителе, данное 
число сокращается до 2(n-5)/k итераций.

Реализованный на CUDA алгоритм устроен так, что про-
грамма выполнится вне зависимости от используемой видео-
карты и её параметров, поскольку максимально допустимое ко-
личество выполняемых блоков и потоков автоматически 
вычисляется исходя из показателей графического ускорителя:

cudaDeviceProp deviceProp;
cudaGetDeviceProperties(&deviceProp, 0);
int threads_per_block = deviceProp.maxThreadsDim[0];
int max_blocks = deviceProp.maxGridSize[0]/2 + 1;
«threads_per_block» - максимальное количество по-

токов в блоке;
«max_blocks» - максимальное количество блоков на 

1 мультипроцессор.

Используемые данные – коэффициенты веса, стоимости и 
вместимость ранца, вводятся вручную либо перенаправлением 
потока ввода из файла. В первоначальной реализации коэффи-
циенты копировались в глобальную память видеокарты, однако 
в ходе исследований и тестирования было установлено, что ко-
пирование данных коэффициентов в константную память виде-
окарты даёт прирост производительности около 10%, посколь-
ку скорость обращения к константной памяти на видеокарте 
является самой быстрой. Также на копирование коэффициентов 
в константную память повлиял тот факт, что коэффициенты не 
изменяются в ходе работы программы.

Далее выполняется функция-ядро, отвечающая за выпол-
нение 1 блока потоков. Запускается блок из максимального 

(обычно 1024) числа потоков. В разделяемой памяти видеокар-
ты создаётся 2 массива – один (sh_maxs) для значений сумм сто-
имостей предметов, вычисляемых на потоках, второй (indices) 
для записи номеров потоков.

extern __shared__ float sh_array[];
float* sh_maxs = (float*)sh_array;
long int* indices = (long int*)&sh_maxs[threads_per_

block];
indices[threadIdx.x] = threadIdx.x;

Ключевое слово «extern» - означает, что количество выде-
ляемой памяти задаётся при вызове функции.

«__shared__» - использование разделяемой памяти.
«sh_array[]» - массив, размер которого задаётся выделяе-

мым объёмом памяти в вызове функции. В силу особенностей 
архитектуры, под динамические массивы выделяется один об-
щий участок памяти, который потом делится на части, в зависи-
мости от необходимых объёмов.

«sh_maxs» - суммы стоимостей каждого потока, записывае-
мые в разделяемую память видеокарты.

«indices» - индексы потоков в блоке; используются в про-
цессе редукции для поиска оптимального набора – вектора   x � .

Разделяемая память (shared memory) является второй по 
скорости обращения, но её объём очень мал по сравнению с объ-
ёмом глобальной памяти, обращение к которой идёт намного 
дольше. Поэтому имеет смысл помещать в разделяемую память 
те данные, к которым происходят частые обращения. Соответ-
ственно, выгодно поместить туда массивы сумм и индексов в 
блоке, поскольку при редукции они будут постоянно переме-
щаться по выделенным участкам разделяемой памяти. Далее, 
каждый поток вычисляет свой бинарный набор, исходя из номе-
ра потока, и номера блока потоков, после чего выполняет умно-
жение коэффициентов весов и стоимостей на двоичный вектор:

#pragma unroll
  for (uint i = 0; i < arraySize; i++){
      th_bin[i] = ((num_to_bin) >> i) % 2;
      th_w_sum += th_bin[i] * coefs[i];
      th_v_sum += th_bin[i] * coefs[i+arraySize];
}
«#pragma unroll» - выражение, которое после про-

чтения компилятором, «разворачивает» цикл, т.е. все 
операции будут произведены одновременно, а не в ци-
кле.

«th_bin[i]» -  массив размерности n (число предме-
тов),  вектор 

«th_w_sum» - сумма весов на наборе потока.
«th_v_sum» - сумма стоимостей на наборе потока.
«coefs» - коэффициенты веса или стоимости, в зави-

симости от индекса. Находятся в константной памяти 
GPU.

Затем выполняется отсев «лишних» значений:

sh_maxs[threadIdx.x] = (th_w_sum > C ) ? 0 : th_v_sum;

В разделяемую память блока записываются только те зна-
чения, которые удовлетворяют условию ограничения вместимо-
сти C. Иначе записывается 0.
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После этого выполняется синхронизация потоков в блоке и 
начинается редукционный поиск максимального значения це-
левой функции из вычисленных потоками, входящими в блок:

for (uint offset = blockDim.x >> 1; offset >= 1; offset >>= 1){
      if (threadIdx.x < offset){
   if (sh_maxs[threadIdx.x] < sh_maxs[threadIdx.x + offset]){
       sh_maxs[threadIdx.x] = sh_maxs[threadIdx.x + offset];
       indices[threadIdx.x] = indices[threadIdx.x + offset];
     }
 }
      __syncthreads ();}

«blockDim» - размер блока – количество потоков в блоке.
«offset» - сдвиг для сравнения элементов; равен половине 

размера обрабатываемого блока.
После проведения цикла операций, в ячейках разделяемой 

памяти с индексом 0 оказываются максимальная сумма стоимо-
стей из блока и номер потока, после чего они записываются в 
глобальную память видеокарты, а вычисления переходят на 
следующий блок потоков.

После выполнения данных операций на всех блоках, произ-
водится повторная редукция по полученным максимальным 
значениям блоков, которые перезаписываются из глобальной 
памяти видеокарты в разделяемую. Вместе с максимальными 
значениями в разделяемой памяти находятся сохранённые ин-
дексы, от которых в процессе редукции остаётся единственный 
оптимальный индекс. Итоговое значение максимального значе-
ния и его индекса возвращается в оперативную память ПК для 
последующего сохранения и вывода. По полученному индексу 
восстанавливается искомый бинарный вектор    x �  оптимальный 
набор элементов, удовлетворяющий поставленным условиям.

Метод ветвей и границ Горовица-Сахни

Метод ветвей и границ часто работает существенно бы-
стрее по отношению к алгоритму полного перебора, благодаря 
отсеву заранее неподходящих наборов элементов, однако про-
считать количество операций и время работы невозможно. Это 
происходит из-за того, что число шагов данного алгоритма силь-
но зависит от коэффициентов задачи. Алгоритм Горовица-Сахни 
является вариантом «поиска в глубину». Отличием от обычного 
метода ветвей и границ, и достоинством метода Горовица-Сахни 
является то, что выполнение алгоритма использует очень мало 
памяти, поскольку все вычисления производятся на одном дво-

ичном векторе. В изначальном виде между итерациями алгорит-
ма имеются информационные зависимости, из-за чего возмож-
ности распараллеливания достаточно ограничены.

Приведем описание последовательного алгоритма:
Все элементы сортируются в порядке уменьшения удель-

ной стоимости – отношения цены к весу предмета;
Начинается «движение вперёд» - аналог «жадного алгорит-

ма» - поместить как можно больше предметов подряд, до того, 
как сумма весов превысит вместимость ранца. Элементы векто-
ра, «положенные в ранец», помечаются цифрой 1;

Когда суммарный вес превышает вместимость, делается 
«шаг назад» (backtrack) – удаляется последний положенный эле-
мент, вершина помечается как 0. Выполняется проверка того, 
какие элементы могут поместиться в рюкзак, и улучшит ли это 
достигнутое максимальное значение целевой функции. Для это-
го решается задача линейной релаксации, которая заключается 
в том, что берётся не весь элемент, а его часть, умещающаяся в 
остаточную вместимость рюкзака;

Алгоритм выполняется до тех пор, пока станет невозмож-
ным сделать «шаг назад».

Чем больше разница у очередной пары «удельных стоимо-
стей», тем эффективнее работа алгоритма, и наоборот. В работе 
11] был предложен вариант набора коэффициентов, при кото-
ром классический вариант метода ветвей и границ работает не-
эффективно, выполняя   по порядку операций. В этом примере 
все коэффициенты (и стоимости и веса) равны 2, а вместимость 
определяется по формуле , где – количество предметов. 
Таким образом, первоначальная постановка задачи о ранце пре-
вращается в следующую:

               

В данном случае, когда все коэффициенты чётные, а вме-
стимость – нечётная, решение задачи релаксации будет вызы-
ваться на каждом «шаге назад», из-за чего не происходит отсев 
заведомо неоптимальных наборов. В результате эффективность 
становится меньше, чем у алгоритма полного перебора.

Один из способов распараллеливания вычислений – разби-
ение исходной задачи на подзадачи, которые в свою очередь пе-
редаются на другие вычислительные юниты (потоки, ядра, про-
цессоры) [5]. Иллюстрации к работе данного алгоритма (Рис. 3) 
показывают организацию бинарного дерева, направления обхо-
да, а также разницу между последовательной и параллельной 
реализациями. 

 

Рис. 3а. Вектор 110                                                                     Рис. 3б. Вектор 120
Рис. 3. Метод Горовица-Сахни. а) – последовательный рекурсивный алгоритм; б) – параллельная реализация с разбиением на подзадачи

Fig. 3a. Vector 110                                                                      Fig. 3b. Vector 120
Fig. 3. The Horowitz-Sahni method. a) a sequential recursive algorithm; b) a parallel implementation with a subdivision into subtasks



Vol. 14, no 2. 2018          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru

413Applied optimization problems

Modern
Information
Technologies
and IT-Education

Michael V. Popov, Mikhail А. Posypkin

В силу особенностей архитектуры графического ускорите-
ля такой способ хорошо подходит для вычислений на многоя-
дерном центральном процессоре, но не на GPU. Для реализации 
параллельной версии с использованием графической карты 
была предложена идея совмещения переборного алгоритма с 
данным методом, названная в данной работе «Гибридный алго-
ритм».

Гибридный алгоритм
Данный алгоритм заключается в том, чтобы «зафиксиро-

вать» некоторый начальный набор элементов, после чего вы-
честь из общей вместимости полученный суммарный вес, а на 
оставшихся предметах использовать метод Горовица-Сахни. 

 Фиксированная часть.
Решение методом 

полного перебора.

Нефиксированная часть.
Решение методом Горовица-Сахни.

    Реализация метода Горовица-Сахни на одном потоке GPU 
не отличается от её реализации на CPU, поэтому параметры ре-
шения данной задачи на GPU зависят только от количества эле-
ментов, обрабатываемых методом полного перебора. 

Описание алгоритма:
1. Определяется номер элемента «k» для деления набора [11];
2. Каждый поток видеокарты создаёт часть бинарного 

набора от 0 до k; 
2.1) В разделяемую память блока записывается индекс 
потока;

3. Производятся операции перемножения коэффициентов 
веса и стоимости на первых k элементах;

4. Каждый поток вычисляет свою «остаточную» вместимость 
– разность общей вместимости, и полученной суммы веса 
на шаге 3;

5. Начиная с «k + 1»-го до «n»-го элемента выполняется алго-
ритм метода Горовица-Сахни для остаточной вместимости;

6. Полученные значения потоков записываются в разделяе-
мую память;

7. Производится поблоковая редукция для поиска макси-
мальной суммы стоимостей; 
7.1) При поиске максимального значения в блоке, записы-
вается номер потока, получившего максимальное значе-
ние; 
7.2) Полученный оптимальный бинарный набор на потоке 
с максимумом, записывается в глобальную память 
видеокарты;

8. Проводится последняя редукция для определения макси-
мальной суммы стоимостей и определения искомого набо-
ра элементов – вектора 

Пункт 7.2 добавлен, поскольку полный бинарный набор не-
возможно восстановить путём перевода номера потока из деся-
тичной системы в двоичную. Приходится записывать каждый 
оптимальный набор отдельно. Запись идёт в глобальную па-
мять, что позволяет хранить большое количество таких набо-
ров.

Реализация гибридного алгоритма будет эффективной при 
решении задач с «неудачными» с точки зрения стандартного ал-
горитма метода ветвей и границ, коэффициентами. Это происхо-

дит благодаря тому, что фиксация некоторой части вектора по-
зволяет уменьшить размерность подзадачи, решаемой методом 
ветвей и границ. 

Экспериментальное исследование
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Сравнение эффективности

Полученные данные собраны в таблицы в порядке иссле-
дуемых алгоритмов. 

Пояснения к таблицам:
ПК1-ПК3 – конфигурации тестовых ЭВМ
Б.К. – «без корреляции»

Сл.К. – «слабая корреляция»
Сил.К. – «сильная корреляция
Финк. – «пример Финкельштейна»
Цифры 1 и 2 после типа данных указывают на используе-

мое ограничение по весу (указано в главе 3)
В ячейках таблицы указано время выполнения в секундах.

Таблица 1. Полный перебор на CPU. Время в секундах
Table 1. Full brute force on the CPU. Time in seconds

Б.К.1 Б.К.2 Сл.К.1 Сл.К.2 Сил.К.1 Сил.К.2 Финк.
ПК1 600 600 600 600 600 600 600
ПК2 360 360 360 360 360 360 360
ПК3 420 420 420 420 420 420 420

Для данного алгоритма время выполнения не зависит от коэффициентов, поэтому всё время усреднено для каждого тестового ПК.

Таблица 2. Полный перебор на GPU. Время в секундах
Table 2. Full brute force on the GPU. Time in seconds

Б.К.1 Б.К.2 Сл.К.1 Сл.К.2 Сил.К.1 Сил.К.2 Финк.
ПК1 28,9 28,9 28,9 28,9 28,9 28,9 28,9
ПК2 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25
ПК3 0,87 0,87 0,87 0,87 0,87 0,87 0,87

Время выполнения для данного алгоритма также не зависит от коэффициентов задачи.

Таблица 3. Метод ветвей и границ Горовица-Сахни на CPU. Время в секундах
Table 3. The method of branches and boundaries of Horowitz-Sahni on the CPU. Time in seconds

Б.К.1 Б.К.2 Сл.К.1 Сл.К.2 Сил.К.1 Сил.К.2 Финк.
ПК1 3,45 0,44 2,29 0,4 0,37 1,17 1600
ПК2 1,37 0,3 1,38 0,35 0,49 0,72 900
ПК3 3,95 1,73 1,49 0,39 0,55 0,83 1000

Время работы программ в реализации данного алгоритма 
очень сильно зависит от коэффициентов, поэтому в некоторых 
случаях алгоритм может оказаться менее эффективным, чем ме-
тод полного перебора, распараллеленный на GPU. Несмотря на 
то, что метод ветвей и границ считается более оптимальным, 

при «неудачном» наборе коэффициентов, производятся допол-
нительные («лишние») действия в силу особенностей алгорит-
ма, относительно стабильного числа операций при полном пере-
боре. Особенно явно эта проблема выражена показателями 
времени работы при выполнении задачи Финкельштейна. 

Таблица 4. Гибридный алгоритм. Время в секундах
Table 4. Hybrid algorithm. Time in seconds

Б.К.1 Б.К.2 Сл.К.1 Сл.К.2 Сил.К.1 Сил.К.2 Финк.
ПК1 2,73 0,93 0,73 0,51 1,75 0,97 81,2
ПК2 0,28 0,31 0,24 0,11 0,37 0,87 6,09
ПК3 0,31 0,25 0,24 0,07 0,22 0,81 5,7

В среднем, алгоритм на обычных (псевдослучайных) дан-
ных работает эффективнее, чем метод Горовица-Сахни. На задаче 

Финкельштейна среднее ускорение времени работы составляет 
более 15 раз. Более подробно ускорение описано в таблицах 5-8.

Таблица 5. Относительное ускорение на случайных данных
Table 5. Relative Acceleration on Random Data

Полный перебор на CPU (А) Полный перебор на GPU (Б) Метод Горовица-Сахни (В) Гибридный алгоритм (Г)
П.К.1 П.К.2 П.К.3 П.К.1 П.К.2 П.К.3 П.К.1 П.К.2 П.К.3 П.К.1 П.К.2 П.К.3

А
П.К.1 1 1,67 1,43 20,76 480 689,6 437,9 771,2 402,7 472,4 1666 1818
П.К.2 0,6 1 0,86 12,46 288 413,8 262,7 462,7 241,6 283,5 1000 1090
П.К.3 0,7 1,17 1 14,53 336 482,8 306,6 539,8 281,9 330,7 1167 1273

Б
П.К.1 0,05 0,08 0,069 1 23,12 33,21 21,09 37,14 19,39 22,75 80,27 87,57
П.К.2 21Е-4 35Е-4 3Е-3 0,043 1 1,44 0,91 1,61 0,84 0,98 3,47 3,78
П.К.3 14Е-4 24Е-4 21Е-4 0,03 0,69 1 0,63 1,12 0,58 0,68 2,42 2,63

В
П.К.1 23Е-4 38Е-4 32Е-4 0,047 1,1 1,57 1 1,76 0,92 1,08 3,81 4,15
П.К.2 13Е-4 21Е-4 18Е-4 0,026 0,62 0,89 0,57 1 0,52 0,61 2,16 2,36
П.К.3 24Е-4 41Е-4 35Е-4 0,051 1,19 1,71 1,09 1,92 1 1,17 4,14 4,51

Г
П.К.1 21Е-4 35Е-4 0,003 0,04 1,02 1,47 0,925 1,64 0,85 1 3,53 3,84
П.К.2 6Е-4 0,001 8,6Е-4 0,012 0,29 0,41 0,26 0,46 0,24 0,28 1 1,09
П.К.3 5,5Е-4 9,1Е-4 7,8Е-4 0,01 0,26 0,38 0,24 0,42 0,22 0,26 0,92 1

Данная таблица содержит отношение среднего времени 
работы на всех наборах в зависимости от сравниваемых конфи-
гураций ЭВМ (П.К.1-П.К.3). Эти показатели ускорения работы 
позволяют оценить возможности применения алгоритмов на 
обычных, близких к реальным прикладным задачам, данных. 
Помимо измерения эффективности работы самих алгоритмов, 

таблица позволяет изучить используемые архитектуры и оце-
нить возможности конкретных компонентов тестовых ЭВМ. 
Если исключить фактор влияния конфигурации тестового ПК, 
обобщив результаты работы каждого алгоритма, можно полу-
чить следующую таблицу (таблица 6):
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Таблица 6. Обобщённое ускорение по алгоритмам на случайных данных
Table 6. General Acceleration by Algorithms on Random Data

Полный перебор на CPU Полный перебор на 
GPU

Метод Горовица-Сахни Гибридный алгоритм

Перебор на CPU 1 44,487 382,377 707,69
Перебор на GPU 0,0224 1 8,595 15,907

М. Горовица-Сахни 0,00261 0,1163 1 1,8507
Гибридный алгоритм 0,00141 0,0628 0,5403 1

Данная таблица наглядно показывает, что на обычных 
(псевдослучайных) данных, алгоритмы в порядке быстродей-
ствия располагаются следующим образом:

 1) Полный перебор на CPU;
 2) Полный перебор на GPU;
 3) Метод ветвей и границ Горовица-Сахни (на CPU);
 4) Гибридный алгоритм (на GPU).
Таким образом, неоптимизированный алгоритм полного пе-

ребора на одном потоке центрального процессора оказался наиме-
нее эффективным для обычных задач. Метод полного перебора с 
реализацией на графическом ускорителе оказался намного бы-
стрее, но оптимизированный алгоритм метода ветвей и границ на 
основе алгоритма Горвица-Сахни работает эффективнее на реаль-

ных данных. Однако, комбинирование алгоритма полного перебо-
ра и метода Горвица-Сахни оказалось быстрее, поскольку метод 
перебора на GPU выполняет заранее известное количество ко-
манд, благодаря чему размерность метода ветвей и границ умень-
шается, а соответственно, уменьшается количество «лишних» 
действий алгоритма. Количество операций, выполняемых на ме-
тоде перебора в гибридном алгоритме, зависит от номера элемен-
та, на котором происходит разделение задачи на 2 части. Оно рав-
но , k – номер разделяющего элемента. Правильный выбор числа  
является сложной задачей, требующей нахождения баланса меж-
ду распараллеливанием и эффективностью сокращения поиска. 

Теперь рассмотрим эффективность алгоритмов на «приме-
ре Финкельштейна» (Таблица 7).

Таблица 7. Относительное ускорение на задаче Финкельштейна
Table 7. Relative Acceleration on the Finkelstein problem

Полный перебор на CPU (А) Полный перебор на GPU (Б) Метод Горовица-Сахни (В) Гибридный алгоритм (Г)
П.К.1 П.К.2 П.К.3 П.К.1 П.К.2 П.К.3 П.К.1 П.К.2 П.К.3 П.К.1 П.К.2 П.К.3

А
П.К.1 1 1,67 1,43 20,76 480 689,6 0,375 0,67 0,6 7,39 98,52 105,3
П.К.2 0,6 1 0,86 12,46 288 413,8 0,225 0,4 0,36 4,43 59,11 63,15
П.К.3 0,7 1,17 1 14,53 336 482,8 0,262 0,47 0,42 5,17 68,96 73,68

Б
П.К.1 0,048 0,08 0,069 1 23,12 33,21 0,018 0,032 0,029 0,356 4,75 5,07
П.К.2 0,002 35Е-4 29Е-4 0,043 1 1,44 7,8Е-4 14Е-4 12Е-4 0,015 0,205 0,219
П.К.3 14Е-4 24Е-4 20Е-4 0,03 0,69 1 5,4Е-4 9,6Е-4 8,7Е-4 0,011 0,143 0,153

В
П.К.1 2,66 4,44 3,82 55,5 1282 1852 1 1,77 1,6 19,70 262,7 280,7
П.К.2 1,49 2,5 2,12 31,25 714,2 1042 0,56 1 0,9 11,08 147,8 157,9
П.К.3 1,67 2,77 2,38 34,48 833,3 1149 0,625 1,1 1 12,32 164,7 175,4

Г
П.К.1 0,135 0,22 0,19 2,8 66,6 90,9 0,05 0,09 0,08 1 13,33 14,24
П.К.2 0,01 0,016 0,014 0,21 4,88 6,99 38Е-4 67Е-4 6Е-3 0,075 1 1,07
П.К.3 0,009 0,015 0,013 0,19 4,57 6,54 35Е-4 63Е-4 57Е-4 0,07 0,934 1

По данной таблице, метод ветвей и границ оказывается 
наименее эффективным при решении задачи о ранце на услови-
ях примера Финкельштейна. Стоит отметить, что даже метод 
полного перебора на одном потоке центрального процессора, ко-
торый на случайных данных оказался неэффективен, превосхо-
дит метод ветвей и границ в несколько раз. Для большей нагляд-

ности, проведём такую же операцию агрегирования и усреднения 
производительности вне зависимости от конфигурации вычис-
лительной системы, чтобы оценить быстродействие самих алго-
ритмов. Данные обобщения производительности приведены в 
таблице 8:

Таблица 8.Обобщённое ускорение по алгоритмам на примере Финкельштейна
Table 8. Generalized acceleration by algorithms on the example of Finkelstein

Полный перебор на CPU Полный перебор на 
GPU

Метод Горовица-Сахни Гибридный алгоритм

Перебор на CPU 1 44,487 0,394 9,225
Перебор на GPU 0,0224 1 0,0086 0,2098

М. Горовица-Сахни 2,536 112,823 1 23,6796
Гибридный алгоритм 0,1071 4,7646 0,0422 1

Полученная таблица показывает, что параллельная реали-
зация на GPU алгоритма полного перебора оказалась намного 
быстрее оптимизированного алгоритма метода ветвей и гра-
ниц. В свою очередь, гибридный алгоритм, совмещающий в себе 
перебор и алгоритм Горовица-Сахни, реализованный на графи-
ческом ускорителе, оказался менее эффективным. Данные ре-
зультаты показывают, что в зависимости от конкретного приме-
ра, эффективность методов изменяется, а соответственно, 
необходимо подбирать методы, исходя из поставленных усло-
вий.

Таким образом, для примера Финкельштейна, алгоритмы 
можно упорядочить по увеличению производительности следу-
ющим образом:

1) Метод ветвей и границ на основе алгоритма Горви-
ца-Сахни;

2) Полный перебор на CPU;
3) Гибридный алгоритм;
4) Полный перебор на GPU;
Несмотря на то, что метод Горовица-Сахни является одним 

из самых быстрых при решении обычных задач, в некоторых 
случаях он может оказаться крайне неэффективным, что стоит 
учитывать при выборе метода решения прикладной задачи, ос-
нованной на задаче о ранце.

Предположим, что если усреднить полученное ускорение, 
вне зависимости от коэффициентов, будет получена средняя эф-
фективность, которая будет характеризовать исследуемые реа-
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лизации алгоритмов, то эти коэффициенты объективно пока-
жут производительность алгоритмов по количеству операций, 

не смотря на «лишние операции» метода Горовица-Сахни. Сред-
ние значения отображены в таблице 9:

Таблица 9. Усреднённая эффективность алгоритмов
Table 9. Average efficiency of algorithms

Полный перебор на CPU Полный перебор на 
GPU

Метод Горовица-Сахни Гибридный алгоритм

Перебор на CPU 1 44,487 191,3855 358,4575
Перебор на GPU 0,0224 1 4,3019 8,0584

М. Горовица-Сахни 1,269 56,4701 1 12,7651
Гибридный алгоритм 0,00542 2,4137 0,2912 1

Данные показатели являются наиболее объективными, 
при предположении, что начальные условия типа задачи Ю.Ю. 
Финкельштейна используются с такой же частотой, как и реаль-
ные (псевдослучайные) данные. Из этой таблицы следует, что:
1. Наиболее эффективным алгоритмом для решения задачи о 

ранце является «Гибридный алгоритм», совмещающий в 
себе метод ветвей и границ и метод полного перебора с ис-
пользованием вычислительных возможностей графиче-
ских ускорителей;

2. Применение метода ветвей и границ на основе алгоритма 
Горовица-Сахни является более эффективным, чем метод 
полного перебора на видеокарте. Однако показатели уско-
рения достаточно близки, что позволяет предположить 
равноценность данных;

3. Метод полного перебора, реализованный на одном потоке 
центрального процессора, является самым простым по реа-
лизации, но самым неэффективным. 

Выводы

Задача о ранце может быть решена различными способами. 
В данной работе были рассмотрены 2 самых известных способа 
– метод полного перебора и метод ветвей и границ, и 2 алгорит-
ма, использующие возможности графических ускорителей для 
вычислений. Показано, что использование видеокарты для вы-
числений значительно увеличивает эффективность работы ал-
горитмов, вне зависимости от постановки задачи. Метод полно-
го перебора, реализованный на центральном процессоре 
являлся отправной точкой в исследовании, однако, при проведе-
нии тестов, выяснилось, что метод ветвей и границ может рабо-
тать менее эффективно, поскольку его производительность 
сильно зависит от начальных условий задачи.

Для распараллеливания метода ветвей и границ было при-
нято решение реализовать комбинированный алгоритм, совме-
щающий в себе метод полного перебора с алгоритмом Горви-
ца-Сахни, использующий для вычислений возможности 
графических ускорителей. Было проведено множество различ-
ных тестов на разных начальных условиях, результаты которых 
подтвердили начальную гипотезу – совмещение передовых вы-
числительных технологий и отлаженных оптимизированных 
алгоритмов, позволит добиться более эффективных реализаций 
алгоритмов в области дискретной оптимизации.
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