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Аннотация 

Вопросам анализа робастных свойств систем управления подвижными объектами уделяется суще-
ственное внимание в современной теории управления. Это объясняется тем, что математические 
модели, используемые при синтезе законов управления, практически всегда являются неточными 
и лишь приближенно представляют динамику реальных объектов. При этом одним из требований, 
предъявляемых на практике к системам управления, является сохранение их динамических 
свойств при вариации параметров и структуры математических моделей в определенных преде-
лах. Если построенная система управления таким свойством не обладает, то ее нельзя считать ра-
ботоспособной. В работе исследуются вопросы анализа робастной устойчивости и робастного ка-
чества многоцелевых законов управления подвижными объектами. Выбор многоцелевого подхода 
обусловлен тем, что он позволяет обеспечить желаемое качество функционирования системы 
управления в различных режимах, в том числе при действии внешних возмущений. При этом вы-
бор настраиваемых элементов многоцелевой структуры закона управления определяет робастные 
свойства замкнутой системы. Рассматривается формализованная постановка задачи анализа ро-
бастных свойств законов управления с многоцелевой структурой с учетом ограниченных допусти-
мых вариаций математической модели. Предлагается частотный подход к анализу робастной 
устойчивости и оптимизационный подход к анализу робастного качества. На основе полученных в 
работе результатов сформированы вычислительные алгоритмы анализа робастных свойств. В ка-
честве практического примера рассмотрена система управления движением морского судна по за-
данному курсу. Выполнен анализ ее робастных свойств при условии допустимой вариации коэффи-
циентов линейной математической модели судна в установленных диапазонах. 
Продемонстрированы примеры имитационного моделирования в среде MATLAB.

Abstract 

The problems of analyzing robust properties for control systems of moving objects are of significant im-
portance in modern control theory. This is because the mathematical models used in the synthesis of 
control laws are almost always inaccurate and only approximately represent the dynamics of moving ob-
jects. At the same time, one of the requirements for control systems in practice is the preservation of their 
dynamic properties, when the parameters and structure of mathematical models can vary within certain 
limits. If the developed control system does not have this property, then it can not be considered workable. 
The article deals with the analysis of robust stability and robust quality for multi-purpose control laws of 
moving objects. The multi-purpose approach is chosen as the basis for designing the control system, since 
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Введение

Исследованию вопросов анализа робастных свойств си-
стем управления подвижными объектами придается значи-
тельное внимание в современной теории управления. Это 
связано с тем, что используемые  математические модели не-
избежно отличаются от истинной динамики реальных объек-
тов. При этом одним из основных требований, которые необ-
ходимо учитывать при синтезе законов управления, является 
сохранение динамических свойств замкнутого контура при 
вариации параметров и структуры моделей в заданных допу-
стимых пределах. Если построенная система управления этим 
свойством не обладает, то ее нельзя считать работоспособ-
ной.

Неточности математических моделей возникают в виду 
ряда сложностей, таких как неполнота информации об объекте 
управления, стремление к упрощению математической форма-
лизации, наличие различных неучтенных факторов и т. д. Все 
это влияет на работу системы управления и требует проведения 
анализа ее робастных свойств.

Вопросам робастности посвящено множество научных ра-
бот, книг и статей, например [1-4]. Существенное внимание при 
этом уделяется исследованию методов синтеза робастных зако-
нов управления подвижными объектами [5-8], включая морские 
суда [9, 10, 11]. В последнее десятилетие активно развиваются 
подходы к синтезу робастных алгоритмов управления на основе 
прогнозирующих моделей [12, 13].

Классическими вариантами синтеза стабилизирующих ре-
гуляторов для линейных стационарных систем являются линей-
но-квадратичный регулятор (LQR) и модальный синтез [1, 14, 
15]. Известно, что любой регулятор, который обеспечивает 
устойчивость номинальной модели, всегда обладает определен-
ным запасом устойчивости. Так, если используется модальный 
синтез, то чем дальше от мнимой оси находятся корни в откры-
той левой полуплоскости, тем больше запас устойчивости, но 
при этом система может неудовлетворительно работать при на-
личии шума и внешних возмущений.

Существуют два основных направления анализа робаст-
ных свойств систем управления – параметрический метод для 
структурированных неопределенностей и частотный метод при 
наличии неструктурированных неопределенностей [14, 16, 17]. 
К параметрическим методам анализа робастной устойчивости 
относится теорема Харитонова об устойчивости семейства по-
линомов, впервые сформулированная в работе [17]. Другой со-
временный подход связан с применением линейных матричных 
неравенств [2].

К частотным методам анализа робастной устойчивости 
при наличии неструктурированной неопределенности относят-
ся методы, представленные в работах [1, 3, 4, 7]. Особенностью 
этих методов является то, что структура модели заранее не фик-
сирована, в частности неизвестны степени полиномов в числи-
телях и знаменателях передаточных функций. При этом ограни-
чения на допустимые вариации модели накладываются в 
частотной области. Методы этой группы применяются в данной 
работе.

Цель исследования состоит в разработке методов и соот-
ветствующих вычислительных алгоритмов анализа робастной 
устойчивости и робастного качества многоцелевых законов 
управления подвижными объектами. Применение многоцеле-
вого подхода обусловлено тем, что он позволяет обеспечить же-
лаемое качество функционирования подвижного объекта в раз-
личных режимах, включая динамику при наличии внешних 
возмущений. Выбор настраиваемых элементов многоцелевой 
структуры определяет робастные свойства системы управле-
ния. В связи с этим возникает задача анализа робастных свойств 
законов управления в зависимости от выбора настраиваемых 
элементов.

В работе осуществляется формализованная постановка за-
дачи анализа робастных свойств многоцелевых законов управ-
ления. Предлагаются методы ее решения. Для исследования ро-
бастной устойчивости применяется частотный подход, а для 
робастного качества – оптимизационный. На основе получен-
ных результатов сформированы соответствующие вычисли-
тельные алгоритмы.    

В качестве практического примера рассматривается систе-
ма управления движением морского судна, выполняющего ма-
неврирование по курсу. Цель управления судном состоит в том, 
чтобы обеспечить заданный командный сигнал по курсу. Рас-
сматривается нелинейная математическая модель движения 
морского судна [18], осуществляется ее линеаризация, а для по-
строения закона управления используется многоцелевой под-
ход [19-23]. Исследуются робастные свойства многоцелевого 
закона управления движением судна по курсу при условии, что 
коэффициенты математической модели варьируются в задан-
ных пределах. Выполняется проверка робастной устойчивости в 
зависимости от выбора настраиваемых элементов многоцелево-
го закона управления, а также проводится анализ сохранения 
качества процессов управления при вариациях параметров мо-
дели. Результаты работы представлены примерами имитацион-
ного моделирования в среде MATLAB/Simulink.

it allows to provide the desired quality of the control system operation in various regimes, including under 
the influence of external disturbances. In this case, the choice of tunable elements of the multi-purpose 
control law determines the robust properties of the closed-loop system. The formalized statement of the 
problem of robust properties analysis for control laws with a multi-purpose structure is considered taking 
into account the limited admissible variations of the mathematical model. Frequency-domain approach to 
the analysis of robust stability and optimization approach to the analysis of robust performance are pro-
posed. On the basis of the obtained results, computational algorithms for the analysis of robust properties 
are formed. As a practical example, the system of ship motion control is considered. The analysis of its 
robust properties is performed taking into account the admissible variation of the linear model coeffi-
cients in the given ranges. Examples of simulation modeling in MATLAB environment are demonstrated.
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Математические модели подвижного 
объекта и многоцелевого закона 
управления 

Рассмотрим линейную математическую модель, представ-
ляющую динамику объекта управления в отклонениях от кон-
тролируемого движения и заданную системой дифференциаль-
ных уравнений:
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где x∈ En  – вектор состояния, u E∈ 1  – управляющий 
сигнал, δ ∈E1  – отклонение исполнительных органов, 
d E∈ 1  – внешнее возмущение, y E∈ 1  – регулируемая пере-
менная.

Построим многоцелевой закон управления, представлен-
ный формулами 

	           					   
(2)

где  z ∈ En  – вектор состояния асимптотического наблю-
дателя, который позволяет восстановить информацию о неиз-
вестных компонентах вектора состояния;   x* – командный сиг-
нал. Настраиваемыми элементами многоцелевой структуры (2) 
являются:

•	 матрицы K  и Kδ  базового закона управления 
u K= − +K x x( )* δδ , определяющие динамику 
собственного движения системы управления;

•	 число K∆ , обеспечивающее астатизм замкнутой си-
стемы по регулируемой переменной y  при наличии 
постоянных возмущений;

•	 вектор Kv, обеспечивающий компенсирующую добав-
ку при ненулевом сигнале *x ;

•	 матрица асимптотического наблюдателя G , которая 
выбирается исходя из требования гурвицевости ма-
трицы −A GC  и желаемой динамики при наличии 
постоянных возмущений.

Отметим, что в данной работе рассматриваются два режи-
ма функционирования системы управления – собственное дви-
жение и движение под воздействием постоянных внешних воз-
мущений. Режим собственного движения определяется 
ненулевым командным сигналом *x . Основными показателями 
качества этого режима являются длительность переходного 
процесса и величина перерегулирования, а для движения, вы-
званного постоянными внешними возмущениями, – максималь-
ное отклонение регулируемой переменной y  от заданного зна-
чения. При этом ко второму режиму предъявляется требование 
астатизма по переменной y .

Динамика замкнутой системы (1), (2) определяется выбо-
ром настраиваемых элементов многоцелевой структуры (2). 
При этом в процессе их поиска необходимо учитывать, в том 
числе, ограниченность ресурсов управления. В работах [18, 19] 
показано, что для поиска настраиваемых элементов удобно ис-
пользовать оптимизационный подход. В частности, в работах 
[20-23] представлены соответствующие эффективные вычисли-
тельные алгоритмы, которые могут быть реализованы на борту 

в режиме реального времени. В дальнейшем будем считать, что 
закон управления имеет многоцелевую структуру (2) и его на-
страиваемые элементы выбраны с учетом предъявляемых к си-
стеме требований. 

	

Постановка задачи анализа робастных 
свойств многоцелевого закона 
управления 

Математическая модель объекта в большинстве случаев 
отличается от номинальной модели, используемой при синтезе 
закона управления. Это связано с наличием ряда неучтенных 
факторов и неполнотой информации об объекте управления. 
Следовательно, возникает естественный вопрос: сохранятся ли 
свойства замкнутой системы, обеспечиваемые динамическим 
регулятором (2), при отклонениях коэффициентов линейной 
модели (1) в заданных пределах. 

Будем считать, что коэффициенты модели (1) могут варьи-
роваться в следующих пределах 
	                                                                                                     (3)

Здесь ˆija , ija , îb , ib  –  нижние и верхние границы соот-
ветственно. В работе ставится задача анализа робастной устой-
чивости замкнутой системы управления (1), (2) при условии, 
что коэффициенты модели (1) могут варьироваться в пределах 
(3). То есть рассматривается вопрос о том, сохранит ли устойчи-
вость замкнутая система (1), (2) при всевозможных вариациях 
параметров модели (3).

Также проводится анализ робастного качества системы 
управления. При этом исследуются такие характеристики, как 
перерегулирование и длительность переходного процесса. Ста-
вится задача оценивания интервалов, в пределах которых могут 
изменяться данные характеристики с учетом вариации коэффи-
циентов модели в диапазонах (3). 

Таким образом, в работе исследуются вопросы анализа ро-
бастной устойчивости и робастного качества многоцелевого за-
кона управления (2) при условии, что коэффициенты модели (1) 
варьируются в пределах (3).

Алгоритмы анализа робастных свойств 
систем управления подвижными 
объектами

Представим уравнения математической модели (1) в 
tf-форме, то есть в форме передаточных функций. После приме-
нения преобразования Лапласа, получим:

	 ( ) ( )n ny P s u F s d= + ,	                                     (4)
г д е 

1 1 1( ) ( ) , ( ) ( )n nP s s s F s s− − −= − = −c E A b c E A h   
– вспомогательные передаточные функции, построенные для 
номинальной модели объекта управления (1).

С целью дальнейшего исследования робастной устойчиво-
сти, преобразуем формулы (2) для многоцелевого закона управ-
ления при =*x 0  к следующему виду

	 ( )u K s y= ,	                                                          (5)
где s  – переменная Лапласа, а ( )K s  – передаточная 

функция динамического регулятора. Нетрудно проверить, что 
выражение для ( )K s  имеет следующий вид:

ˆˆ[ , ], [ , ], , 1,ij ij ij i i ia a a b b b i j n∈ ∈ =


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						          ,     (6)

где  – K1(s) = (sE – A + Gc )
-1  –  вспомогательная переда-

точная функция.

В дальнейшем будем полагать, что передаточная функция 
( )K s  регулятора не изменяется в процессе функционирова-

ния, а передаточные функции ( )nP s  и ( )nF s  объекта имеют 
неопределенность. Поэтому регулятор (5) фактически замыкает 
не объект с моделью (4), а другой объект с моделью:

	 ( ) ( )y P s u F s d= + ,	                                               (7)

передаточные функции ( )P s  и ( )F s  которого отлича-
ются от номинальных. Относительным возмущением модели 
или номинальной передаточной функции будем называть раци-
ональную дробь

	 1
0 ( ) [ ( ) ( )] ( )n ns P s P s P s−∆ = − .	                            (8)

	 По теореме о малом коэффициенте усиления, достаточ-
ным условием устойчивости возмущенной замкнутой системы 
является выполнение неравенства

	
1 0max ( ) ( ) 1,

R
j T j

ω
ω ω

∈
∆ < 	                            (9)

где 1( ) ( )[1 ( ) ( )] ( )n nT s K s P s K s P s−= + . С учетом (8) 
достаточные условия (9) могут быть преобразованы к следую-
щей форме

				       		  (10)

Здесь функция частоты ( , , ) 1 ( )nb P K T jω ω=  пред-
ставляет предельно «широкий коридор» вариации амплитуд-
но-частотной характеристики (АЧХ) объекта управления (1), в 
пределах которого гарантируется сохранение устойчивости 
замкнутой регулятором (2) системы. Таким образом, частотные 
границы робастной устойчивости для динамического регулято-
ра (2) определяются следующими формулами

	 			                                              
(11)

Отметим, что функция ( , , )nb P Kω  зависит от выбора 
регулятора (5), а значит полностью определяется настраивае-
мыми элементами многоцелевого закона управления (2).

Теперь построим частотные границы, в пределах которых 
варьируется АЧХ объекта управления (1) при вариации коэффи-
циентов модели в допустимых пределах (3). Пусть вектор  
� sE∈è  объединяет варьирующиеся коэффициенты модели 
(1). Введем допустимое множество sEΩ ⊆  вариации указан-
ных параметров, которое определяется согласно ограничениям 
(3). Тогда АЧХ возмущенного объекта, соответствующая набору 
параметров �, равна

	 .	 (12)

Теперь можно определить границы фактического «коридо-
ра», в пределах которого варьируется АЧХ объекта:

	 (13)

Здесь 1( )A ω  является верхней, а 2 ( )A ω  – нижней ча-
стотной границей. Построенный частотный «коридор» соответ-
ствует фактическим возможным изменениям модели объекта 
при наличии неопределенности параметрического типа. В ре-
зультате анализ робастной устойчивости многоцелевого закона 
управления сводится к построению частотных границ робаст-
ной устойчивости по формуле (11) и сравнению этих границ с 
фактическим коридором (13) вариации модели объекта. Если 
границы робастной устойчивости заданного регулятора вклю-
чают кривые (13), то требование робастной устойчивости вы-
полнено. В противном случае, необходимо изменить настраива-
емые элементы многоцелевого закона и вновь проверить 
выполнение указанного условия.  

	 В итоге, сформируем следующий алгоритм анализа ро-
бастной устойчивости многоцелевого закона управления. Алго-
ритм состоит из следующих действий.

1. Задать настраиваемые элементы многоцелевого закона 
управления (2);

2. Вычислить передаточную функцию ( )K s  динамиче-
ского регулятора (5) и соответствующую передаточную функ-
цию 1( ) ( )(1 ( ) ( )) ( )n nT s K s P s K s P s−= + ;

3. Построить частотную границу робастной устойчивости, 
обеспечиваемую регулятором ( )K s ;

4. Вычислить верхнюю и нижнюю границы вариации АЧХ 
объекта по формулам  (13);

5. Проверить, включают ли границы робастной устойчиво-
сти регулятора ( )K s  кривые (13) или нет. Если включают, то 
требование робастной устойчивости выполнено. В противном 
случае необходимо изменить настраиваемые элементы много-
целевой структуры (2) и перейти к п. 1.  

Перейдем к исследованию робастного качества многоцеле-
вого закона управления (2). Для этого при фиксированном набо-
ре настраиваемых элементов многоцелевого закона управления 
(2) найдем значение длительности переходных процессов и пе-
ререгулирования по контролируемой переменной y . Отметим, 
что значения этих характеристик зависят от коэффициентов ма-
тематической модели (1). Пусть Jp(�) – перерегулирование и  
Tp(�)  – длительность для вектора � коэффициентов модели 
(1). 

Построим верхнюю и нижнюю границу изменений характе-
ристик качества. Для этого введем в рассмотрение следующие 
функции:

	
                                                                                             

       
(14)

                                                                                                             (15)
где Ω  – допустимое множество коэффициентов модели, 

удовлетворяющих условиям (3). Тогда множества значений 
функционалов Jp(�)  и  Tp(�) определяются следующим обра-
зом: 

	 1 ( ( ( )), ( ( )))lo up
p pJ K s J K sℜ =  и 

2 ( ( ( )), ( ( )))lo up
p pT K s T K sℜ = .	                     (16)

1 1 1 1
1 1 1 1( ) (1 ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )K s K s s K s K K s s K s K K K sδ

− − − −
∆ ∆ ∆= − − + + +K b c b K G G

1[ ( ) ( )] ( ) 1 ( ) , [0, ).n nP j P j P j T jω ω ω ω ω−− < ∀ ∈ ∞

1 1( ) 1 | ( ) |, ( ) 1 | ( ) | .
( ) ( )up n lo nA P j A P j

T j T j
ω ω ω ω

ω ω
   

= + = −      
   
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Таким образом, величины (14) и (15) определяют верхнюю 
и нижнюю границу перерегулирования и длительности пере-
ходного процесса соответственно для заданных настраиваемых 
элементов многоцелевого закона управления (2).

В результате, сформируем следующий алгоритм анализа 
робастного качества многоцелевого закона управления. Алго-
ритм состоит из следующих действий.

1. Задать настраиваемые элементы многоцелевого закона 
управления (2);

2. Вычислить передаточную функцию ( )K s  динамиче-
ского регулятора (5) и соответствующую передаточную функ-
цию 1( ) ( )(1 ( ) ( )) ( )n nT s K s P s K s P s−= + ;

3. Вычислить верхнюю и нижнюю границу изменений ха-
рактеристик качества по формулам (14), (15);

4. Сформировать интервалы (16), которым принадлежат 
значения перерегулирования и длительности переходных про-
цессов при вариации параметров модели в пределах (3). 

Отметим, что предложенные методы могут использовать-
ся для анализа робастных свойств систем управления подвиж-
ными объектами различных классов [24, 25].

Пример анализа робастных свойств 
системы управления движением судна  
по курсу

Будем считать, что линейная математическая модель дви-
жения судна по курсу имеет вид (1), причем матрицы этой моде-
ли равны

	

                                                                                                       

, (17)

а вектор состояния x  и внешнее возмущение d имеют сле-
дующие компоненты:  

x = (Vz  ,   ωy  ,   φ)T;     d=Fz

Здесь zV  – боковая скорость, yω  – угловая скорость вра-
щения по курсу, φ – угол курса, zF  – боковая сила.

Численные значения элементов матриц, приведенных в 
формуле (17), равны [18]:

	 3 3 2
11 12 1

4 2 4 2
21 22 2

3 4
1 2 2

9.7347 10 ; 1.6284575 ; 1.9801 10 ;
4.0748 10 ; 7.1699 10 ; 3.8596 10 ;

1.540467 10 ; 2 1.4142 10 .

a V a V b V
a V a V b V
h h c L

− −

− − −

− −

= − ⋅ = = − ⋅

= ⋅ = − ⋅ = − ⋅

= ⋅ = = ⋅

	

						      (18)
Данные значения представляют номинальную модель объ-

екта. Будем считать, что эти коэффициенты могут варьировать-
ся в пределах  ±30% от номинальных значений, то есть

ˆˆ[ , ], [ , ], , 1, 2ij ij ij i i ia a a b b b i j∈ ∈ =

 .	      (19)

Здесь
 ˆˆ 0,3 , 0,3 , 0,3 , 0,3 ,ij ij ij ij ij ij i i i i ia a a a a a b b b b b b= − = + = − = +



 
,ij ia b  – номинальные значения, приведенные в формуле (18).

Выберем следующие значения настраиваемых элементов 
многоцелевого закона управления (2):

(0.1267 21.49 5.9409), 1.3073Kδ= = −K  

( )662.1373, 0.1267 21.49 0K ν∆ = =K

( )1773.2 7.7737 5.1857 T=G
Соответствующая им передаточная функция  динамиче-

ского регулятора (5) равна
	 .	                                                                                                          (20)

Покажем, что регулятор ( )u K s y=  обеспечивает устой-
чивость замкнутой системы при любой вариации коэффициен-
тов модели в заданных пределах (19). Для этого приведем гра-
фики (рис. 1) границ робастной устойчивости  регулятора (20) и 
частотного коридора, в пределах которого варьируются АЧХ 
объекта управления при допустимых вариациях коэффициен-
тов (19), и сравним их.

Рис. 1. Сравнение частотных коридоров
Fig. 1. Comparison of frequency corridors

Из рисунка можно сделать вывод, что частотный коридор 
вариации АЧХ объекта находится внутри границ робастной 
устойчивости. Таким образом, полученный результат гаранти-
рует сохранение устойчивости при любых вариациях коэффици-
ентов модели объекта в заданных пределах (19).

Рассмотрим вопрос анализа робастного качества для дина-
мического регулятора ( )u K s y= . С этой целью построим гра-
ницы интервалов (16) для перерегулирования и длительности 
при фиксированных значениях настраиваемых элементов зако-
на управления с многоцелевой структурой. В результате прове-
денных вычислений были получены следующие значения с уче-
том вариации коэффициентов в пределах (19):

19.2294, 0,up lo
p pJ J= =                                                                (21)

В качестве иллюстрации на рис. 2 приведены графики из-
менения угла курса φ (t) для случая, когда берутся только мак-
симальные и минимальные отклонения коэффициентов матриц 

( )
11 12 1 1

21 22 2 2

0
0 ; ; ; 0 0 1

0 1 0 0 0

a a b h
a a b h

     
     = = = =     
     
     

A b H c

4 3 2

4 3 2 -15

662.1s  961.8s +422.3 s +47.53s( )
s +7.307s +20.7s +2.988s+1.624 10

K s +
=

⋅

53.1565, 16.6489.up lo
p pT T= =
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(17) в соответствующих диапазонах (19). Отметим, что приве-
денный на графиках результат получается только при условии, 
что ограничения на управление не учитываются. В противном 
случае, существуют такие комбинации коэффициентов матема-
тической модели, для которых ограничения на ресурс управле-
ния приводят к потере устойчивости замкнутой системы. Отме-
тим, что значения длительности и перерегулирования для 
приведенных на рис. 2 переходных процессов находятся в преде-
лах интервалов с границами (21). 

Рис. 2. Углы курса для различных комбинаций коэффициентов модели
Fig. 2. Course angles for different combinations of model coefficients

На рис. 3 приведен пример переходного процесса по курсу 
для заданного командного сигнала * 10φ =   при наличии по-
стоянного внешнего возмущения 42d = − . При этом исполь-
зуется многоцелевой закон управления (2) с приведенными ра-
нее значениями настраиваемых элементов. Из рисунка можно 
сделать вывод, что построенный регулятор обеспечивает аста-
тизм замкнутой системы по контролируемой переменной, то 
есть компенсирует действие внешнего возмущения.

Рис. 3. Угол курса номинальной модели
Fig. 3. The course angle of the nominal model

Заключение

В работе предложены алгоритмы анализа робастной устой-
чивости и робастного качества для многоцелевых законов 
управления подвижными объектами. При проведении исследо-
вания учитывалось, что коэффициенты модели известны неточ-
но и могут варьироваться в заданных пределах. Представлены 
результаты вычислительных экспериментов, выполненных для 
системы управления движением судна по заданному курсу. 
Предложенные в работе подходы могут быть использованы для 
анализа робастных свойств систем управления подвижными 
объектами различных классов.    
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