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2Объединённыи̮ институт ядерных исследовании̮, Дубна, Московская область, Россия 
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АННОТАЦИЯ 

В	 развиваемом	 группой	 методе	 стохастизации	 одношаговых	 процессов	 из	 исходной	
стохастической	 системы	 получаются	 упрощённые	 математические	 модели.	 Эти	
модели	 возможно	 исследовать	 стандартными	 методами,	 в	 отличии	 от	 исходной	
системы.	Однако	сам	процесс	стохастизации	зависит	от	типа	исследуемой	системы.	
Мы	хотим	получить	унифицированный	абстрактный	формализм	для	стохастизации	
одношаговых	 процессов.	 Данный	 формализм	 должен	 быть	 эквивалентен	 ранее	
введёному.	Для	унификации	методов	построения	основного	кинетического	уравнения	
предлагается	 использовать	 диаграммную	 технику.	 Предложена	 диаграммная	
техника,	позволяющая	получать	унифицированным	образом	основное	кинетическое	
уравнение	для	исследуемой	системы.	
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DIAGRAM REPRESENTATION FOR THE OPERATOR APPROACH OF ONE-STEP 
PROCESSES STOCHASTIZATION 

ABSTRACT 

By	 the	means	 of	 the	method	 of	 stochastization	 of	 one-step	 processes	we	 get	 the	 simplified	
mathematical	model	of	the	original	stochastic	system.	We	can	explore	these	models	by	standard	
methods,	as	opposed	to	the	original	system.	The	process	of	stochastization	depends	on	the	type	
of	the	system	under	study.	We	want	to	get	a	unified	abstract	formalism	for	stochastization	of	
one-step	processes.	This	formalism	should	be	equivalent	to	the	previously	introduced.	To	unify	
the	methods	of	construction	of	the	master	equation,	we	propose	to	use	the	diagram	technique.	
We	get	a	diagram	technique,	which	allows	 to	 unify	getting	master	equation	 for	 the	 system	
under	study.	
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Введение 

При моделировании разных физических и технических систем их зачастую можно 
моделировать в форме одношаговых процессов [1–4]. Тогда встаёт задача адекватного 
представления и изучения полученнои̮ модели. Для статистических систем кроме представления 
векторов состояния (комбинаторныи̮ подход) [1, 2] также используется и представление чисел 
заполнения (операторныи̮ подход) [5–10], особенно хорошо подходящее для описания систем с 
переменным числом элементов. Однако, техника получения моделеи̮ для комбинаторного 
достаточно сильно отличается от техники для операторного подхода. В даннои̮ работе мы хотим 
предложить унифицированную методику для обоих подходов на основе диаграммнои̮ техники. 

Общее описание методики 

Наша методика полностью формализована таким образом, что для её применения 
достаточно сформулировать исходную задачу соответствующим образом. Следует заметить, что 
большинство исследуемых нами моделеи̮ можно было формализовать как одношаговые 
процессы [12, 13]. Собственно, для этого типа моделеи̮ и развивалась нами эта методика. Что не 
исключает возможности расширения её и на другие процессы. Итак, первым шагом мы приводим 
нашу модель к виду одношагового процесса. Далее необходимо формализовать этот процесс в виде 
схем взаимодеи̮ствия. Аналогами схем взаимодеи̮ствия являются уравнения химическои̮ кинетики, 
реакции частиц и т.д. [1, 2, 5]. Каждои̮ схеме взаимодеи̮ствия приписывается собственная 
семантика. Эта семантика приводит непосредственно к основному кинетическому уравнению. 
Однако основное кинетическое уравнение [12, 13]. имеет обычно достаточно сложную структуру, 
что затрудняет его решение и исследование. Тогда возможны два пути:  

 вычислительныи̮ подход — решение основного кинетического уравнения, например, по 
теории возмущении̮;  

 модельныи̮ подход — получение приближённых моделеи̮ в виде уравнении̮ Фоккера–
Планка и Ланжевена. 
Вычислительныи̮ подход позволяет получать конкретное решение для изучаемои̮ модели. 

В нашеи̮ методике данныи̮ подход связан с решением по теории возмущении̮ [14–16]. Модельныи̮ 
подход позволяет получить модели, которые удобно исследовать численно и качественно. 

По методам построения основного кинетического уравнения (и, соответственно, 
последующих упрощённых моделеи̮) можно выделить два подхода: 

 комбинаторныи̮ подход;  
 операторныи̮ подход. 

В комбинаторном подходе все деи̮ствия выполняются в пространстве векторов состояния 
системы, то есть мы на протяжении всех модельных манипуляции̮ имеем дело с конкретнои̮ 
исследуемои̮ системои̮.  

В операторном подходе мы отвлекаемся от конкретнои̮ реализации исследуемои̮ системы, 
работая с абстрактными операторами. В пространство векторов состоянии̮ мы переходим только в 
конце вычислении̮. Кроме того, конкретную операторную алгебру мы выбираем, исходя их 
симметрии задачи.  

Основное кинетическое уравнение 

Для описания системы используется основное кинетическое уравнение (master equation):  
ଶ߮)݌߲ , ;ଶݐ ߮ଵ, (ଵݐ

ݐ߲ = න[ݓ(߮ଶ; ߰, ,߰)݌(ଶݐ ;ଶݐ ߮ଵ, (ଵݐ − ;߰)ݓ ߮ଶ , ,ଶ߮)݌(ଶݐ ;ଶݐ ߮ଵ , [(ଵݐ ݀߰, 

где w(φ|ψ,t) есть вероятность перехода из состояния ψ в состояние φ за единицу времени. 
При дискретнои̮ области определения множества состоянии̮ системы φ можно записать 

(пронумеровав состояния числами n и m):  
(ݐ)௡݌߲

ݐ߲ = ෍ ௡௠ݓ (ݐ)௠݌ −  ,(ݐ)௡݌௠௡ݓ
где pn — вероятность нахождения системы в состоянии n в момент времени t, wnm — вероятность 
перехода системы из состояния m в состояние n за единицу времени.  

Операторный подход 

Представление чисел заполнение является основным языком при описании физики многих 
тел. Главными элементами этого языка являются волновые функции системы, содержащие 
информацию о том, сколько частиц находится в каждом одночастичном состоянии. Для изменения 
состояния системы используют операторы рождения и уничтожения. Методика применения 
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формализма вторичного квантования для неквантовых систем (статистических, 
детерминированных) была рассмотрена в целом ряде статеи̮ [7, 19–21]. Для записи представления 
чисел заполнения обычно используют нотацию Дирака. В нотации, предложеннои̮ П. А. М. Дираком 
состояние системы описывается элементом проективного гильбертового пространства. 

߮ ∗௜: = ߮௜ = (߮௜)ା =< ݅| = |݅ > ା. 
Скалярное произведение имеет следующии̮ вид:  

߮௜߮௜ = ⟨݅|݅⟩. 
Тензорное произведение имеет вид:  

௝߮߮௜ = |݅ >< ݆|. 
В формализме чисел заполнения основное кинетическое уравнение переходит в уравнение 

Лиувилля:  
߲
ݐ߲ (ݐ)߮| >= (ݐ)߮|ܮ >. 

Оператор Лиувилля L удовлетворяет соотношению:  
< ܮ|0 = 0. 

Диаграммная запись 

Опишем предлагаемую нами диаграммную технику для стохастизации одношаговых 
процессов.  

  
Рис.	1.	Прямое	взаимодействие		

  
Рис.	2.	Обратное	взаимодействие		

Будем записывать схемы взаимодеи̮ствия в виде диаграмм. Каждои̮ схеме взаимодеи̮ствия 
соответствует пара диаграмм (рис. 1 и 2) для прямого и обратного взаимодеи̮ствия соответственно. 
Диаграмма состоит из следующих элементов: 

 входящие линии (на рисунке 1 обозначено сплошнои̮ линиеи̮). Эти линии направлены к 
линии взаимодеи̮ствия. Линия помечается количеством и типом взаимодеи̮ствующих 
сущностеи̮. Можно записывать по однои̮ сущности на линию или группировать их; 

 исходящие линии (на рисунке 1 обозначено сплошнои̮ линиеи̮). Эти линии направлены от 
линии взаимодеи̮ствия. Линия помечается количеством и типом взаимодеи̮ствующих 
сущностеи̮. Можно записывать по однои̮ сущности на линию или группировать их; 

 линия взаимодеи̮ствия. (на рисунке 1 обозначена пунктирнои̮ линиеи̮). Направление 
времени обозначено стрелкои̮. Линия помечается коэффициентом интенсивности 
взаимодеи̮ствия. 
Каждои̮ линии приписывается определённыи̮ фактор (в зависимости от выбранного 

подхода). Результирующее выражение получается перемножением этих факторов.  
При применении операторного подхода с помощью диаграмм взаимодеи̮ствия мы получаем 
оператор Лиувилля. Каждои̮ линии присвоим соответствующии̮ фактор. Результирующии̮ членом 
будет получен из нормального произведения (нормальное произведение есть запись произведения 
операторов в виде, когда все операторы рождения стоят слева от всех операторов уничтожения. 
факторов).  

  
Рис.	3.	Прямое	взаимодействие	(операторный	подход)		

  
Рис.	4.	Обратное	взаимодействие	(операторный	подход)		

Будем использовать следующие факторы для каждого типа линии̮ (рис. 3).  
 Входящая линия. Линия соответствует выводу однои̮ сущности из системы. Следовательно, 

еи̮ соответствует оператор уничтожения a. Очевидно, что комбинированнои̮ линии 
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мощности I соответствует оператор aI.  
 Исходящая линия. Линия соответствует появлению в системе новои̮ сущности. 

Следовательно, еи̮ соответствует оператор рождения π. Очевидно, что комбинированнои̮ 
линии мощности F соответствует оператор πF.  

 Линия взаимодеи̮ствия. Этои̮ линии соответствует собственно коэффициент 
интенсивности взаимодеи̮ствия. 

 

  
Рис.	5.	Прямое	взаимодействие	(операторный	подход),	расширенная	нотация		

  
Рис.	6.	Обратное	взаимодействие	(операторный	подход),	расширенная	нотация		

Для корректировки диаграммы 3 мы должны вычесть количество сущностеи̮, вступивших 
во взаимодеи̮ствие, помноженное на интенсивность взаимодеи̮ствия. Тогда получим следующии̮ 
член оператора Лиувилля:  

ା݇ߨிܽூ − ା݇ߨூܽூ = ା݇(ߨி − ூ)ܽூߨ . 
Для обратных взаимодеи̮ствии̮ (рис. 4) используются эти же правила.  
Для учёта дополнительного фактора будем использовать расширенные диаграммы (см. 

рис. 5 и 6). Здесь из нормального произведения числителеи̮ вычитается нормальное произведение 
знаменателеи̮.  

Таким образом, получаем оператор Лиувилля:  
ܮ = ෍ ቂ ା݇ఈ ቀ(ߨ௜)ி೔ഀ − ூ೔ഀ(௜ߨ) ቁ (ܽ௜)ூ೔ഀ + ି݇ఈ ቀ(ߨ௜)ூ೔ഀ − ி೔ഀ(௜ߨ) ቁ (ܽ௜)ி೔ഀቃ. 

Модель Ферхюльста 

В качестве демонстрации метода рассмотрим модель Ферхюльста [24–26], описывающую 
ограниченныи̮ рост (привлекательность этои̮ модели в том, что она одномерна и нелинеи̮на). 
Изначально эта модель описывается следующим дифференциальным уравнением:  

݀߮
ݐ݀ = ߮ߣ − ߮ߚ −  ,ଶ߮ߛ

здесь λ — коэффициент интенсивности размножения, β — коэффициент интенсивности 
вымирания, γ — коэффициент интенсивности уменьшения популяции. Здесь мы оставляем те же 
обозначения, что и в исходнои̮ модели [24]. Построим стохастическии̮ вариант даннои̮ модели. 
Запишем схемы взаимодеи̮ствия:  

߮ ⇔ ఊ
ఒ2߮,

߮ ⇒ ఉ0.
 

Первое соотношение означает, что индивидуум, которыи̮ съедает единицу пищи, 
немедленно репродуцируется, в обратную сторону – соперничество между индивидуумами. 
Второе — смерть индивидуума.  

  
Рис.	7.	Первое	прямое	взаимодействие		
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Рис.	8.	Первое	обратное	взаимодействие		

		
Рис.	9.	Второе	взаимодействие		

Применим операторныи̮ подход. Для схем взаимодеи̮ствия (10, 11 и 12) получаем оператор 
Лиувилля:  

ܮ = ଶߨ)ߣ − ܽ(ߨ + ߨ)ߛ − ଶ)ܽଶߨ + 1)ߚ − ܽ(ߨ =
= ଶ(ାܽ))ߣ − ܽା)ܽ + ାܽ)ߛ − (ܽା)ଶ)ܽଶ + 1)ߚ − ܽା)ܽ =

= ାܽ)ߣ − 1)ܽାܽ + 1)ߚ − ܽା)ܽ + 1)ߛ − ܽା)ܽାܽଶ.
 

  
Рис.	10.	Первое	прямое	взаимодействие	(операторный	подход)		

  
Рис.	11.	Первое	обратное	взаимодействие	(операторный	подход)		

  
Рис.	12.	Второе	взаимодействие	(операторный	подход)		

Запишем основное кинетическое уравнение через оператор Лиувилля:  
(ݐ)௡݌߲

ݐ߲ =
1
݊!

⟨߮|ܮ|݊⟩ =

=
1
݊!

ାܽܽߣ]−|݊⟩ + ାܽܽߚ + [ାܽାܽܽܽߛ + ܽߚ] + [ାܽܽܽߛ + ⟨ାܽାܽ߮ܽߣ =

= ݊ߣ]− + ݊ߚ + ݊)݊ߛ − 1)]⟨݊|߮⟩ + ݊)ߚ] + 1) + ݊)ߛ + 1)݊]⟨݊ + 1|߮⟩ + ݊)ߣ − 1)⟨݊ − 1|߮⟩ =
= ݊ߣ]− + ݊ߚ + ݊)݊ߛ − (ݐ)௡݌[(1 + ݊)ߚ] + 1) + ݊)ߛ + ௡݌[݊(1 + (ݐ)1 + ݊)ߣ − ௡݌(1 − .(ݐ)1

 

Результат полностью совпадает с формулои̮, полученнои̮ комбинаторным методом.  

Заключение 

Авторами предложена диаграммная техника для стохастизации одношаговых процессов. На 
данныи̮ момент эта техника позволяет получить основное кинетическое уравнение. Также эта 
техника позволяет унифицировать разные подходы к стохастизации одношаговых процессов. 
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