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Abstract 

It is assumed that by 2021, about half of the companies will use digital counterparts of different levels. The 
simplest digital twin models may not use machine learning, but the models using machine learning algo-
rithms will have the greatest advantage. In this article, we offer our approach to the construction of digital 
twins for real objects. We rely on our unified process of constructing approximate solutions of boundary 
value problems for equations of mathematical physics and accumulated experience in solving numerous 
specific problems of this type. In this paper, we present five approaches to the construction of digital twin 
models based on the evolutionary algorithms developed and tested by us. The peculiarity of our approach 
to evolutionary algorithms is the use of genetic procedures for constructing the structure of the model and 
nonlinear optimization algorithms for adjusting its parameters. Also, we propose our approach to the 
construction of multilayer models upon differential equations, which allows doing without the time-con-
suming procedure of neural networks training. We are confident that the proposed approaches can signifi-
cantly simplify and unify the creation and adaptation (keeping up to date) of digital twins for real objects 
of various kinds – technical, biological, socio-economic, etc.

Аннотация 

Предполагается, что к 2021 году около половины компаний будут использовать цифровых двой-
ников разного уровня. Самые простые цифровые модели-двойники могут не использовать ма-
шинное обучение, но наибольшее преимущество будут иметь модели, использующие алгоритмы 
машинного обучения. В данной статье мы предлагаем свой подход к построению цифровых двой-
ников реальных объектов. Мы опираемся на свой унифицированный процесс построения прибли-
жённых решений краевых задач для уравнений математической физики и накопленный опыт 
решения большого числа конкретных задач такого типа. В работе мы представляем пять подходов 
к построению цифровых моделей-двойников, опирающиеся на разработанные и протестирован-
ные нами эволюционные алгоритмы. Особенностью нашего подхода к эволюционным алгорит-
мам является использование генетических процедур для построения структуры модели и алго-
ритмов нелинейной оптимизации для подстройки ее параметров. Кроме того, мы предлагаем наш 
подход к построению многослойных моделей по дифференциальным уравнениям, позволяющий 
обойтись без трудоёмкой процедуры обучения нейронных сетей. Мы уверены, что предложенные 
нами подходы позволяют существенно упростить и унифицировать создание и адаптацию (под-
держание в актуальном состоянии) цифровых двойников реальных объектов разного рода – тех-
нических, биологических, социально-экономических и т.д.
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Введение  

В современной индустрии человек становится элементом 
производственной технологии, снижающим производитель-
ность, надежность и качество продукции. Развитие киберфизи-
ческих систем, интернета вещей, облачных вычислений и ког-
нитивных вычислений позволяет повысить уровень 
автоматизации, заменить человека на  сложных участках произ-
водства. Об этом переходе принято говорить как о четвертой 
промышленной революции, которая приводит к цифровому 
производству. Информационные потоки между сенсорами, 
устройствами и людьми замыкаются через Интернет вещей и 
людей. Модели цифрового производства агрегируют низкоу-
ровневые данные от сенсоров с высокоуровневой контекстной 
информацией. На основе этой информации киберфизические 
системы принимают решения возможно более автономно и, в то 
же время, предоставляют человеку-оператору агрегированную 
информацию в удобной визуальной форме. Технологии цифро-
вого производства объединяют технологии искусственного ин-
теллекта, компьютерного моделирования, машинного обуче-
ния, облачных вычислений, киберфизических систем.  

Компьютерная модель, которая копирует поведение физи-
ческого объекта, называется цифровым двойником [1-3]. Модель 
симулирует все возможные режимы работы объекта в течение 
его жизни, учитывает влияние внешних факторов и процессов 
управления, позволяет предсказывать будущее состояние и по-
ведение физического объекта. Цифровой двойник основан на 
технологиях искусственного интеллекта, машинного обучения 
и аналитического программирования. Цифровой двойник не-
прерывно обучается и обновляет свои параметры, получая ин-
формацию от множества сенсоров, правильно представляет со-
стояние физического объекта. При обучении им используются 
текущие данные от сенсоров, от устройств управления, от внеш-
ней среды, он объединяет фактические данные со знаниями, 
полученными от инженеров, опытных специалистов в данной 
области. Цифровой двойник использует исторические данные, 
накопленные на предыдущих этапах. 

Цифровые модели-двойники используются в интеллекту-
альных системах диагностики и обслуживания, чтобы предска-
зать отказ, выдать сообщение в центр интеллектуального об-
служивания. Центры могут использовать облачные сервисы 
[4,5], их целью является достижение близкой к нулю вероятно-
сти отказа. Для этого используют агентов для предсказания от-
казов устройств и для обеспечения их готовности. Модели учи-
тывают метрологическую надежность сенсоров, предсказывают 
необходимость метрологического обслуживания (поверки – 
calibration of instrument). Центры интеллектуального обслужи-
вания целесообразно строить как объединенные промышлен-
но-университетские, использующие облачные кластеры 
суперкомпьютерного центра.

Искусственный интеллект в моделях цифровых двойников 
представлен традиционными методами обучения нейронных 
сетей RBF, MLP, NARX и глубокими методами обучения нейрон-
ных сетей CNN и RNN, специально предназначенных для обра-
ботки видео- и аудио- сигналов.

Традиционно для создания цифровых моделей физических 
объектов применяют методы математической физики. Эти методы 
используются при анализе прочности конструкций, в теплопереда-
че,  в гидродинамике, в электроэнергетике и др. Сложная задача 
моделирования физического объекта представляется  в виде набо-

ра краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний и (или) дифференциальных уравнений в частных произво-
дных, например, для уравнений Эйлера – Лагранжа, Навье – Стокса. 

К сожалению, традиционные подходы к решению таких за-
дач – сеточные методы и методы конечных элементов [6-20] не 
обладают рядом важные свойств, необходимых для построения 
цифровых двойников:

• невозможность непрерывного обучения в течение 
всего жизненного цикла производственного оборудо-
вания;

• невозможность пред-обучения и пост-обучения моде-
ли;

• невозможность адаптации модели в результате по-
полнения данных от сенсоров; 

• невозможность обработки текущей информации от 
всех видео- и аудио- данных;

• невозможность решения задач распознавания и диа-
гностики;

• невозможность предсказания отказов для их предот-
вращения;

• не учитывают метрологические характеристики сен-
соров;

• не способны, основываясь на наблюдениях, автомати-
чески изменять структуру модели, изменять и под-
страивать сетки и элементы.

Важно в области инженерии, обновлять модели «на лету», 
поскольку новые данные становятся доступными для лучшего 
контроля. Инженерные системы строго необходимы в персона-
лизированной медицине, где все пациенты различны, а экспе-
рименты in vivo невозможны. В этой области необходимо выве-
сти наилучшую возможную модель для пациента из априорных 
знаний, полученных от других пациентов. Недавно были опу-
бликованы успешные подходы, которые позволяют прогности-
ческую науку в медицине, например, для лазерной обработки 
опухолей. Появляется область – «компьютерная предсказатель-
ная медицина» для приложений к персонализации модели опу-
холи головного мозга [21-24].

При моделировании сложных технических объектов обыч-
но применяются пакеты компьютерного инженерного  анализа,  
основанные  на  методе  конечных элементов (МКЭ). Однако мо-
делирование реального объекта с их помощью наталкивается 
на ряд принципиальных трудностей. Во-первых, точная инфор-
мация о дифференциальных уравнениях, описывающих поведе-
ние объекта, обычно отсутствует в силу сложности описания 
происходящих в нём процессов. Во-вторых, для применения 
МКЭ нужно знать начальные и граничные условия, информация 
о которых обычно является ещё менее полной и точной. В-тре-
тьих, при работе реального объекта его свойства и характери-
стики, параметры протекающих в нём процессов могут менять-
ся. Это требует соответствующей адаптации модели, что 
затруднительно провести с моделью, построенной на основе 
МКЭ.

Более перспективным представляется другой подход, ког-
да для каждого элемента целевого объекта  строится адаптив-
ная модель, которая может уточняться и перестраиваться в со-
ответствии с данными наблюдений над объектом. Такую модель 
удобнее всего строить в виде нейронной сети. Поэтому актуаль-
ной задачей является развитие технологий нейросетевого мо-
делирования, более полный учет исторических и вновь поступа-
ющих данных, совершенствование методов автоматической 

Математические модели 
подвижного объекта и 
многоцелевого закона 
управления 

Рассмотрим линейную математическую 
модель, представляющую динамику объекта 
управления в отклонениях от контролируемо-
го движения и заданную системой дифферен-
циальных уравнений:
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(1)
где x∈En  – вектор состояния, u E∈ 1  

– управляющий сигнал, δ ∈E1  – отклонение 
исполнительных органов, d E∈ 1  – внешнее 
возмущение, y E∈ 1  – регулируемая пере-
менная.

Построим многоцелевой закон управле-
ния, представленный формулами 

               

 
(2)где  z∈En  – вектор состояния асим-

птотического наблюдателя, который позволя-
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подстройки архитектуры и параметров модели, методов класси-
фикации и предсказания. Совокупность задач, стоящих перед 
цифровой моделью-двойником, может быть решена с использо-
ванием коллектива нейронных сетей, каждая из которых ото-
бражает некоторый фрагмент (элемент, процесс) объекта.

Методы 

Поясним процедуру построения нейросетевой модели не-
которого элемента (процесса) в объекте, для которого мы стро-
им модель-двойник. Пусть соответствующий элемент (процесс) 
описан в виде начальной или краевой задачи для дифференци-
ального, интегро-дифференциального или диференциально-ал-
гебраического уравнения (обыкновенного или в частных произ-
водных)

A u g u u R p B u h( ) , ( ), , ( ) ,= = ∈ ⊂ =     x x Ω Γ
  (1)

здесь u – функция, характеризующая состояние интересу-
ющего нас элемента или процесса, A u( )  – дифференциальный, 
интегро-дифференциальный или дифференциально-алгебраи-
ческий оператор, т.е. алгебраическое выражение, содержащее 
производные, интегралы или алгебраические соотношения от 
функции u , B u( )  – оператор, определяемый граничными усло-
виями, Γ  – граница области �. 

Ищем приближённое решение задачи (1) в виде выхода ис-
кусственной нейронной сети (ИНС) заданной архитектуры 

u c vi
i

N

i( , ) ( , )x w x a=
=
∑

1

      (2)

Здесь w w w= ( ,..., )1 N  – вектор весов w ai i ic= ( , ) , агре-
гирующий линейно входящие параметры ci  и нелинейно-вхо-
дящие параметры ai . Базисный нейроэлемент – функция v  за-
дается выбором типом нейронной сети и функции активации. 

Иногда целесообразно применение ИНС с разными базис-
ными элементами (гетерогенных ИНС). Обычно подобные сети 
применяются тогда, когда искомое решение ведёт себя принци-
пиально различно в разных подобластях, например, в задачах с 
фазовыми переходами, скачками и т.д. В такой ситуации часто 
имеет смысл строить две или несколько нейронных сетей мень-
шего размера, каждая из которых отвечает своей подобласти.

Вектор весов  ИНС w находится в процессе поэтапного об-
учения сети, построенном в общем случае на минимизации не-
которого функционала ошибки J ( )w . Для задачи (1) 
J J J( )w = +1 2δ , где J1  выражает оценку удовлетворения 

уравнения, J2  - краевого условия. В компонент J2  могут вхо-
дить слагаемые, которые отвечают и за иные условия постанов-
ки: симметрия, соотношения на границах раздела, уравнение 
состояния и т.д. Так как цифровой двойник должен учитывать 
данные наблюдений за целевым объектом, в функционал J ( )w  
добавляется слагаемое δ J3 , отражающее точность, с которой 
модель (2) соответствует этим условиям. 

Хотелось бы взять слагаемые функционала 
J A u g d1

2= −∫ ( ( ) )
Ω

Ω , J B u f d2

2= −∫ ( ( ) ) Γ
Γ

, 

но вычислить аналитически соответствующие интегралы 
удаётся только в исключительных случаях, поэтому удобнее ис-
пользовать дискретную форму для функционалов 

,  ,

               (3)

Здесь ′′uk - результаты наблюдений за объектом, соответ-
ствующие точкам J ( )w . В связи с тем, что исходные уравнения 
(1) соответствуют моделируемому объекту неточно, мы ищем 
не точный минимум функционала J ( )w , а точку wη  в про-
странстве весов J ( )wη η< , задающее так называемое η -реше-
ние u uη η= ( , )x w . Число η > 0  выбирается таким, чтобы счи-
тать построенную модель достаточно точной. Оно может быть 
выбрано тем меньше, чем точнее исходная модель (1).

Вычислительные эксперименты показали, что использова-
ние фиксированного набора тестовых (пробных) точек 
нецелесообразно, так как в этом случае малые ошибки в этих 
пробных точках могут сопровождаться большими ошибками в 
других точках области �. Увеличение числа пробных точек с це-
лью достаточно плотного покрытия области � позволяет избег-
нуть подобной ситуации в случае относительно небольшого 
числа нейронов (слагаемых в выражении (2)). При этом резко 
возрастает время вычислений, что существенно в ситуации, ког-
да мы хотим моделировать объект в режиме реального времени. 
Решением этой проблемы оказалось использование периодиче-
ски перегенерируемых множеств пробных точек  в области 
� и, при необходимости, перегенерируемых множеств пробных 
точек  на её границе Γ . Перегенерация тестовых точек по-
сле определённого числа шагов процесса обучения сети делает 
его более устойчивым. При этом мы организуем вычисления как 
процесс минимизации набора функционалов, каждый из кото-
рых получается конкретным выбором тестовых точек и мини-
мизируется не до конца (между перегенерациями тестового 
множества производится только несколько шагов выбранного 
метода минимизации). Такой подход, в частности, позволяет 
обойти проблему попадания в локальный экстремум, характер-
ную для большинства методов глобальной нелинейной оптими-
зации. В процессе оптимизации функционала ошибки мы можем 
включать новые наблюдения как дополнительные слагаемые в 
сумме J3 . Если необходимо учесть устаревание информации со 
временем, то можно выбрасывать устаревшие наблюдения или 
использовать формулу

  

с переменными δk .
В большинстве ситуаций целесообразным оказалось слу-

чайное распределение тестовых точек, генерируемое через 
определённое число эпох обучения (шагов оптимизации) с по-
мощью постоянной (или иной) плотности вероятности, что обе-
спечивает более устойчивый ход обучения. В некоторых случаях 
целесообразно использовать неравномерный закон распределе-
ния тестовых точек – сгущение их вблизи особенностей (границ 
разрыва, углов и т.д.) или в зонах с большими ошибками. Воз-
можна также перегенерация лишь подмножества множества 
пробных точек. Число тестовых точек является компромиссом 
между требованием точности и устойчивости вычислительного 
процесса (чем больше точек, тем лучше эти показатели) и огра-
ниченным временем на построение и адаптацию модели (для 
цифрового двойника эти процессы должны идти в реальном 
времени в процессе его эксплуатации). 

Нестационарные задачи (в частности, начально-краевые 
задачи) могут быть рассмотрены в рамках данного подхода из-
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менением размерности пространства – включением времени в 
число переменных. Но есть и другие ИНС подходы, в частности, 
применение динамических нейронных сетей [25]. 

Часто цифровой двойник должен содержать параметры, 
изменяющиеся в некоторой области. Например, плотность, ко-
эффициенты теплопроводности, упругости и т.д. реальных сред 
могут не быть известны точно. В процессе функционирования 
целевого объекта могут варьироваться его размеры, температу-
ра окружающей среды и т.д. Часто требуется исследовать пове-
дение цифрового двойника в зависимости от некоторого пара-
метра, идентифицировать значение параметра по данным 
измерений или когда определяющие моделируемую систему ха-
рактеристики заданы значениями, распределёнными в некото-
рых интервалах, – интервальными параметрами.

Классический подход предполагает в подобной ситуации 
численное решение задачи для достаточно представительного 
набора параметров. Это часто требует слишком больших вычис-
лительных ресурсов и не может быть проведено в режиме ре-
ального времени. Предлагаемый нами подход позволяет искать 
решение в виде нейросетевой функции, для которой указанные 
параметры входят в число аргументов. Такую функцию можно 
построить заранее, для конкретного двойника реального объек-
та останется идентифицировать параметры по данным измере-
ний.

Поясним суть нашего подхода на краевой задаче (1). Моди-
фикация формулировки задачи состоит в том, что в её постанов-
ку входят параметры r = ( ,..., )r rk1 , меняющиеся на некоторых 
интервалах r r r i ki i i∈ =− +( ; ), ,..., 1 : 

A u g u u R p B u f( , ) ( ), ( , ), ( ) , ( , )
( )

( ).r r x r x r r r r= = ∈ ⊂ =     Ω Γ
  

 
      (4) 

Соответственно мы изменяем и представление для при-
ближённого решения задачи. Ищем приближённое решение за-
дачи (4) в виде выхода искусственной нейронной сети заданной 
архитектуры: 

u c vi
i

N

i i( , ) ( , , ),x r x r a=
=
∑

1

                              
                           (5)  

веса которой определяются в процессе поэтапного обуче-
ния сети на основе минимизации функционала ошибки 
J J J J( )w = + +1 2 3δ δ , где

  

Здесь, как и ранее,  – периодически перегенерируе-
мые пробные точки в области
 Ω( ) ( ; )rj i i

i

k

r r× − +

=
∏

1

; { , }′ ′ =
′x rj j j

M
1

 – пробные точки на её границе

Γ( )′rj ;   - точки и значения параметров, для которых 
производятся наблюдения за объектом.

На основе указанной методологии разработан унифициро-
ванный процесс построения и поддержания в актуальном состо-
янии двойников реальных объектов. Данный процесс может 
применяться и при построении моделей, не являющихся нейро-

сетевыми. Его основные этапы:
1. Декомпозиция объекта на элементы, поведение которых 

может быть описано достаточно простыми физическими моде-
лями или наборами таких моделей. Предполагается, что основ-
ная часть таких моделей может быть формализована в виде 
дифференциальных, интегро-дифференциальных или диффе-
ренциально-алгебраических уравнений и систем. 

2. Характеристика качества модели в виде функционала 
(набора функционалов). Данный этап основан на формализации 
всей имеющейся информации о изучаемых объектах и проходя-
щих в них процессах (модели должны допускать возможность 
уточнения в процессе построения решения, конструирования и 
функционирования объекта). 

3. Выбор функционального базиса (базисов). Данный этап 
должен допускать выполнение как специалистом в предметной 
области на основе информации об объекте, для которого стро-
ится цифровой двойник, так и автоматически, с помощью эво-
люционных алгоритмов (см. [26]) . Мы предлагаем использовать 
базисы функций, характерные для нейронных сетей [25]. Наш 
опыт решения различных задач математического моделирова-
ния [27-35] показал, что нейросетевые функции одних и тех же 
типов применимы при решении разнообразных задач, устойчи-
вы по отношению к ошибкам в исходных данных и допускают 
эффективную программную и аппаратную реализацию.

4. Выбор и реализация методов подбора параметров и 
структуры модели.  Данный этап может быть полностью авто-
матизирован на основе приведённых далее эволюционных алго-
ритмов. При этом имеющаяся приблизительная информация о 
поведении объекта, для которого строится цифровой двойник, 
может быть легко учтена при построении модели.

5. Реализация методов уточнения цифровых двойников объ-
ектов в процессе их функционирования и соответствующей под-
стройки алгоритмов управления ими. Важнейшим свойством 
цифрового двойника является способность адаптации под но-
вую информацию, поступающую об объекте и условиях его 
функционирования. Изложенные далее методы позволяют 
строить и модифицировать такую адаптивную модель. 

6. Пополнение базы данных моделей, алгоритмов и про-
грамм создания цифровых двойников. В процессе создания и 
адаптации цифрового двойника мы получаем математическую 
и программную модель, которая в дальнейшем может быть ис-
пользована в качестве первого приближения к цифровому двой-
нику другого похожего объекта. Изложенные далее методы 
адаптивны в том смысле, что содержат настраевыемые параме-
тры,  позволяющие улучшить работу программы в процессе по-
строения и адаптации двойника. Такая программа, настроенная 
на некоторый тип цифровых двойников, далее может быть ис-
пользована при построении и адаптации двойников определён-
ного типа.

Поставленные выше задачи построения элемента цифро-
вого двойника (1) и (4) допускают следующее обобщение. Пусть 
задан некоторый класс параметризованных моделей y = f(x,a), 
где подбору подлежат как конкретная структура S  функции f , 
выбираемая из некоторого множества структур, так и вектор-
ный параметр a , выбрав который мы получаем конкретную мо-
дель. Заметим, что выбор структуры f  тоже можно параметри-
зовать, но обычно удобнее подбирать её напрямую. Следует 
учесть, что f  может быть и отображением самого общего вида. 
Будем искать модель, наилучшим образом удовлетворяющую 
условиям Aq q( , , )x y Ω ={ }0 , где �q – некоторое множество x, 



Vol. 14, no 3. 2018          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru

525Тheoretical questions of computer science, computational mathematics,  
computer science and cognitive information technologies

Modern
Information
Technologies
and IT-Education

Alexander N. Vasilyev, Dmitry A. Tarkhov, 
Galina F. Malykhina

на котором соответствующее условие должно быть выполнено. 
При этом указанные условия могут меняться в процессе постро-
ения и адаптации цифрового двойника. В упомянутых выше по-
становках задач в качестве множеств �q выступают точки xi , но 
возможны задачи, для которых условие должно быть выполне-
но для каждой отдельной точки из множества �q или в инте-
гральном смысле, т.е. для всего множества в целом.

Сформулируем соответствующий алгоритм одновременно-
го подбора параметров и структуры совокупности моделей, со-
ставляющих цифрового двойника, более формально. Начинаем с 
генерации некоторого начального множества моделей 
F S Gi i i i0

= ={ }µ µ ( , , )a , определяемых структурой Si , веса-
ми ai  и множеством переменныхGi , на котором данная модель 
работает. В множество Gi  могут входить область изменения 
пространственных переменных, конечный или бесконечный ин-
тервал изменения времени и множество изменения параметров, 
характеризующих объект, для которого строится данный эле-
мент цифрового двойника. Кроме того, необходимо ввести мно-
жества функционалов J j , в процессе минимизации которых и 
строится цифровой двойник.  Эти функционалы описывают, на-
сколько точно модели соответствуют описывающих их физиче-
ским и иным законам, условия стыка элементов, величины, ко-
торые мы хотим оптимизировать при управлении объектом. 
При этом функционалы могут меняться при появлении новых 
данных об объекте или желаемых параметров его функциониро-
вания. Алгоритм определяется зависимостью 
F F J Aj j j i j i j( , [{ , }])

, ,−1
Ω , где J J F J Aj j j j i j i j+ = +1 1

( , ,{ , })
, ,
Ω , 

A A F J Ai j i j j j i j i j, , , ,
( , ,{ , })+ +=

1 1
Ω , Ω Ω Ωi j i j j j i j i jF J A

, , , ,
( , ,{ , })+ +=

1 1 . 
Таким образом, в процессе работы алгоритма меняется не толь-
ко совокупность моделей Fj , но и перестраиваются множества 
функционалов J j , условий Ai j,  и множеств �i, j, на которых эти 
условия заданы. Для построения реального алгоритма построе-
ния цифрового двойника реального объекта надо все эти зави-
симости конкретизировать. Рассмотренные далее алгоритмы 
являются примерами алгоритмов данного класса. 

Пусть реальное и желаемое функционирование цифрового 
двойника определяет набор условий

{ ( , ,..., ) }A u u uq r q
Q

q
1 2 10

Ω
= =

,     
     (7)

где �q  – некоторое множество, на котором соответствую-
щее условие должно быть выполнено, us  – неизвестные функ-
ции, описывающие отдельные аспекты работы моделируемого 
объекта или его элементов. Операторы Aq  задают уравнения, а 
также граничные и иные условия – например, законы сохране-
ния, уравнения состояния, условия стыковки элементов или 
данные, полученные из опыта, а также иные требования к реше-
нию задачи, включая параметры, которые требуется оптимизи-
ровать. В процессе обучения операторы Aq  могут изменяться, 
например, включая в рассмотрение вновь поступающую инфор-
мацию или новые требования к работе объекта.

Будем искать каждую неизвестную функцию в виде разло-
жения: 

u cs i s s i s
i

Ns
( ) ( ; ),, ,x x a=

=
∑ ϕ

1

s r=1...
,     

                (8)
подбирая веса – параметры ai s,  и ci s,  – путём минимизации 
функционала ошибки, составленного из слагаемых вида
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j

M

q

q

( , ,..., )( ),1 2

2

1

x
Ω

=
∑

каждое из которых входит в сумму с весовым множителем 
δq > 0 , обычно фиксируемым заранее или пересчитываемым  
время от времени по определённой процедуре. Возможные про-
цедуры подбора весовых множителей оставим в стороне, упомя-
нем только самую простую – подбирать их так, чтобы слагаемые 
в функционале соответствовали точности выполнения условий 
(7), по которым они сформированы или важностью их выполне-
ния для объекта, для которого строится цифровой двойник. Це-
лесообразно время от времени осуществлять пересчёт δq , если 
указанная точность или значимость условий меняется во время 
работы алгоритма. Задачи с параметрами (4,5) также входят в 
данный  класс задач. Если мы строим цифрового двойника для 
некоторого множества параметров r = ( ,..., )r rk1 , описывающих 
работу объекта, то компоненты вектора r  включаются в число 
компонент вектора x . Если параметры r = ( ,..., )r rk1 подлежат 
определению на данном этапе построения или адаптации циф-
рового двойника, то компоненты вектора r  включаются в чис-
ло компонент соответствующих векторов ai s, . Возможен и сме-
шанный вариант, при котором часть параметров включаются в 
вектор x , а часть – в векторы ai s, .

Для конечных множеств �q в качестве пробных точек x j q,  
могут использоваться все точки множества, а если их слишком 
много – на каждом шаге может выделяться их конечное подмно-
жество (например, случайно). Пробные точки x j q, , соответству-
ющие бесконечным множествам �q, выбираются регулярно или 
случайно. Соображения, приведённые ранее, позволяют реко-
мендовать повторять такой выбор через определённое число 
шагов алгоритма оптимизации. Слагаемые в функционале не 
обязаны быть квадратичными, они могут быть взяты и в другой 
форме. 

Для решения сформулированной выше оптимизационной 
задачи можно применить несколько принципиально различных 
вариантов организации алгоритма.

Во-первых, можно заранее задать структуру цифрового 
двойника и составить единый функционал, используя сразу все 
условия, и искать сразу все параметры, минимизируя этот функ-
ционал. Этот вариант весьма требователен к вычислительным 
ресурсам. Этот вариант заведомо нерационален для построения 
двойника распределённого социально-экономического  или тех-
нического объекта – региона, завода и т.д.

Во-вторых, можно также заранее задать структуру цифро-
вого двойника и составить несколько функционалов, основан-
ных на различных наборах условий. Вычислительный процесс 
будет состоять из этапов, на каждом из которых подбирается 
часть весов, минимизируя попеременно каждый функционал. 
При рациональной организации расчётов такой вариант позво-
ляет ускорить вычисления, но остаётся проблема разумного вы-
бора структуры используемых моделей. 

В-третьих, для построения цифрового двойника можно 
применить один из эволюционных алгоритмов, сочетающий 
подбор его параметров модели и структуры. Такой вариант по-
зволяет получить наиболее точное и адекватное решение по-
ставленной задачи. Далее обсуждаются пять подходов такого 
рода.

I. Обобщённый алгоритм кластеризации ошибок
1. Ищем набор функций вида 

u cs i s s i s
i

Ns
( ) ( ; ),, ,x x a=

=
∑ ϕ

1
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совершая несколько шагов минимизации функционала
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В этом случае можно взять число Ns  не слишком большим.
2. Для каждого набора вычисляем ошибки 

z A u u uj q q r j, ( , ,..., )( )= 1 2 x , при этом набор тестовых точек x j  из

 Ω Ω=
=

q
q

Q

1
  можно поменять по сравнению с предыдущим пун-

ктом, главное условие – он должен быть достаточно представи-
тельным. Эти тестовые множества перегенерируются после за-
вершения каждого этапа обучения (прохождения определенного 
числа шагов в процессе минимизации функционала). Если зна-
чение Aq  не определено в некоторой точке x j , то полагаем 
z j q, = 0 .

3. Проводим кластеризацию точек {( , , ,..., )}, , ,x j j j j Qz z z1 2  
в соответствующем пространстве.

4. Берём кластеры (они могут и пересекаться), строим для 
каждого соответствующее приближение, дающее минимальную 
ошибку для сужения функционала J u u ur( , ,..., )1 2  на множе-
ство точек из рассматриваемого кластера. Следует заметить, что 
максимальные ошибки могут соответствовать стыкам элемен-
тов, оптимизация соответствующих функционалов может про-
водиться на разных компьютерах. В данном случае целесообраз-
но переслать информацию о данном кластере на один компьютер 
и строить приближение на нём, после чего разослать соответ-
ствующие данные по всем задействованным вычислительным 
узлам и продолжить процедуру построения или адаптации циф-
рового двойника, как и ранее. 

5. Добавляем к искомым функциям построенные в преды-
дущем пункте слагаемые и повторяем шаг 1 с получившимся 
набором.

6. Если функционал недостаточно мал, то пополняем попу-
ляцию наборов, приближая кластеры и применяя шаги 1-5 к но-
вой выборке. 

Если возникают проблемы с адаптацией цифрового двой-
ника под функционирующий объект в режиме реального време-
ни, то в п.5 можно подбор коэффициентов всей модели не прово-
дить. Если такая модификация алгоритма оказывается 
недостаточной, можно отбросить часть слагаемых в суммах (8). 
Выбор отбрасываемых слагаемых производится из соображе-
ний наименьшего роста соответствующего функционала. Следу-
ет заметить, что предложенный метод не предъявляет особых 
требований ни к форме области (односвязность, возможность 
декомпозиции), ни к уравнению (линейность, вещественность 
коэффициентов). Однако усложнение формы области � и урав-
нения приводит к трудности выбора начальных значений пара-
метров моделей, к увеличению требуемого для достижения за-
данной точности решения числа функций и к соответствующему 
замедлению процесса нелинейной оптимизации. 

II. Обобщённый метод Шварца
Данный метод используется в ситуации, когда существует 

возможность декомпозиции исходного объекта на существенно 
более простые элементы. Это условие можно формализовать, 
предполагая, что область � распадается на подобласти

 
Ω Ω= ′

=
p

p

P

1
 , пересекающиеся только по части границ или по 

множествам ненулевой меры. 
1. Подобно тому, как это было реализовано при подходе I 

для всей области �, в каждой из подобластей ′Ω p строим свою 
аппроксимацию для решения u u up p r pp1 2, , ,, ,..., , используя при 
задании функционала ошибки J p  соответствующую ′Ω p  часть 
условий 
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при этом учитываются краевые условия лишь там, где они 
известны.

2. После определённого числа этапов обучения каждого на-
бора нейронных сетей возникают приближения для неизвест-
ной части краевых условий на границах каждой подобласти и на 
стыке подобластей; 

3. Происходит обмен данными – в каждый из функциона-
лов ошибки вводится информация о рассогласовании решений
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где пробные точки x j q p, ,  берутся в пересечении ′ ∩ ′Ω Ωq p  (что 
даёт более гладкую стыковку), этой информацией является ре-
шение, построенное на другой подобласти.

4. Процедура вычислений повторяется заданное число раз 
или до достижения уровня требуемой точности.

Построение моделей для подобластей и обмен данными  
при построении цифрового двойника в целом может быть реа-
лизован в рамках grid-технологий. При этом решение для ка-
ждой подобласти .. подбирается на своём компьютере с учётом 
аппроксимаций решений на пересечении с соседними областя-
ми, информация о которых пересылается время от времени с 
соответствующих компьютеров. Эффективность такой процеду-
ры сильно зависит от того, насколько удачно удалось провести 
декомпозицию, т.е. насколько сильно на процесс моделирования 
или адаптации элемента сказывается информация о связанных 
с ним элементах. Для адаптации критичной также является ско-
рость изменения объекта, для которого строится цифровой 
двойник.

III. Подход, использующий идеологию МГУА [36] 
1. Для каждого условия A u u uq r

q
( , ,..., )1 2 0

Ω
=  выбираем 

некоторое множество наборов функций u u ur1 2, ,..., .
2. Рассматриваем линейные комбинации таких наборов 

(только парные или не только, в любом случае объём перебора 
следует жёстко ограничить) и подбираем их коэффициенты 
(возможно, не только ci ), минимизируя функционал 
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3. Выбираем лучшие из получившихся функций в смысле 
лучшего значения функционалов вида
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где Qp  – номера областей пересекающихся (близких) с �p. 
Для выбора можно использовать и несколько таких функциона-
лов.

4. Рассматриваем линейные комбинации получившихся 
функций и повторяем предыдущие шаги, подбирая параметры 
моделей по одним функционалам, а выбор лучших моделей осу-
ществляя по другим функционалам, пока ошибка не становится 
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достаточно малой. 
Заметим, что возможна такая модификация алгоритма: 

при составлении парных линейных комбинаций в п.2 выбира-
ются функции, отвечающие разным подобластям, а при отборе 
пар в п.3 лучшими считаются, например, пары, дающие мини-
мальное рассогласование в пересечении подобластей. В любом 
случае, на первых реализациях п. 2 мы берём парные комбина-
ции наборов, отвечающие одному и тому же элементу объекта, 
для которого строится цифровой двойник, далее рассматрива-
ются комбинации моделей элементов одного вычислительного 
узла и уже затем  комбинации моделей различных узлов.

IV. Использующий декомпозицию области генетический ал-
горитм построения набора нейронных сетей, задающего решение 

1. Для каждого элемента целевого объекта и каждой из по-
добластей ′Ω p  строим популяцию из K  аппроксимаций для 
решения u u up p r pp1 2, , ,, ,..., , используя при задании соответ-
ствующего функционала ошибки J p  соответствующую ′Ω p  
часть условий
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при этом, как и во втором подходе, контрольные множества то-
чек берутся на границе там, где известны краевые условия.

2. Выбираем для дальнейшей работы из каждого коллекти-
ва лучшие модели в числе K K1 < , исходя из минимума функ-
ционала ошибки по области Ω Ω\ ′p . Другой вариант этого шага 
– выбирается K1  моделей, дающих минимальное значение 
функционалу, который использовался для их обучения, а из них 
K K2 1<  моделей, на которых минимален другой функционал 

аналогичного вида. Ещё один вариант – ранжировать все моде-
ли по ошибкам на каждом из подмножеств ′Ω p  и для дальней-
шей работы выбирать модели, имеющие минимальный суммар-
ный ранг. Если модель попала в число худших с точки зрения 
своего функционала, но относительно другого функционала по-
пала в число лучших, тогда её можно переместить в соответству-
ющий коллектив.

3. Производим случайные мутации моделей, вероятность 
которых тем больше, чем больше ошибки по своей и по чужой 
области (например, сумма ошибок). Эти мутации могут быть 
разного типа: удаление слагаемого в сумме

 u cs i s s i s
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=
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для данной модели с минимальным коэффициентом ci  или уда-
ление случайно выбранного слагаемого; добавление функции 
ϕi  со случайным векторным параметром ai ; случайное измене-
ние параметров ai  на некоторое значение и т.д. При этом функ-
ции ϕi  могут быть разными, что приводит к построению гете-
рогенных моделей.

4. Делаем случайные транслокации – например, обменивая 
коэффициенты ci  у двух поднаборов функций. Этот пункт не 
обязателен, и его можно опустить. 

5. Проводим скрещивание – берем лучшие K K2 1<  моде-
лей (в смысле минимума соответствующего функционала), вы-
бираем две из них и часть слагаемых берем от одной модели, 
часть – от другой, в результате получается новая модель, кото-
рая пополняет множество подбираемых моделей и называется 
потомком. Эта операция повторяется с некоторым множеством 
пар таких моделей. При этом часть потомков производится от 
моделей одной популяции (моделей, обучавшихся по одному и 

тому же множеству ′Ω p ), часть – от моделей разных популяций. 
Получившимися потомками дополняем каждую популяцию до 
прежнего числа K  или некоторого другого, если рассматрива-
ется популяция переменного размера. 

6. Повторяем шаги 2-5 определённое число раз или до тех 
пор, пока ошибка
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для какого-либо набора моделей не станет достаточно малой. 
Можно модифицировать данный алгоритм, добавив к нему 

процедуру кластеризации ошибок (подход I). Получившиеся 
функции добавляем к основному набору в качестве одного из 
видов мутаций на шаге 3.

Данный алгоритм легко адаптировать  к распределённым 
вычислениям. Наиболее естественный вариант возникает, если 
каждый коллектив моделей, соответствующий элементу объекта, 
для которого строится цифровой двойник, подбирать в своём 
узле. При этом пересылаться между узлами должны только от-
дельные модели (набор параметров и информация о структуре) 
или части моделей, предназначенные для скрещивания.  Кроме 
того, пересылаться может некоторая информация, например, зна-
чения оптимизируемых функционалов. Если узлов мало, то в од-
ном узле может строится или адаптироваться несколько популя-
ций моделей, соответствующих различным элементам, между 
ними разумно реализовать более интенсивное скрещивание, чем 
между популяциями из разных узлов. Если узлов много, то на ка-
ждом из них можно размещать часть популяции или даже отдель-
ные элементы. Это не слишком сильно скажется на скорости вы-
числений, в особенности, если модели большие, так как наиболее 
трудоёмкая операция – подбор параметров осуществляется ло-
кально. При этом следует учитывать, что этап построения цифро-
вого двойника мы рекомендуем проводить не в режиме реального 
времени для целого класса объектов, что позволяет рассматри-
вать большие популяции с целью поиска более глубокого оптиму-
ма. Этап адаптации цифрового двойника приходится проводить 
при работающем объекте в режиме реального времени, поэтому 
на данном этапе приходится рассматривать маленькие популяции 
и более редко проводить генетические операции – шаги 3-5. Со-
всем отказаться от структурной адаптации на данном этапе мы не 
рекомендуем, так как состояние объекта может резко измениться, 
что потребует существенной перестройки цифрового двойника.

V. Обучение коллектива моделей-экспертов [37]
1. Подбираем K  наборов функций вида
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минимизируя единый функционал 
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В этом случае можно взять число Ns  не слишком большим.
2. Для каждой каждого элемента объекта, для которого 

строится цифровой двойник, и подобласти �q выбираем набор 
моделей, для которых минимальна ошибка  
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соответствующая данной подобласти.
3. Подбираем каждый набор на своём подмножестве �q, 
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включая в минимизируемый функционал слагаемые, отвечаю-
щие за рассогласование на стыках (см. Подход II). 

В результате обучения возникает приближённое решение, ко-
торое в каждой подобласти задаётся соответствующей моделью.

 Данный алгоритм допускает модификацию, при которой 
декомпозиция области не задаётся априорно, а производится 
естественным образом в процессе работы алгоритма.

1. Подбираем K  наборов функций вида 
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минимизируя функционал
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В этом случае можно взять число Ns  не слишком большим.
2. Для каждого набора вычисляем ошибки 

z A u u uj q q r j, ( , ,..., )( )= 1 2 x
, 

при этом набор тестовых точек x j  из 
Ω Ω=

=
q

q

Q

1
 можно поме-

нять по сравнению с предыдущим пунктом, главное условие – он 
должен быть достаточно представительным.  Если значение Aq  
не определено в некоторой точке x j , то полагаем z j q, = 0 .

3. Проводим кластеризацию точек

 
{( , , ,..., )}, , ,x j j j j Qz z z1 2 .

4. Берём кластеры, (они могут и пересекаться), строим со-
ответствующее покрытие множества � и выбираем для каждого 
получившегося подмножества и каждого элемента моделируе-
мого объекта набор функций, дающий минимальную ошибку.

5. Модифицируем каждый набор на своём подмножестве, 
включая в минимизируемый функционал слагаемые, отвечаю-
щие за рассогласование на стыках (см. Подход II). Сами подмно-
жества могут меняться в процессе работы алгоритма.

Так же, как и предыдущий, Подход V допускает достаточно 
простую и эффективную распределённую реализацию. Наибо-
лее простой вариант такой реализации состоит в том, чтобы об-
учать на каждом узле свой набор функций, который оказался 
лучшим на некотором подмножестве параметров, соответствую-
щих определённому элементу объекта, для которого строится 
цифровой двойник. При этом пересылать необходимо только 
информацию о поведении аппроксимации на стыках и только на 
те узлы, которым соответствуют элементам, стыкующимся с 
элементами для данного узла. Возможен также вариант, при ко-
тором одному узлу соответствует несколько наборов функций. 
Если узлов много, тогда можно обучать один набор на несколь-
ких узлах, реализуя какой-либо распределённый алгоритм.

Нейросетевые модели вида (2) и (5) имеют существенные 
недостатки, такие как длительная процедура обучения и однос-
лойный характер нейронной сети. Нами разработан новый под-
ход [38-44], позволяющий быстро сформировать достаточно 
точное многослойное нейросетевое решение дифференциаль-
ного уравнения. В отличие от предыдущих подходов, метод опи-
рается не на МКЭ, а на метод конечных разностей. Сильной сто-
роной метода является автоматическое включение в итоговую 
формулу параметров задачи, что позволяет обойтись без её мно-
гократного повторного решения при необходимости исследо-
вать влияние параметров на результат. Это особенно важно для 
построения цифрового двойника  конкретного объекта, учиты-
вающего его уникальные особенности. Поясним сказанное на 
примере обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим задачу Коши для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

′ =
=





y f y
y y

( ) ( , ( )),

( )

x x x
x0 0

     
                      (9)

на промежутке D x x a= +[ ; ]0 0 . Здесь x D∈ ⊂  , y∈d, 
f : 

d d+ →1 . 
Классический метод Эйлера состоит в разбиении проме-

жутка D  на n  частей: x x x x x x ak k n0 1 1 0< < < < < < = ++... ... , 
и применении итерационной формулы

y y f yk k k k kh x+ = +1 ( , ) ,               (10)
где h x xk k k= −+1 ; yk  – приближение к точному значению 

искомого решения y( )xk .
Мы предлагаем с помощью формулы (10) строить прибли-

жённое решение задачи (9) на интервале D x x= [ , ]0
 с перемен-

ным верхним пределом x x x a∈ +[ , ]0 0
. При этом h h xk k= ( ) , 

y yk k x= ( ) , определяется начальными условиями y y0 0( )x = . 
В качестве приближённого решения задачи (9) предлагается ис-
пользовать yn x( ) . 

Отметим, что начальные значения y0  входят в выражение 
для yn x( ) в качестве параметров. Кроме этого, если функция f  
зависит от некоторых параметров, эти параметры войдут в вы-
ражение для yn x( ) .

Заметим, что если функция f  в (9) является нейросетевой, 
то формула (10) позволяет получить многослойную аппроксима-
цию решения, то есть непредставимую в виде (2) со стандартными 
базисными функциями. Если f  не является нейросетевой, то её 
можно приблизить нейронной сетью из соответствующего класса 
[25] и снова получить многослойное нейросетевое решение.

Известно, что метод Эйлера обладает невысокой точно-
стью. Его можно заменить на более точные методы, например, на 
метод Рунге-Кутта. Обычные оценки точности исходных класси-
ческих методов позволяют привести удобные оценки точности 
полученных приближений. Если точность полученного таким 
образом решения недостаточна, соответствующие нейронные 
сети можно обучить с помощью обычных методов [26-35], мини-
мизируя соответствующий функционал со слагаемыми (3).

Ряд работ, выполненных в СПбПУ, направлен на создание 
нейросетевого подхода к созданию моделей-двойников. В рабо-
тах [40-42] с помощью представленного выше многослойного 
подхода  построены модели реальных объектов, лучше согласо-
ванные с наблюдениями, чем точные решения исходных диффе-
ренциальных уравнений.

Заключение

В статье нами предложены методы, позволяющие строить 
цифровые двойники реальных объектов. Мы представляем ал-
горитмы построения цифровых моделей-двойников, которые 
могут быть гибко адаптированы под конкретный тип реальных 
объектов, для которых требуется построить цифрового двойни-
ка. Для такой адаптации можно использовать конкретизацию 
этих алгоритмов, изложенную в соответствующих работах из 
списка литературы.
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