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Аннотация 

Жёсткие задачи, связанные с решением сингулярно возмущённых дифференциальных уравнений 
при применении стандартных методов численного решения обыкновенных дифференциальных  
уравнений часто приводят к существенным трудностям. Первой трудностью является потеря 
устойчивости вычислительного процесса, когда небольшие ошибки на отдельных шагах приводят 
к неконтролируемому росту погрешности вычислений в целом. Другая трудности, непосредствен-
но связанная с первой, состоит в необходимости сильно уменьшать шаг интегрирования, что при-
водит к сильному замедлению вычислительного процесса. На примере одной жёсткой краевой 
задачи для дифференциального уравнения второго порядка на сфере проводится сравнение на-
ших двух подходов к построению приближённых решений. Первый подход связан с построением 
приближённого многослойного решения задачи и основан на применении рекуррентных ра-
венств, вытекающих из классических численных методов к интервалу переменной длины. В ре-
зультате численное приближённое решение заменяется приближённым решением в виде функ-
ции, которую удобнее использовать для адаптации, построения графиков и других целей. Второй 
подход связан с продолжением решений по наилучшему параметру. Данный подход позволяет су-
щественно сократить число шагов и повысить устойчивость вычислительного процесса по срав-
нению со стандартными методами. 
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Введение

В данной работе рассматривается сингулярно возмущен-
ная задача [1]
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При A >1  решение встроенными функциями пакета 
Wolfram Mathematica не находится. Решение будем искать с по-
мощью двух методов: приближенно-аналитического и числен-
ного.

Исследования, связанные с решением сингулярно возму-
щенных уравнений, начались в начале XX века в работах Л. 
Прандтля, связанных с описанием пограничного слоя в задачах 
движения вязкой жидкости. Впоследствии решением сингуляр-
но возмущенных задач и задач с пограничным слоем занима-
лись многие ученые: А. Н. Тихонов, Н. Н. Боголюбов, О. А. Олей-
ник, А. Б. Васильева, В. Ф. Бутузов, M. Nagumo, В. С. Пугачев, С. А. 
Ломов, R. E. O’Malley, K. W. Chang, F. A. Howes, Н. Н. Нефедов, Н. Н. 
Калиткин, Г.И. Шишкин и другие.  Все методы исследования син-
гулярно возмущенных уравнений можно разделить на числен-
но-аналитические и численные. Становление теории сингуляр-
но возмущенных уравнений было положено в работах Андрея 
Николаевича Тихонова [2-4]. Им впервые рассмотрен общий вид 
нелинейных уравнений и систем с малым параметром при стар-
шей производной, дано определение области влияния решения 
вырожденного уравнения и вырожденной системы и доказаны 
первые результаты о близости решения вырожденного уравне-
ния (системы уравнений) к решению исходной задачи. Андрей 
Николаевич создал известную научную школу ярким предста-
вителем которой является Аделаида Борисовна Васильева.  
Позднее она и  ее ученики В.Ф.Бутузов, В.А Тупчиев, Н.Н.Нефедов 
и др. развили  теорию сингулярных возмущений для уравнений, 

содержащих малые параметры при старших производных. Это 
было сделано как для обыкновенных дифференциальных урав-
нений, так и для начально-краевых задач для уравнений в част-
ных производных. В дальнейшем сингулярные  уравнения с ма-
лым параметром при старшей производной будем называть 
сингулярно возмущенными. Ими были получены фундамен-
тальные результаты по представлению решений сингулярно 
возмущенных задач асимптотическими рядами специальных 
видов. Основные полученные результаты изложены в моногра-
фиях [5,6].  Помимо рассмотрения задач с пограничными слоя-
ми, в работах А. Б. Васильевой, В. Ф. Бутузова и Н. Н. Нефедова 
рассмотрены задачи с контрастными структурами (внутренни-
ми пограничными слоями) [7]. Обзор результатов, связанных с 
исследованием решений задач с контрастными структурами, 
дан в статье [8]. Кроме указанных работ, значительное место в 
исследовании существования решений задач с пограничными и 
внутренними слоями занимает монография К. Чанга и Ф. Хауэса 
[9], в которой излагается основа аппарата дифференциальных 
неравенств применительно к доказательству существования 
решений нелинейных краевых сингулярно возмущенных задач 
и рассмотрено множество практических приложений из мате-
матической физики. Стоит отметить, что на сегодняшний день 
аппарат дифференциальных неравенств играет одну из веду-
щих ролей при исследовании существования решения сингу-
лярно возмущенных уравнений. В теории сингулярно возму-
щенных уравнений дифференциальные неравенства впервые 
использованы М. Нагумо [10]. В дополнение отметим вклад в 
теорию сингулярных возмущений С. А. Ломова и  И. С. Ломова, в 
монографии которых [11] дана математическая теория погра-
ничного слоя для линейных дифференциальных уравнений в 
одномерном и многомерном случаях для операторов с различ-
ными свойствами. Ранее С. А. Ломовым издана монография [12], 
в которой помимо линейных дифференциальных уравнений 
также рассмотрены и нелинейные. Продолжением указанных 
результатов за  последние 5 лет являются многие работы. Отме-
тим основные. Основные результаты в области численно-анали-
тических методов решения сингулярно возмущенных уравне-
ний с пограничными и внутренними слоями принадлежат 
школе А. Н. Тихонова. В работах В. Ф. Бутузова с соавторами рас-
сматривается построение асимптотики для сингулярно возму-
щенных краевых задач (Дирихле и Неймана) для эллиптических 
уравнений с внутренними и угловыми пограничными слоями 

Abstract 

A stiff equation, linked with the solution of singularly perturbed differential equations with the use of stan-
dard methods of numeral solutions of simple differential equations often lead to major difficulties. First 
difficulty is the loss of stability of the counting process, when small errors on separate steps lead to an in-
crease in the systematic errors in general. Another difficulty is, directly linked with the first one, consists of 
the need of decreasing the integrating step by a lot, which leads to a major decrease in the time taken for the 
calculations. On an example of a boundary value problem for a differential equation of second power on a 
sphere, comparison of our two approaches of constructing approximate values are held. The first approach 
is connected with the construction of an approximate multi-layer solution of the problem and is based on the 
use of recurrent equalities, that come out from classical numeral methods to the interval of a non-constant 
length. As a result, a numeral, approximated solution is replaced with an approximate solution in form of a 
function, which is easier to use for adaptation, building a graph and other needs. The second approach is 
linked with the continuation of the solutions by the best parameter. This method allows us to majorly de-
crease majorly the number of steps and increase the stability of the computing process compared to stan-
dard methods.
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[13-15], а также для первой начально-краевой задачи для сингу-
лярно возмущенного  параболического уравнения [16]. Исполь-
зуется метод дифференциальных неравенств.  Помимо этого, 
рассмотрены краевые задачи для обыкновенных дифференци-
альных уравнений с многозонным внутренним слоем (кон-
трастными структурами типа всплеск и ступенька) и построены 
асимптотические разложения для них [17].

Численно-аналитическое решение задачи многослойным 
методом

Приближённые решения будем строить методами [18]. Эти 
методы заключаются к применению формул для классических 
численных методов к интервалу переменной длины, что позво-
ляет получить приближённое решение в виде функций. Данные 
методы позволили успешно решить ряд модельных задач [19-24] 
и задач построения моделей с реальными измерениями [25-28].

Применим нашу модификацию метода трапеций [29]

y x y x h x v x v x
v x v x h x

k k k k k

k k k

+ +

+

= + +
= +

1 1

1

0 5

0 5

( ) ( ) . ( )( ( ) ( ))

( ) ( ) . ( ))( ( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( ))).F x x y x v x F x x y x v xk k k k k k+


 + + +1 1 1  
  (3)

Для нашей задачи F x y v A x y v( , , ) ( )= + + −2 2 2 4  и (3) 
сводится к квадратному уравнению относительно vk+1 , которое 
решается явно.

Согласно [18], h
x x
n

x x
k x x
nk k=

−
= +

−0

0

0,
( )

 , где n  - 
число слоёв в формуле. В качестве приближённого решения рас-
сматриваем y xn ( ) . Считаем, что v x( )0 0= , такая точка всегда 
есть при выполнении граничных условий задачи (1) по теореме 
Ролля. Значения x0  и y y x0 0= ( )  выбираем так, чтобы выпол-
нялись граничные условия y y( ) , ( )0 0 1 0= = . В качестве на-
чальных значений в (3) берём y x y v x0 0 0 0( ) , ( ) .= = 

Представим некоторые результаты вычислений. Решение 
из [1] не находится, в том числе, применением пакета пакета 
Wolfram Mathematica. При этом находится другое решение, но 
при A >1  только методом подбора начальной точки, т.е. выбо-
ром значений x0  и y y x0 0= ( ) так, чтобы выполнялись гранич-
ные условия.

Вычисления показали, что в силу симметрии <<Eqn0020.
eps>>оптимальное значение x0  для решения, построенного по 
формуле (3), составляет 0.5.  

Рис. 1 График y xn ( )  при n =1 и график приближённого решения, 
построенного в пакете Wolfram Mathematica  для A = 3 .

Fig. 1 Diagram y xn ( )  for n =1  and a diagram  of the approximate solution 
plotted in the WolframMathematica package for

Для однослойного решения получается явная формула, од-
нако ошибка в этом случае слишком велика.

Рис. 2 График y xn ( )  при n = 2 и график приближённого решения, 
построенного в пакете Wolfram Mathematica  для A = 3 .

Fig. 2 Diagram y xn ( )  for n = 2  and a diagram  of the approximate solution 
plotted in the WolframMathematica package for A = 3

Двухслойное решение существенно лучше.

Рис. 3 График y xn ( )  при n = 3 и график приближённого решения, 
построенного в пакете Wolfram Mathematica  для A = 3 .

Fig. 3 Diagram y xn ( )  for n = 3  and a diagram  of the approximate solution 
plotted in the WolframMathematica package for A = 3

Трёхслойная формула получается ещё более точной. С уве-
личением числа слоёв точность возрастает, как и следовало 
ожидать.

Увеличение параметра A  приводит к возрастанию по-
грешности y xn ( ) , т.е. для сохранения точности приходится уве-
личивать число слоёв n .

Рис. 4 График y xn ( )  при n = 3  и график приближённого решения, 
построенного в пакете Wolfram Mathematica  для A =10 .

Fig. 4 Diagram y xn ( )  for n = 3  and a diagram  of the approximate solution 
plotted in the WolframMathematica package for A =10
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Рис. 5 График разности y xn ( ) при n = 3  и приближённого решения, 
построенного в пакете Wolfram Mathematica  для A =10 .

Fig. 5 Diagram y xn ( )  for n = 3   and a diagram  of the approximate solution 
plotted in the WolframMathematica package for A =10

Из данного графика видно, что погрешность не превышает 
0.02

Рис. 6 График y xn ( )  при n = 4  и график приближённого решения, 
построенного в пакете Wolfram Mathematica для A =10 .

Fig. 6 Diagram y xn ( )  for n = 4   and a diagram  of the approximate solution 
plotted in the WolframMathematica package for A =10

Также, как и при A = 3 , для A =10 увеличение числа слоёв 
повышает точность.

Рис. 7 График y xn ( )  при n = 3  и график приближённого решения, 
построенного в пакете Wolfram Mathematica для A =100 .

Fig. 7 Diagram y xn ( )  for n = 3  and a diagram  of the approximate solution 
plotted in the WolframMathematica package for A =100

Рис. 8 График y xn ( )  при n = 4  и график приближённого решения, 
построенного в пакете Wolfram Mathematica для A =100 .

Fig. 8 Diagram y xn ( )  for n = 4  and a diagram  of the approximate solution 
plotted in the WolframMathematica package for A =100

Рис. 9 График y xn ( )  при n = 5  и график приближённого решения, 
построенного в пакете Wolfram Mathematica для A =100 .

Рис. 9 Diagram y xn ( )  for n = 5  and a diagram  of the approximate solution 
plotted in the WolframMathematica package for A =100

При увеличении числа слоёв погрешность ещё более 
уменьшается.

Численное решение задачи методом продолжения по 
наилучшему параметру 

Выполним параметризацию исходной системы (1). Для это-
го введем параметр λ  - наилучший аргумент [30], такой, что: 
x x y y v v= = =( ), ( ), ( )λ λ λ .

Дискретный вариант параметризованной задачи имеет 
вид:

y y v x x

v v F x y v x x

x x y y v v

− − − =

− − − =

− + − + −( )

* *

* *

* * *

( ) ,

( , , )( ) ,

( ) (

0

0

2 2
))

.

2 2
0− =









∆λ  (4)
Символом «*» обозначено решение, найденное на предыду-

щем шаге по λ . Исходную краевую задачу будем решать мето-
дом стрельбы. При решении задачи методом стрельбы краевая 
задача сводится к начальной задаче, т.е. краевые условия заме-
няются начальными условия: y v p( ) , ( ) .0 0 0= =

Решение начальной задачи зависит от параметра p , т.е. 
y y p v v p= =( , ), ( , )λ λ   (5)
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При этом функции (5) должны удовлетворять краевым ус-
ловиям y v p y( ) , ( ) , ( )0 0 0 1 0= = = :

R p b y p v p y p( ) ( ( , ), ( , ), ( , ))= =0 0 1 0 .  (6)
Параметр p  - можно найти каким-либо итерационным 

методом. Мы использовали метод Ньютона:

p p
R

p
p R ps s s s+

−

= −
∂

∂







1
( ) ( )

1

      (7)
Сходимость метода Ньютона зависит от выбора начального 

приближения p0 . В [31] предлагается в (7) ввести новый пара-
метр ∝  :          

Φ( , ) ( ) ( ) ( ) , [ , ],p R p R pµ µ µ= − − = ∈1 0 0 1
0

 
    (8)

где p0  - начальное значение параметра при µ = 0 , при 
µ = 1  выполняется условие (7).

Решая систему (8) при 
0 1

1 2
= < < < =µ µ µ... m

,   (9)
 
находим p  итерационным методом Ньютона.

p p
p
p ps s s s+

−

= −
∂

∂







1

Φ
Φ( , ) ( , )µ µ

1

.  (10)
Но т.к. параметр ∝  меняется не монотонно, то необходимо 

выполнить параметризацию (6) по наилучшему параметру [32]. 
Для этого кривая решения (6) разбивается на h элементов: 
0

1 2
= < < < =η η η... h H . Решение находится по параметру η . 

Тогда в системе (6) p p pr r r r= =( ), ( )η µ η .
Параметризация по наилучшему параметру:
R p R p

p p
r

r r r

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( )
* * .

− − =

− + − − =
=

∑

1 0

0

0

1

2 2 2

µ

µ µ η∆
 (11)

В этом случае метод Ньютона сходится не зависимо от на-
чального значения и Якобиан  системы (10) не является вы-
рожденным.

Результаты вычислений приведены на рис.10-12.

Рис. 10. График приближенного решения системы (5) для A = 3 .
Fig. 10. Plot of approximate system solutions (5) for A = 3  

 

Рис. 11. График приближенного решения системы (5) для A = 10 .
Fig. 11. Plot of approximate system solutions (5) for  A = 10

 

Рис. 12. График приближенного решения системы (5) для A = 100 .
Fig. 12. Plot of approximate system solutions (5) for  A = 100 .

Вывод

Сравнение рисунков 10-12 с рисунками 1-9 позволяет сде-
лать два вывода:

1) Симметрия решений относительно x = 0 5.  при двух 
различных подходах позволяет предположить, что асимметрия 
приближённых решений, построенных в пакете Wolfram 
Mathematica, связана с особенностями пакета, а не задачи.

2) Незначительное различие решений, построенных с по-
мощью принципиально разных подходов даёт основание пред-
полагать, что соответствующая им ошибка также невелика.
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