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Аннотация 

В статье исследуются особенности численного решения задач Коши для нелинейных дифферен-
циальных уравнений с контрастными структурами (внутренними пограничными слоями). Подоб-
ные задачи возникают при моделировании некоторых задач гидродинамики, химической кинети-
ки, теории горения, вычислительной геометрии. Аналитическое решение задач с контрастными 
структурами удается найти только в исключительных случаях. Численное решение также затруд-
нительно, что связано с плохой обусловленностью уравнений в окрестностях внутренних и погра-
ничных слоев. Для достижения приемлемой точности численного решения необходимо значи-
тельно уменьшать шаг интегрирования, что приводит к возрастанию вычислительной сложности. 
На примере одной тестовой задачи с двумя пограничными и одним внутренним слоями показаны 
недостатки использования традиционных явных методов Эйлера и Рунге-Кутты 4 порядка точно-
сти, а также неявного метода Эйлера с постоянным и переменным шагами интегрирования. Для 
устранения вычислительных недостатков традиционных методов предложено два подхода. В ка-
честве первого подхода применяется метод наилучшей параметризации, смысл которого состоит 
в переходе к новому аргументу, отсчитываемому по касательной вдоль интегральной кривой рас-
сматриваемой задачи Коши. Этот метод позволяет получить наилучшим образом обусловленную 
задачу Коши и устранить вычислительные трудности, возникающие в окрестности внутренних и 
пограничных слоев. Вторым подходом является полуаналитический способ решения задачи Коши, 
разрабатываемый в работах А. Н. Васильева, Д. А. Тархова, их учеников и последователей. Данный 
подход позволяет получить многослойное функциональное решение, которое можно рассматри-
вать как своего рода нелинейную асимптотику. Применительно к решению задач с контрастными 
структурами полуаналитический метод позволяет получать решение приемлемой точности, даже 
при высокой жесткости.  Проводится анализ используемых методов. Полученные результаты 
сравниваются с аналитическим решением выбранной тестовой задачи, а также с результатами, 
представленными в работах других авторов.  
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Введение

В статье рассматривается решение задач Коши для обык-
новенного дифференциального уравнения n − 3>  порядка с ма-
лым параметром ε
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В работах А. Н. Тихонова [1] дифференциальные уравнения 

типа (1) получили название уравнений с малым параметром 
при старшей производной. В дальнейшем они стали известны 
как сингулярно возмущенные уравнения. Особенностью задач 
данного класса является наличие на их интегральных кривых 
одного или нескольких участков быстрого изменения.

При наличии участков быстрого изменения только в одной 
или обеих граничных точках, задачу (1)-(2) принято называть 
задачей с пограничными слоями. Одним из первых эффект по-
граничного слоя отметил в 1905 году Л. Прандтль, рассматривая 
движение вязкой жидкости с малым трением, описываемое 
уравнениями Навье-Стокса [2]. Начиная с конца 40-х годов про-
шлого века в работах А. Н. Тихонова [1, 3, 4], А. Б. Васильевой и В. 
Ф. Бутузова [5, 6], С. А. Ломова [7] разработан ряд методов по-
строения решения сингулярно возмущенных задач в форме 
асимптотических рядов по степеням малого параметра.

Кроме пограничных слоев в сингулярно возмущенных за-
дачах могут возникать и внутренние, в работах А. Б. Васильевой, 
В. Ф. Бутузова и Н. Н. Нефедова [8] они получили название кон-
трастных структур. Они возникают при моделировании задач 
гидроаэродинамики, химической кинетики, теории каталити-
ческих реакций, теории горения, а также в задачах дифференци-
альной геометрии и при проектировании атомных реакторов 
[9]. Несмотря на актуальность и большую прикладную значи-
мость, при решении таких задач исследователи зачастую стал-
киваются с вычислительными трудностями.

Когда функция правой части уравнения  является нели-
нейной, найти аналитическое решение затруднительно. Ис-
пользование асимптотических методов, разработанные для за-
дач с контрастными структурами в статьях А. Б. Васильевой, В. 
Ф. Бутузова и Н. Н. Нефедова [8, 10–12], эффективно лишь при 
малых значениях параметра <<Eqn0005.eps>> При увеличении 
значения параметра <<Eqn0006.eps>> увеличивается и количе-
ство слагаемых асимтотического ряда, которые необходимо 
учитывать. Использование численных методов также сопряже-
но с рядом трудностей.  Это связано с тем, что в окрестностях 
пограничных и внутренних слоев явные схемы [13] теряют 
устойчивость. Даже существенное уменьшение шага интегри-
рования не всегда дает результат. При использовании неявных 
схем и специальных методов решения жестких задач [14] про-
блема потери устойчивости уходит, но появляются новые, свя-
занные с решением нелинейных уравнений и их систем. При 
этом вычислительная сложность при использовании неявных 
схем растет вместе с размерностью системы уравнений. Более 
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In this paper, we investigate the features of the numerical solution of Cauchy problems for nonlinear differ-
ential equations with contrast structures (interior layers). Similar problems arise in the modeling of certain 
problems of hydrodynamics, chemical kinetics, combustion theory, computational geometry. Analytical solu-
tion of problems with contrast structures can be obtained only in particular cases. The numerical solution is 
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disadvantages of traditional methods. As the first method, the best parametrization is applied. This method 
consists in passing to a new argument measured in the tangent direction along the integral curve of the 
considered Cauchy problem. The best parametrization allows obtaining the best conditioned Cauchy prob-
lem and eliminating the computational difficulties arising in the neighborhood of the interior and boundary 
layers. The second approach for solving the Cauchy problem is a semi-analytical method developed in the 
works of Alexander N. Vasilyev and Dmitry A. Tarkhov their apprentice and followers. This method allows 
obtaining a multilayered functional solution, which can be considered as a type of nonlinear asymptotic. 
Even at high rigidity, a semi-analytical method allows obtaining acceptable accuracy solution of problems 
with contrast structures.  The analysis of the methods used is carried out. The obtained results are compared 
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того, ряд неявных схем не может преодолевать внутренние 
слои.

В работах В. И. Шалашилина, Е. Б. Кузнецова и их учеников 
[15] развивается метод продолжения решения по наилучшему 
аргументу и его модификации [16, 17]. Идея метода состоит в за-
мене исходного аргумент задачи Коши на новый, отсчитывае-
мый по касательной вдоль ее интегральной кривой. Доказано, 
что полученный аргумент делает задачу наилучшим образом 
обусловленной. Показано, что переход к наилучшему аргументу 
позволяет получить несколько преимуществ перед традицион-
ными численными методами для плохо обусловленных задач 
Коши [17].

Кроме того, применяется предложенный в статье [18] по-
луаналитический метод, суть которого состоит в применении 
формул традиционных явных и неявных схем численного реше-
ния для интервалов с переменной правой границей. Данный ме-
тод был успешно применён к ряду задач [19-25], имеющих прак-
тический интерес. В частности, в работах [19–21] с помощью 
данного метода были получены приближённые решения, лучше 
соответствующие экспериментальным данным, чем точные ре-
шения исходных дифференциальных уравнений.

Цель исследования

В работах Н. Н. Калиткина и А. А. Белова [26, 27] рассмотрен 
ряд жестких задач Коши с контрастными структурами и методы 
их решения. Так как традиционные численные методы решения 
задачи Коши малоэффективны для задач с контрастными струк-
турами, как указывается в работах [26, 27], для решения исполь-
зуется метод длины дуги (продолжения решения по наилучше-
му аргументу) с переменным шагом, изменяемым по правилу 
Рунге и кривизне интегральной кривой [28]. Но в указанных ра-
ботах не проводится сравнение метода длины дуги с традицион-
ными явными и неявными методами. Целью данной работы яв-
ляется сравнительный анализ методов решения задач с 

контрастными структурами и разработка нового метода реше-
ния на основе полуаналитического подхода. Будет рассмотрен 
ряд явных и неявных методов решения задачи Коши с постоян-
ным и переменным шагом, а также метод продолжения решения 
по наилучшему аргументу. Все полученные результаты будут 
сопоставлены друг с другом, а также с аналитическим решением 
и известными результатами других авторов. 

Постановка задачи

Рассмотрим следующую задачу Коши, предложенную в ра-
боте А. А. Белова и Н. Н. Калиткина [26, 27]

du
dt
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Жёсткость задачи (3) определяется величиной множителя 
ξ0 ,  стоящего при периодической функции. При приближении 
косинуса к нулю скорость изменения решения так же стремится 
к нулю независимо от величины ξ0 .  Однако при приближении 
значения косинуса к единице скорость изменения решения бу-
дет достигать своего максимума. При больших значениях ξ0  
происходит резкое изменение решения в окрестности точек 
максимума и минимума косинуса. Таким образом, задачу  можно 
условно разбить на три класса [27]: при ξ0 10<  задача нежест-
кая, при ξ0 10≥  – жесткая, а при ξ0 1000≥  – сверхжесткая. На 
рисунке 1 изображены интегральные кривые задачи (3) при 
различных значениях ξ0 .  Здесь и далее будем полагать a = π.

Рис. 1. Аналитическое решение задачи  при ξ0 1= ,  ξ0 10= ,  ξ0 100=
Fig. 1. Analytical solution (4) of the task (3) for  ξ0 1= ,  ξ0 10= ,  ξ0 100=   
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Традиционные численные методы  
с постоянным шагом

Рассмотрим применение традиционных явных и неявных 
схем с постоянным шагом интегрирования к решению начальных 
задач с контрастными структурами. К наиболее простым традици-
онным методам относятся явные методы Эйлера и Рунге-Кутты 
4-го порядка точности. В таблице 1 приведены средняя абсолютная 
погрешность полученного численного решения ε,  вычисляемая с 
использованием аналитического решения (4), и время счета tA  для 
задачи (3). Можно видеть, что метод Рунге-Кутты за счёт более вы-
сокого порядка точности позволяет получить решение с меньшей 
погрешностью, но затрачивает в разы больше времени, по сравне-
нию с явным методом Эйлера. Отметим, что максимальный размер 
шага интегрирования не может превышать величины ξ0

1− .  Как вид-
но из таблицы 1, этот факт отражается в невозможности построить 
решение для ξ0 10=  при h = 0 1.  и для ξ0 100=  при h = 0 01. .

Таблица 1. Погрешность решения и время счета для задачи (3),  
явные методы с постоянным шагом

Table 1. Solution error and calculating time for the task (3), 
explicit methods with a fixed increment

Параметры Явный метод Эйлера Метод Рунге-Кутты

ξ0 h ε tc , ε tc ,  c

1
0.1 0.4548 0.009 2.1332 ∙ 10-4 0.0081

0.01 0.0361 0.0095 2.2776 ∙ 10-8 0.0656
0.001 0.0035 0.0255 2.1461 ∙ 10-12 0.1732

10
0.1 – – – –

0.01 0.0826 0.0109 2.3893 ∙ 10-5 0.0168
0.001 0.008 0.0301 2.5136 ∙ 10-9 0.0759

100
0.1 – – – –

0.01 – – – –
0.001 0.0127 0.0381 2.4843 ∙ 10-6 0.1011

Полученные результаты обусловлены ограниченной областью 
устойчивости явных методов. Для численного решения жестких задач 
часто используют неявные методы, которые обладают значительно 
большей областью устойчивости. Можно ожидать, что неявные мето-
ды не потребуют сильного измельчания шага интегрирования.

В таблице 2 приведены результаты применения неявного 
метода Эйлера с постоянным шагом к решению задачи (3). Полу-
чаемое в ходе решения нелинейное уравнение решается мето-
дом простой итерации (МПИ) и методом Ньютона (МН). В срав-
нении с явным методом Эйлера (см. таблицу 1) видно, что 
неявный метод Эйлера позволяет получить результат с незначи-
тельно меньшей погрешностью, но при этом затрачивает значи-
тельно больше времени счета (на порядок и более).

Таблица 2. Погрешность решения и время счета для задачи (3), 
неявный метод Эйлера с постоянным шагом

Table 2. Solution error and calculating time for the task (3),
implicit Euler method with a fixed increment

Параметры
Неявный метод Эйлера

МПИ МН

ξ0 h ε tc ,  c
ε tc ,  c

1
0.1 0.3137 0.0662 0.3138 0.0255

0.01 0.034 0.1774 0.0345 0.1457
0.001 8.6629 ∙ 10-4 1.188 0.0035 0.6134

10
0.1 – – – –

0.01 0.074 0.1864 0.0787 0.0878
0.001 0.0029 1.1653 0.008 0.7302

100
0.1 – – – –

0.01 – – – –
0.001 0.0078 0.9977 0.0126 1.5954

Приведенные выше результаты показывают, что традици-
онные явные и неявные методы позволяют получить решение 
задачи (3) только для значений ξ0 100≤ .  Для больших значе-
ний ξ0

 приходится значительно измельчать шаг интегрирова-
ния, что приводит к увеличению времени счета на порядки. Бо-
лее эффективным методом решения задач с контрастными 
структурами является продолжение решения по наилучшему 
аргументу.

Метод продолжения решения  
по наилучшему аргументу

Воспользуемся методом продолжения решения по наилуч-
шему аргументу [16]. Введем новый аргумент λ , отсчитывае-
мый по касательной вдоль интегральной кривой исходной зада-
чи, в форме

d du dtλ2 2 2= + .
Используя этот аргумент, получим следующую преобразо-

ванную задачу Коши для системы дифференциальных уравнений

du
d

t u a

u a t u a

dt
d

u a
λ

ξ

ξ λ
=

− −( )
+( ) + −( )

=
+( )0

2

2 2
2

0

2 2 2 2
4

22 2 2cos

cos

,

uu a t u a
u t

2 2
2

0

2 2 2 2
4

0 0 0 0

+( ) + −( )
= =

ξ cos

, ( ) , ( ) .

 
	 \* MERGEFORMAT (5)

В таблице 3 приведены результаты решения задач (3) и (5) 
явным методом Рунге-Кутты с постоянным шагом. Шаг l  по ар-
гументу λ  фиксировался, а шаг h  по аргументу t подбирался 
таким образом, чтобы порядки средней ошибки ε  совпадали 
для обеих задач. Можно видеть, что для преобразованной зада-
чи (5) можно использовать более большой шаг интегрирования 
(вплоть до нескольких порядков) по сравнению с задачей (3). 
Для больших значений ξ0  это позволяет значительно сокра-
тить время счета. Для явного метода Эйлера получены анало-
гичные результаты.

Таблица 3. Средняя погрешность ε и время счёта tA  параметризованной  
и непараметризованной задач методом Рунге-Кутты 4-го порядка  

с постоянным шагом
Table 3. Average error ε and calculating time tAof parametrized and non-parame-

trized problems by the 4th order Runge-Kutta method with a fixed increment

ξ0

Параметризованная Непараметризованная

l ε tc , c h ε tc ,  c

1
0.1 5.4369 ∙ 10-7 0.0213 0.02 3.6307 ∙ 10-7 0.0418

0.01 2.9799 ∙ 10-11 0.183 0.002 3.6427 ∙ 10-11 0.2405
0.001 5.0522 ∙ 10-14 0.5505 0.0002 6.4592 ∙ 10-13 2.0987

10
0.1 2.4647 ∙ 10-4 0.0236 0.02 3.0375 ∙ 10-4 0.0422

0.01 3.2723 ∙ 10-9 0.0969 0.001 2.5136 ∙ 10-9 0.4414
0.001 3.7533 ∙ 10-12 0.5886 0.0002 3.662 ∙ 10-12 2.2979

100
0.1 0.3525 0.0289 0.004 0.0012 0.1303

0.01 4.834 ∙ 10-6 0.1178 0.001 2.4843 ∙ 10-6 0.4484
0.001 5.0063 ∙ 10-11 0.5289 0.00005 1.7076 ∙ 10-11 8.2501

1000
0.1 – – – – –

0.01 0.0047 0.2086 0.00047 0.0012 0.9134
0.001 4.0885 ∙ 10-8 0.5288 0.00007 5.9638 ∙ 10-8 5.9466

Переменный шаг интегрирования

На практике, вместо постоянного шага интегрирования ча-
сто используется переменный шаг. Существует множество мето-
дов построения неравномерных сеток [29], но традиционно ис-
пользуется процедура смены шага интегрирования с контролем 
точности по правилу Рунге [30]. В таблице 4 приведены резуль-
таты, полученные при переменном шаге интегрирования, изме-
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няемому по правилу Рунге. Точность решения θ  фиксировалась 
для преобразованной задачи (5) и равнялась 10 12− . Затем точ-
ность для исходной задачи (3) подбиралась из условия равен-
ства порядков средней погрешности ε  для обеих задач.

Таблица 4. Средняя погрешности ε и время счёта tA  параметризованной и 
непараметризованной задач методом Рунге-Кутты 4-го порядка с 

переменным шагом по правилу Рунге с точностью θ
Table 4. Average error ε and calculating time tAof parametrized and non-parame-
trized problems by the 4th order Runge-Kutta method with a nonfixed increment 

according to the Runge Rule with accuracy θ
Параметры Параметризованная Непараметризованная

ξ0 h θ ε tc ,  c θ ε tc ,  c

1
0.1

10-12

1.1561 ∙ 10-10 0.2388 10-10 2.1774 ∙ 10-10 0.4892
0.01 1.6079 ∙ 10-10 0.2592 3 ∙ 10-10 1.1338 ∙ 10-10 0.571

0.001 1.7008 ∙ 10-10 0.1889 10-10 2.1458 ∙ 10-12 1.3038

10
0.1 2.365 ∙ 10-9 0.2065 10-7 1.5164 ∙ 10-9 1.6533

0.01 2.2218 ∙ 10-9 0.2812 4 ∙ 10-8 1.1642 ∙ 10-9 2.025
0.001 1.6625 ∙ 10-9 0.2691 10-7 2.5134 ∙ 10-9 1.3089

100
0.1 3.497 ∙ 10-8 0.2982 10-4 5.8346 ∙ 10-8 3.2128

0.01 3.1933 ∙ 10-8 0.3346 10-5 2.3953 ∙ 10-8 4.0536
0.001 3.0792 ∙ 10-8 0.3015 3  ∙ 10-5 2.3106 ∙ 10-8 4.7691

1000
0.1 4.2953 ∙ 10-7 0.2729 - - -

0.01 3.2001 ∙ 10-7 0.2318 10-3 9.1802 ∙ 10-8 15.794
0.001 8.7845 ∙ 10-7 0.1772 10-2 6.4254 ∙ 10-7 9.8967

Отметим, что порядок средней погрешности исходной за-
дачи (3) зависит от начального шага при фиксированной точно-
сти, тогда как для преобразованной задачи такой зависимости 
не наблюдается. Кроме того, использование метода продолже-
ния решения по наилучшему аргументу позволяет значительно 
сократить время счета при сохранении точности.

Можно было ожидать, что неявный метод Эйлера с пере-
менным шагом даст лучшие результаты, но приведенные в та-
блице 5 результаты не намного отличаются от представленных 
в таблице 2.

Таблица 5. Погрешность решения и время счета для задачи (3), неявный 
метод Эйлера с переменным шагом, выбираемым по правилу Рунге с 

точностью θ = −10 4

Table 5. Solution error and calculating time for the task (3), implicit Euler method 
with a fixed increment chosen   according to the Runge Rule with accuracy 

θ = −10 4  

Параметры Неявный метод Эйлера, МПИ

ξ0 h ε tc ,  с

1
0.1 0.005 0.6852

0.01 0.034 0.6912
0.001 0.0031 0.6395

10
0.1 - -

0.01 0.0803 0.9471
0.001 0.043 1.0648

100
0.1 - -

0.01 - -
0.001 1.45 0.9754

Полуаналитические многослойные методы.
Запишем уравнение (3) в виде

du
dt

F t u

F t u
t u a

u a

=

= −
−( )

+( )













( , ),

( , )
( )

.
ξ 2 2

2

2 2

(6)
Применим к решению уравнения (6) метод трапеций [29]

u u h F t u F t u h t tk k k k k k k k k k+ + + += + ⋅ ⋅ +( ) = −1 1 1 10 5. ( , ) ( , ) , .

Уравнение (7) можно решить с помощью одного шага мето-
да Ньютона, линеаризуя его по u uk k+ −1 :

u u h F t u F t u F t u u uk k k k k k k u k k k k+ + + += + ⋅ ⋅ + + ′ ⋅ −(1 1 1 10 5. ( , ) ( , ) ( , ) ( ))) ,
откуда

u u
h F t u F t u

h F t uk k
k k k k k

k u k k
+

+

+

= +
⋅ +( )

− ′1

1

12

( , ) ( , )

( , )
.

Согласно [18] применим эту формулу к интервалу перемен-
ной длины, выбирая

h
t t
nk =
− 0 ,

 
t t k

t t
nk = +
−

0

0 ,
 u t u0 0( ) = . 

Здесь u u t0 0 0= ( )  некоторое стартовое значение, которое изна-
чально считается неизвестным. В частном случае t0 0=  имеем 
u0 0=  из начального условия. Решение задачи получим сты-
ковкой таких решений, построенных из нескольких начальных 
точек t0 . Продемонстрируем результаты такой процедуры для 
t0 0=  и t0

2
=
π , так как это ближайшие к началу характерные

 точки правой части уравнения (3). 
Было бы желательно состыковать решения гладко (чтобы 

совпадали функции и производные), но реальные вычисления 
показали, что это невозможно, поэтому была реализована следу-
ющая процедура:

1. Строилось приближённое решение v t u tn( ) ( )=  с t0 0= ;
2. Определялась точка стыка, как точка с минимальной произ-
водной;

3. Строилось решение w t u tn( ) ( )= с t0
2

=
π

 и u uπ
2

0







 = ;

4. Значение u0  подбиралось так, чтобы в точке стыка вы-
полнялось равенство v t w t( ) ( )= .

Состыкованное приближённое решение обозначим  s t( ) . 

Результаты вычислительных 
экспериментов для полуаналитических 
многослойных методов

Представим некоторые результаты вычислений для 
ξ0 10= .

Рис. 2.  Стыковка приближённого решения v t( )  с  начальной точкой 
t0 0=  и приближённого решения w t( )  с начальной точкой t0

2
=
π  для 

n = 2 .
Fig. 2.  Blending an approximate solution v t( ) with the starting point t0 0=  and 

approximate solution w t( ) with the starting point t0
2

=
π for n = 2 .
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Рис. 3.  Точное решение (4) и состыкованное приближённое решение s t( )  
для n = 2 .

Fig. 3.  Exact solution (4) and blended approximate solution s t( ) for n = 2

Рис. 4.  Различие точного решения (4) и состыкованного приближённого 
решения s t( )  для n = 2 .

Fig. 4.  Difference between the Exact solution (4) and blended approximate solution 
s t( )    for n = 2

С ростом числа слоёв ошибка уменьшается:

Рис. 5.  Различие точного решения (4) и состыкованного приближённого 
решения s t( )  для n = 4 .

Fig. 5.  Difference between the Exact solution (4) and blended approximate solution 
s t( )    for n = 4

Далее строим новое приближённое решение, выбирая в ка-
честве стартовой точки t0 = π  и ищем значение u( )≠ таким об-
разом, чтобы обеспечить максимально гладкую стыковку с w t( ). 
В силу симметрии w t( )  относительно ≠2  это не приводит к су-
щественному возрастанию ошибки. В дальнейшем эту процеду-
ру продолжаем на интересующий нас временной промежуток.

Рис. 6.  Различие точного решения (4) и состыкованного приближённого 
решения s t( )  для n = 6 .

Fig. 6.  Difference between the Exact solution (4) and blended approximate solution   
s t( )

 for n = 6
Другой подход состоит в том, чтобы не использовать при-

ближённое решение v t u tn( ) ( )=  с t0 0= , а подбирать  u0  так, 
чтобы выполнялось начальное условие w( )0 0= . Этот способ 
проще, но ошибки несколько больше, чем для первого способа.

Рис. 7.  Точное решение (4) и полученное вторым способом приближённое 
решение

 
w t( )

 
для n = 2 .

Fig. 7.  Exact solution (4) and obtained by the second method  approximate solution     
for n = 2

Рис. 8.  Различие точного решения (4) и полученного вторым способом 
приближённого решения w t( )  для n = 2

Fig. 8.  Difference between the Exact solution (4) and obtained by the second 
method  approximate solution w t( )  for  n = 2

Далее строим новое приближённое решение, выбирая в ка-
честве стартовой точки t0

3

2
=

π  и ищем значение в точке 3

2

≠ таким 
образом, чтобы обеспечить максимально точное совпадение с 
w t( )  при t = π . В силу симметрии w t( )  относительно ≠

2
 это не 

приводит к возрастанию ошибки. В дальнейшем процедуру про-
должаем на интересующий нас временной промежуток.
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Рис. 9.  Различие точного решения (4) и полученного вторым способом 
приближённого решения w t( )  для n = 4

Fig. 9.  Difference between the Exact solution (4) and obtained by the second 
method  approximate solution w t( )  for n = 4

Рис. 10.  Различие точного решения (4) и полученного вторым способом 
приближённого решения w t( )  для n = 6

Fig. 10.  Difference between the Exact solution (4) and obtained by the second 
method  approximate solution w t( ) for n = 6

Можно было бы ожидать, что увеличение параметра ξ0  по-
требует существенного увеличения числа слоёв n  для сохране-
ния приемлемой точности, однако это не так, что подтверждают 
приведённые далее результаты.

Рис. 11.  Различие точного решения (4) и состыкованного приближённого 
решения 

s t( )  для n = 2  и ξ0 100=
Fig. 11.  Difference between the Exact solution (4) and blended approximate 

solution 
s t( )  for n = 2  and  ξ0 100=

Рис. 12.  Различие точного решения (4) и полученного вторым способом 
приближённого решения w t( ) для n = 2  и ξ0 100=

Fig. 12.  Difference between the Exact solution (4) and obtained by the second 
method  approximate solution w t( ) for n = 2 and ξ0 100=

Рис. 13.  Различие точного решения (4) и состыкованного приближённого 
решения s t( ) для n = 2  и ξ0 1000=

Fig. 13.  Difference between the Exact solution (4) and blended approximate 
solution s t( ) for n = 2  and ξ0 1000=

Рис. 14.  Различие точного решения (4) и полученного вторым способом 
приближённого решения w t( )  для n = 2  и ξ0 1000=

Fig. 14.  Difference between the Exact solution (4) and obtained by the second 
method  approximate solution w t( ) for n = 2  and ξ0 1000=
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Заключение

В статье нами предложены и протестированы методы, при-
менимые к широкому кругу жёстких задач, в частности, к задачам 
моделирования контрастных структур. Работа методов протести-
рована на примере задачи Коши (3), предложенной в работе А. А. 
Белова и Н. Н. Калиткина [26]. Результаты проведённых нами вы-
числительных экспериментов показали высокую эффективность 
предложенных подходов в жёстком и сверхжёстком случаях.
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