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Аннотация

В данной статье исследуется математическая модель тела, совершающего автоколебания в пото-
ке квазистатической среды под действием аэродинамических сил. Выведены уравнения движе-
ния рассматриваемого тела и кинематические соотношения, связывающие фазовые координаты 
с углом атаки. Проведено решение уравнений равновесия и показано, что единственным положе-
нием равновесия является состояние покоя. Получены уравнения первого приближения и    про-
ведено исследование устойчивости состояния покоя с помощью критерия Гурвица. Показано, что 
в результате взаимодействия со средой рассматриваемое тело может совершать в потоке среды 
колебания с растущей амплитудой (флаттер). Построены области устойчивости на плоскости ге-
ометрических параметров: жесткости пружины и длины стержня. В математическом пакете 
MATLAB предложен комплекс программ, позволяющих проводить численные исследования, реа-
лизующий численное интегрирование уравнений   описывающих колебания пластинки с непод-
вижным центром давления. Такая модель возможна при условии того, что длина стержня намно-
го больше ширины пластинки. При запуске программы строится область устойчивости и на ней  
вводятся геометрические параметры: жесткость пружины и длина стержня. Далее вводится век-
тор начальных условий. При поиске численного решения используется процедура ode45, реали-
зующая методы Рунге-Кутта четвертого и пятого порядка с переменным шагом. При поиске чис-
ленного решения экспериментальные аэродинамические функции  интерполируются кубическим 
сплайном. Полученное путем интегрирования решение изображается на графике в виде фигур 
Лиссажу. Таким образом, разработана математическая модель колебаний пластинки, проведен 
параметрический анализ устойчивости, с помощью комплекса программ на базе специализиро-
ванной системы компьютерной  математики  есть возможность  подтвердить  полученные анали-
тические результаты.
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Abstract

This article explores the mathematical model of a body that performs self-oscillations in a flow of a quasi-
static medium under the influence of aerodynamic forces. The equations of motion of the body under 
consideration and the kinematic relations connecting the phase coordinates with the angle of attack are 
derived. The equilibrium equations were solved and it was shown that the only equilibrium position is the 
state of rest. The equations of the first approximation are obtained and the stability of the state of rest is 
studied using the Hurwitz criterion. It is shown that as a result of interaction with the medium, the body 
in question can oscillate with increasing amplitude (flutter) in the medium flow. Areas of stability are 
constructed on the plane of geometric parameters: spring stiffness and rod length. In the mathematical 
package MATLAB, a set of programs has been proposed that allow for numerical studies that implement 
the numerical integration of the equations describing the vibrations of a plate with a fixed center of pres-
sure. Such a model is possible provided that the length of the rod is much greater than the width of the 
plate. When the program is started, the stability region is constructed and the geometrical parameters are 
entered on it: the spring stiffness and the rod length. Next, a vector of initial conditions is introduced. 
When searching for a numerical solution, the ode45 procedure is used, which implements fourth and fifth 
order Runge – Kutta methods with a variable step. When searching for a numerical solution, experimental 
aerodynamic functions are interpolated by a cubic spline. The solution obtained by integrating is depicted 
on the graph as Lissajous figures. Thus, a mathematical model of plate oscillations was developed, a para-
metric stability analysis was carried out, with the help of a complex of programs based on a specialized 
computer mathematics system, it is possible to confirm the obtained analytical results.
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Введение

Объектом исследования данной работы станет Флаттер – ско-
ротечное и крайне опасное явление, которое обычно заканчи-
вается разрушением конструкции летательного аппарата. 
Впер вые с мас со вы ми слу чая ми флаттера столк ну лись в 1930-
е гг. в пе ри од стре ми тель но го рос та ско ро стей, по сле че го на-
ча лось ин тен сив ное изу че ние флаттера и оты ска ние спо со бов 
его пре ду пре ж де ния. М.В. Келдышем раз ра бо та на тео рия 
флаттера са мо лё та, соз да ны ме то ды чис лен но го рас чё та, по-
лу чен ряд важ ней ших ре зуль та тов, ко то рые от кры ли воз мож-
ность пред ска зы вать для ка ж до го кон крет но го летательного 
аппарата, при ка кой ско ро сти по лё та ему гро зит флаттер. Эти 
ра бо ты по зво ли ли авиа кон ст рук то рам най ти сред ст ва для га-
ше ния флаттера, ос нов ные из ко то рых – ра цио наль ное рас-
пре де ле ние мас сы в кон ст рук тив ных эле мен тах и по вы ше ние 
их жё ст ко сти. 
При детальном изучении флаттера почти во всех случаях обна-
руживаются нелинейные аэродинамические эффекты. Однако 
в ряде ситуаций оказалось возможным успешно решить задачу 
на основе линейных аналитических подходов. Рассмотрим 
одну задачу, в которой можно использовать такие подходы.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу о флюгере, то есть теле, представляющем 
из себя тонкую пластинку, установленную вдоль стержня дли-
ны r. Стержень зафиксирован в центре масс с помощью двух 
пружинных элементов и совершает автоколебания в потоке 
среды (рисунок 1). Введем неподвижную систему координат. 
Будем считать, что в положении покоя флюгер занимает поло-
жение равновесия, в котором он ориентирован по потоку. Бу-
дем считать, что центр масс тела может совершать движения 
только в вертикальной плоскости, а силы деформации элемен-
тов крепления зависят от отклонений линейным образом и 
сводятся к восстанавливающей силе F kx= −  и возвращающе-
му моменту M c= − θ 
 Аэродинамические силы, приложенные к телу приняты в со-
ответствии с эмпирической теорией стационарного обтека-
ния плоской пластины. 

Рис. 1. Колебания тела сложной конфигурации в потоке среды 
Fig. 1. Fluctuations of the body of complex configuration in the medium flow 

В рассматриваемой модели предполагается, что центр давле-
ния пластинки точку А можно считать подвижной относитель-
но пластинки. Аналогичная задача, только с неподвижным 
центром давления рассматривалась в работе [1]. Сдвиг центра 
давления описывается функцией l α( ) , которая описывает 
расстояние между центром давления А и геометрическим цен-
тром пластинки G. Зависимость l α( )  определена из продувок 
прямоугольных пластинок с заданным удлинением в аэроди-
намической трубе и является экспериментальными данными 
[6]. Аэродинамические силы, действующие на каждую пла-
стинку, разложим на две составляющие: сила сопротивления 
SA

� ��
, направленная против скорости VA

���
� точки А относительно 

потока среды, и подъемная сила � �PA

� ���
, направленные ей ортого-

нально. При этом величины аэродинамических сил равны: 

| |S s VA A

� ���
= ( )α 2 =0.5ρσ c Vx Aα( ) 2

| |P p VA A

� ���
= ( )α 2 =0.5ρσ c Vy Aα( ) 2

Где α  - угол атаки между вектором VA � �

� ���
 и пластинкой p,s - аэ-

родинамические функции углов атаки, cx , cy  - безразмерные 
аэродинамические функции, ρ - плотность воздуха, σ - пло-
щадь одной пластинки. Вид аэродинамических функций для 
разных форм пластинок приводится в [6]. Будем считать, что 
среда не влияет на стержень

Рис. 2. Аэродинамическая функция подъемной силы
Fig. 2. Aerodynamic function  of lift force

Рис. 3. Аэродинамическая функция силы сопротивления
Fig. 3. Aerodynamic function  of resistance force
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Рис. 4. Аэродинамическая функция сдвига центра давления
Fig. 4. Aerodynamic function  of pressure center shift

Составим уравнения движения рассматриваемого тела. В каче-
стве обобщенных координат, определяющих положение тела, 
введем координату y центра масс тела и угол θ отклонения 
пластинки от горизонтали.
Тогда теорема о движении центра масс в проекции на ось oY  и 
теорема об изменении кинетического момента будут иметь 
вид:
m y s V r l cosA

⋅⋅ ⋅

= − ( ) − ( )( )α α θ θ(  + V )� -

p V r l sin y kyAα α θ θ( ) − ( )( ) −





 −

⋅


J V n cAθ α
¨

(= − ( )( ) ( ) −r l ±
2 θ (1)

Где множитель n pα( ) = ( ) + ( )s ± sin± ± cos± - это коэффици-
ент нормальной аэродинамической силы.
Кинематические соотношения, связывающие VA , α  с θ θ, �

⋅
, 

имеют вид:
 
V sin r l Vsin cos

A
¸ yα α θ θ= − ( )( ) + +

⋅ ⋅

(

V cos Vcos sin
A

¸ y ¸α = −
⋅

  (2)

Таким образом, построена математическая модель колебаний 
пластинки, представляющая замкнутую систему уравнений 
(1)-(2)

Решение уравнений равновесия

При поступательном движении из кинематических соотноше-
ний (2), учитывая, что
 θ θ

* *
, ,= = =

⋅

const y const 0  следует, что tg ctgα θ* *�=  откуда
α θ

π
* *
+ =

2
 . 

Запишем уравнения равновесия для системы (1)

p α
* *( ) − =V ky 0

c r l V nα α α
* * *
+ − ( )( ) ( ) =2

0  (3)

Сначала мы решаем второе уравнение и находим из него α*  и 
затем находим y*  и θ* .
Можно показать, что при достаточно большом коэффициенте 
жесткости спиральной пружины с будет только одно положе-
ние равновесия в состоянии покоя. При малом коэффициенте 
жесткости спиральной пружины будет происходить ветвление 
положений равновесия.
На рисунке 6 изображено решение второго уравнения системы в 
MATLAB для прямоугольных пластинок с удлинением 8 при не-

больших с и из него мы видим, что мы имеем здесь только про-
стейшее положение равновесия-состояние покоя тела (см. рис. 5). 

Рис. 5. Решение уравнения равновесий
Fig. 5. The solution of the equilibrium equation

Можно показать, что если с=0, мы имеем еще два семейства по-
ложений равновесия θ

π
π

*
= ± +

2
k  , y

*
= 0

Построение области устойчивости

 Будем считать, что маятник совершает малые колебания око-
ло положения покоя. Исследуем устойчивость тривиального 
положения равновесия y = =0 0,θ  по первому приближению. 
Для исследования устойчивости тривиального положения 
равновесия используем критерий Гурвица. Проведем параме-
трический анализ устойчивости по первому приближению 
при различных значениях параметров m J k c V r, , , , ,

2  .
Линеаризуем уравнения движения (1) - (2), при y → 0 ,
θ α→ →0 0,  и выпишем характеристическое уравнение:
a a a a a

0

4

1

3

2

2

3 4
0λ λ λ λ+ + + + =  (4)

Условия устойчивости имеют вид:
 a mJ0 0= >  (выполнено всегда) (5)

a p s V m r l J
1 0 0

2= +





 −( ) +( )´

>0 (6)

a p s mV r l mc kJ
2 0 0

2
0= +






 −( ) + + >

´

 (7)

a p s V V r l p s k r l p V
3 0 0

2

0 0

2

0

2= +





 −( ) +






 + −( ) −





´ ´ ´

>0 (8)

a k V r l p s c
4

2

0 0
0= −( ) +






 +







>

´

  (9) 

∆
3

1 3

0 2 4

1 3

0

0

=
a a
a a a

a a
>0 (10)

Построим область устойчивости на плоскости параметров ( ,c  
V 2

)  при различных значениях геометрических параметров 
r l. . 
В случае p s

0 0
0+ <

´

 условие (6) никогда не выполняется и ав-
токолебания возникают даже при малых скоростях потока 
(если же p s

0 0
0+ >

´

 то неравенство (6) выполняется всегда!).
При выполнении условий r l> > 0  и p s

0 0
0+ >

´

 (пластинка 
ориентирована по потоку) параметр l  положителен и условия 
(6)-(10) выполняются автоматически. Система устойчива при 
любых значениях ( ,c  V 2

)  
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При выполнении условий r l=  и p s
0 0

0+ >
´

 (пластинка ори-
ентирована по потоку) условие (8) не выполняется. Система 
неустойчива при любых значениях ( ,c  V 2

)

Если 0 < <r l  и p s
0 0

0+ >
´

 (пластинка ориентирована по по-
току) для выполнения условий (6)-(10) имеем систему нера-
венств (10)-(13) (см. рис 5,6):

∆ >
3

0
 (изображено зеленым цветом) (10) 

V mc kJ

m l r p s

2

0 0

<
+

−( ) +







´

 (изображено черным цветом)   (11) 

V
c p s

m p l r p s

2

0 0

0 0 0

2
<

+







− −





 +







´

´ ´

( )

(изображено синим цветом) (12)

V c

l r p s

2

0 0

<
−( ) +








´

(изображено красным цветом)   (13) 

Условие (11) менее жесткое чем условия (12) и (13) и поэтому 
его можно откинуть. Условие (13) 
 дает границу области устойчивости, которая способствует 
развитию автоколебаний. 
Условие (10) дает границу, которая способствует ветвлению 
положений равновесия.
• При r = 0  и p s

0 0
0+ >

´

 (пластинка закреплена в центре 
масс) система неравенств (10)-(13) справедлива если мы 
находимся ниже синей прямой (см. рисунок 8):

• При l r< < 0  и p s
0 0

0+ >
´

 (пластинка ориентирована на-
встречу потоку) параметр l  становится отрицательным 
система неравенств (10)-(13) реализуется, если мы нахо-
димся ниже самой пологой зеленой линии. При уменьше-
нии r область будет уменьшаться! (см. рисунок 9):

• Если r l= < 0  и p s
0 0

0+ >
´

 (пластинка ориентирована 
навстречу потоку), система неустойчива всегда! Условие 
(10) не выполняется!

• Если r l< < 0  и p s
0 0

0+ >
´

 (пластинка ориентирована 
навстречу потоку) условия устойчивости (10)-(13) реали-
зуются, если мы находимся ниже зеленой линии (рисунок 
10,11).

Рис. 6. Область устойчивости ( r = 0 5. Μ ) (система устойчива ниже 
зеленой кривой)

Fig. 6. Area of   stability ( r = 0 5. Μ  ) (system is stable below the green curve)

Рис. 7. Область устойчивости ( r = 0 3. Μ )(система устойчива ниже 
зеленой линии)

Fig. 7. Area of   stability ( r = 0 3. Μ ) (system is stable below the green line)

Рис. 8. Область устойчивости (r=0)(система устойчива ниже синей прямой)
Fig. 8. Area of   stability (r=0) (system is stable below the blue strait line)

Рис. 9. Область устойчивости (r=-0.5 м.) (система устойчива ниже зеленой 
линии)

Fig. 9. Area of   stability (r=-0.5 m) (system is stable below the green line)

Рис. 10. Область устойчивости (r=-5)(система устойчива ниже зеленой 
линии)

Fig. 10. Area of   stability (r=- 5) (system is stable below the green line)
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Рис. 11. Область устойчивости (r=-10)(система устойчива ниже первой 
зеленой линии)

Fig. 11. Area of   stability (r=- 10) (system is stable below the first green line)

На этом анализ устойчивости простейших положений равно-
весия можно закончить. Мы получили интересные и не везде 
очевидные результаты.

Численное интегрирование уравнений 
движения
В математическом пакете MATLAB написана программа, реа-
лизующая численное интегрирование уравнений (1)-(2), опи-
сывающих колебания пластинки с неподвижным центром дав-
ления. Такая модель возможна при условии того, что длина 
стержня намного больше ширины пластинки. При поиске чис-
ленного решения используется процедура ode45, реализую-
щая методы Рунге-Кутта четвертого и пятого порядка с пере-
менным шагом. При поиске численного решения 
аэродинамические функции интерполируются кубическим 
сплайном. 
Программа для решения задачи о колебании пластинки имеет 
следующий интерфейс. С помощью ползунка задается интер-
вал интегрирования, значение удлинения пластинки можно 
выбрать из четырех значений в выпадающем меню. Значения 
m, J и k вводятся в соответствующие поля. Длина стержня r вы-
бирается из выпадающего меню. Отрицательное значение оз-
начает, что пластинка ориентирована против потока. Значе-
ния c и V вводятся путем выбора точки на графике области 
устойчивости. Начальные условия также выбираются графи-
чески. Полученные путем интегрирования точки Y Y= ( )θ , 
изображаются на графике в виде фигуры Лиссажу.
 Для моделирования колебаний пластинки возьмем удлине-
ние, равное пяти (см. рисунок 12). Зададим значения m=10кг, 
J=10 кг/м2, r=0.3м (С, V2) [10,10]. Получим неустойчивость в 
нуле и уход фигур Лиссажу от состояния покоя.

Рис. 12. Колебания тела в потоке среды
Fig. 12. Body Fluctuations in medium flow

Заключение

1. Разработана математическая модель колебаний пластинки.
2. Проведен параметрический анализ устойчивости. Построе-
ны области устойчивости на плоскости ( ,c  V 2

)  при различ-
ных значениях геометрических параметров.
3. На базе специализированной системы компьютерной мате-
матики MATLAB 9 разработана программа для имитационного 
моделирования колебаний тела.
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