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Аннотация

Статья посвящена описанию методических основ и результатов сравнительного тестирования науч-
ного программного обеспечения стохастического анализа многомерных нелинейных стохастических 
систем (СтС), описываемых стохастическими дифференциальными уравнениями, разработанного на 
основе модифицированного моментно-семиинвариантного метода (М2 СМ) и ортогонального разло-
жения неизвестной одномерной плотности вектора состояния системы по биортогональной системе 
полиномов. Получены точные дифференциальные уравнения для компонент вектора математическо-
го ожидания, ковариационной матрицы и старших начальных моментов вектора состояния нелиней-
ной СтС, описываемой стохастическим дифференциальным уравнением Ито, содержащим коэффици-
енты неполиномиального вида (непрерывные или имеющие точки разрыва первого рода) и векторный 
случайный процесс с независимыми приращениями. Программное обеспечение (ПО) «СтС-Анализ-М2 
СМ» содержит разработанные автором модули, позволяющие частично автоматизировать действия по 
составлению замкнутой системы дифференциальных уравнений для параметров вектора состояния 
нелинейной СтС. ПО «СтС-Анализ-М2 СМ» разработано на языке Python и совместимо с новыми отече-
ственными процессорами и высокопроизводительными платформами. Проверка работоспособности 
ПО «СтС-Анализ-М2 СМ» осуществлялась на примерах нелинейных СтС, имеющих точные решения. Ре-
зультаты сравнивались с методом нормальной аппроксимации (МНА) и методом эллипсоидальной 
аппроксимации (МЭА). М2 СМ дает высокую точность (менее 2%) определения математического ожи-
дания и ковариационной матрицы вектора состояния СтС, удовлетворяющих системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений для компонент математического ожидания, ковариационной матри-
цы и вероятностных старших начальных моментов, входящих в правые части точных незамкнутых 
уравнений для математического ожидания и ковариационной матрицы. ПО «СтС-Анализ-М2 СМ» мо-
жет применяться в научных исследованиях; для обучения в системе высшего образования на курсах 
«Случайные процессы», «Теория стохастических дифференциальных систем» и т.д.; в управлении тех-
ническими, организационно-экономическими, экологическими и другими системами.

Ключевые слова: стохастический процесс (СтП), стохастический анализ, стохастическая система 
(СтС), стохастическое дифференциальное уравнение, математическое ожидание, ковариационная ма-
трица, вероятностный момент, модифицированный моментно-семиинвариантный метод (М2 СМ).
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Abstract

The article describes the methodological foundations and the results of comparative testing of scientific 
software for stochastic analysis of multidimensional nonlinear stochastic systems (StS) described by sto-
chastic differential equations, developed on the basis of the modified moment-semi-invariant method 
(M2SM) and orthogonal factorization of the unknown one-dimensional density of the system state vector 
by the bi-orthogonal system of polynomials. We have obtained exact differential equations for the compo-
nents of the expectation vector, the covariance matrix, and the higher initial moments of the state vector 
of the nonlinear StS, described by the Ito stochastic differential equation containing non-polynomial coef-
ficients (continuous or having first-kind discontinuous points) and a vector random process with inde-
pendent increments. Software “StS-Analysis-M2SM” contains the modules developed by the author, which 
allow you to partially automate actions to compile a closed-loop system of differential equations for pa-
rameters of the state vector of a nonlinear StS. Software “StS-Analysis-M2SM” is developed in the Python 
language and is compatible with new domestic processors and high-performance platforms. 
Verification of the performance of the software “StS-Analysis-M2SM“ was carried out using examples of 
non-linear StS that have exact solutions. The results were compared with the normal approximation 
method (NAM) and the ellipsoidal approximation method (EAM). M2SM gives a high accuracy (less than 
2%) of determining the expectation function and the covariance matrix of the state vector of the StS, com-
plying with the system of ordinary differential equations for the expectation function components, the 
covariance matrix and probabilistic higher initial moments included in the right-hand parts of the exact 
open equations for the expectation and covariance matrix. Software “StS-Analysis-M2SM” can be applied 
in scientific research; for training in higher education in the courses “Random Processes”, “Theory of Sto-
chastic Differential Systems”, etc.; in the management of technical, organizational and economical, envi-
ronmental and other systems.

Keywords: Stochastic process, stochastic analysis, stochastic system, stochastic differential equation, 
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method (М2 SIM).
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Введение

Для описания математических моделей сложных систем (тех-
нических, организационно-экономических, экологических и 
т.д.) в условиях случайных возмущений широкое применение 
нашли стохастические дифференциальные системы (СДС) [1-
13]. Решение задачи стохастического анализа СДС имеет точ-
ное решение только для линейных и очень узкого класса нели-
нейных СтС, поэтому актуальна проблема разработки 
приближенных методов анализа СДС. Для исследования тон-
ких стохастических эффектов, связанных с выбросами стоха-
стических процессов, оценки предельных возможностей, допу-
щения о нормальности распределения приводят к 
существенным качественным и количественным погрешно-
стям. В настоящее время для моделирования процессов слож-
ных СДС применяют как прямые вычислительные методы, 
лежащие в основе методов статистического моделирования, 
так и методы интерполяционного аналитического моделиро-
вания и методы параметризации распределений.
В работах [1,14,15] создано методическое обеспечение и на его 
основе разработано  инструментальное программное обеспе-
чение «СтС-Анализ» на базе сред MATLAB и Microsoft Visual 
Studio для решения задачи стохастического анализа много-
мерных стохастических дифференциальных систем следую-
щих типов:
• стационарные и нестационарные линейные СДС;
• линейные СДС со случайными параметрами;
• линейные СДС с параметрическими шумами;
• нелинейные СДС с полиномиальными коэффициентами.
Программное обеспечение «СтС-Анализ» и его расширенные 
версии [16-24]  получили широкое распространение в науке и 
промышленности. 
В настоящее время в РФ в рамках программы импортозамеще-
ния ведутся научные работы по созданию отечественных про-
цессоров и высокопроизводительных систем на их основе. С 
учетом особенностей отечественных вычислительных систем 
перенос в их среду пакета MATLAB невозможен в принципе, но 
успешно переносится открытое ПО с распространяемыми ис-
ходными кодами [25]. В связи с этим появилась необходимость 
разработки ПО стохастического анализа на базе открытого ПО 
с возможностью развертывания его на новых отечественных 
процессорах и высокопроизводительных платформах.
В работе рассматривается методическое и инструментальное 
программное обеспечение стохастического анализа много-
мерных нелинейных СтС на основе М2 СМ и ортогонального 
разложения неизвестной одномерной плотности вектора со-
стояния системы по биортогональной системе полиномов.

Методическое обеспечение 
стохастического анализа
Пусть вектор состояния Y нелинейной СтС описывается стоха-
стическим дифференциальным уравнением Ито вида

dY a Y t b Y t dW t t Y t Y= ( ) + ( ) ≥ ( ) =, , , , ,
0 0 0

 (1)

где Y=Y(t)� R p � � � стохастический процесс (СтП), Y0  – случай-
ный вектор с известным распределением; W(t)� Rn ; W t

1 ( ) …, ,
Wn t( )  – независимые между собой процессы с независимыми 
приращениями; a y t,( ) , b y t,( )  –непрерывные или имеющие 

точки разрыва первого рода известные функции y и t размер-
ности pх1 и pхn соответственно. Y0  не зависит от приращений 
W( t2 )-W( t

1
)  при t t t

0 1 2
≤ < . Известна одномерная характери-

стическая функция h µ t
1

;( )  процесса W(t).
Решение задачи стохастического анализа СтС (1) имеет точное 
решение только для линейных и очень узкого класса нелиней-
ных СтС. Известны многие методы приближенного анализа 
сложных СтС, основанные на параметризации неизвестных 
распределений (характеристических функций или плотностей 
вероятности) вектора состояния системы [1]. Выбор метода 
зависит от класса СтС, а также постановки задачи, например, 
требуется определить вероятность попадания случайного 
вектора системы в заданную область или вероятностные мо-
менты случайного вектора системы. В Институте проблем ин-
форматике РАН было разработано инструментальное про-
граммное обеспечение «СтС-Анализ» на базе сред MATLAB и 
Microsoft Visual Studio для решения задачи анализа многомер-
ных СДС: стационарных и нестационарных линейных СДС, ли-
нейных СДС со случайными параметрами, линейных СДС с па-
раметрическими шумами, нелинейных СДС с 
полиномиальными коэффициентами.
Для сложных СтС, описываемых многомерными стохастиче-
скими дифференциальными уравнениями Ито, рассматрива-
ется задача стохастического анализа путем определения веро-
ятностных моментов первого и второго порядков и некоторого 
набора старших начальных моментов. Такая постановка зада-
чи стохастического анализа возникает, например, в следую-
щих случаях:
- для более точного определения математического ожидания 
и ковариационной матрицы вектора состояния системы необ-
ходимо вычислить старшие моменты, входящие в правые ча-
сти точных незамкнутых уравнений для этих параметров;
- для определения одномерных распределений отдельных 
компонент вектора состояния;
- в задачах анализа точности, когда требуется вычислить 
функции, зависящие от определенного набора старших мо-
ментов вектора состояния;
- в задачах анализа устойчивости и чувствительности, когда 
необходимо вычислить функционалы от моментов вектора со-
стояния.
Для решения этой задачи предлагается использовать модифи-
цированный моментно-семиинвариантный метод.
Как известно [1], приближенные методы параметризации не-
известных распределений вектора состояния СтС (1) основа-
ны на аппроксимации неизвестных характеристической функ-
ции или плотности вероятности известными функциями, 
зависящими от конечного числа неизвестных параметров (мо-
ментов, семиинвариантов, квазимоментов и т.д.), что позволя-
ет свести решение задачи анализа к нахождению этих параме-
тров, удовлетворяющих системе обыкновенных 
дифференциальных или разностных уравнений. Эти методы 
дают высокую точность решения задачи, но требуют составле-
ния и решения большого количества уравнений для параме-
тров, особенно в случае большой размерности вектора состоя-
ния стохастической системы. Зависимость числа уравнений 
Q p N

1
,( )  для параметров распределений от размерности p 

вектора состояния и наивысшего порядка учитываемых пара-
метров N вычисляется по формуле Q p N CN p

p
1

1,( ) = −+ .
Так, например, при анализе 10-мерной стохастической систе-
мы количество уравнений для моментов вектора состояния 
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системы Q
1

10 4 1000,( ) = , если учитываются моменты до 4-го 
порядка.
Модифицированный моментно-семиинвариантный метод 
требует значительно меньшего объема вычислений. Идея ме-
тода была впервые изложена в [14] и состоит в составлении 
уравнений для математического ожидания, ковариационной 
матрицы и определенного набора старших моментов вектора 
состояния системы. При этом семиинварианты, не соответ-
ствующие этому набору старших моментов, полагаются рав-
ными нулю. Этот подход к замыканию системы для моментов 
дает лучшие результаты по сравнению с другими приближен-
ными методами, например, с методом моментов, в котором об-
нуляются старшие моменты, порядок которых больше некото-
рого заданного натурального числа. Семиинварианты 
убывают с увеличением порядка в отличие от моментов, кото-
рые растут. Проверка работоспособности М2 СМ на конкретных 
примерах СтС с полиномиальными нелинейностями показала 
его высокую эффективность [1,14,15]: метод незначительно 
уступает в точности полным методам стохастического анали-
за, например, моментно-семиинвариантному методу, и при 
этом количество уравнений для параметров распределений 
равно  Q p N p p p p N

2

1

2
1 2,( ) = + +( ) + −( ) . Так, при p=10 и 

N=4 имеем Q
2

10 4,( ) =85.
Основываясь на [1], для получения уравнений для начальных 
моментов 
α αr r r

r r
p
r

rp

pM Y Y Y= = …
…1 2

1 2

1 2,
, ,

[ ]  

( , , , ; , , , , , )r r r r r r r r r r rp

B

p p= …  = + +…+ … = …
1 2 1 2 1 2

0 1  стоха-
стического процесса Y(t) воспользуемся формулой связи мо-
мента αr �  и характеристической функции (х.ф.) g t

1
λ;( ) :
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λ λ
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 (2)

Уравнение для одномерной х.ф. g t
1
λ;( )  СтП Y(t), заданного 

уравнением (1), имеет вид [3]:

∂ ( )
∂

= ( ) + ( ) { } ( ) = ( ) ≥
g t

t
M i a Y t Y t e g t g tT i YT
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1 0 0
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где g0 λ( )  – известная х.ф. Y
0
,λ , = … λ λ

1
, , p

T
. Функция x опре-

деляется формулой x µ t
t

lnh µ t; ; ,( ) = ∂
∂

( )1
после подстановки 

вместо µ �  выражения b(Y,t)Tλ имеем

λ χ λ; , , ;Y t b Y t tT( ) = ( )( )  (4)

Применим формулу (2) к уравнению (3):
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Дифференцируя уравнения (5) r1  раз по iλ1 , r2  раз по iλ2  , … , 
rp  раз по i pλ  и положив после этого λ=0, получим 
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Введем обозначение
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=
∑ −

1

1

1 1

+ … …
∂

∂( ) …∂( )=

+

∑ ∑
=

…+

h

r

h

r

r
h

r
h

h h

h
p

h
p

p

p

p
p

p
C C

i i
Y t

1 0

1

1

1

1

1

0
1
λ λ

χ λ; ,(( )  …
=

− −

λ 0
1 1

1 1

�
Y Yr rh p hp

 

Тогда уравнения (6) примут вид α
⋅

= ( )r rMZ Y t,
или α

⋅

−∞

+∞

= ( ) ( )∫r rZ y t f y t dy, , ,
1

 (7)

где f y t
1

, �( ) – плотность вероятности Y(t).

Для приближенного вычисления интегралов в уравнениях (7) 
аппроксимируем одномерную плотность вероятности f y t

1
,( )  

конечным отрезком ее ортогонального разложения по биор-
тогональной системе полиномов p y q yν ν( ) ( ){ },  c весом 
ω1 y( )  [1]:  

f y t y c p y
N

1 1

3

1, ,

| |

( ) ≈ ( ) + ( )










= =
∑∑ω
β ν β

ν ν  (8)

где ν ν ν= +…+1 p  для векторного индекса ν νν= … 1
, , p

T
, 

ν ν
1

0 1, , , , ,… = …p N ; ω1 y( )– некоторая известная плотность, 
для которой существуют все моменты, а первый и второй мо-
менты совпадают с соответствующими моментами плотности 
вероятности f y t

1
,( ) ; c Mq y qν ν ν α= ( ) = ( )  - линейная комби-

нация моментов случайного процесса Y(t), полученная из 
q yν ( ) � заменой всех одночленов y yk

p
kp

1

1 ...  соответствующими 
моментами αk kp1

,..., . 
После подстановки (8) в (7) имеем

α
⋅

r = ϕ ϕ
β ν β

ννr

N

rm K t c m K t
,

| |

,
, , , , ,

0

3

( ) + ( )
= =
∑∑

где m=m(t), K=K(t) – математическое ожидание и ковариаци-
онная матрица соответственно СтП Y(t),

ϕ ωr rm K t Z y t y dy
,

, , ,
0 1( ) = ( ) ( )

−∞

+∞

∫ ,  

ϕ ων νr rm K t Z y t p y y dy
,

, , ,( ) = ( ) ( ) ( )
−∞

+∞

∫ 1 . 

Требуется определить m(t), K(t) и некоторые старшие момен-
ты вида M Y Yj

l
j
l
k

k( ... )
1

1  (9)

где j jk1
,...,  – выборка k различных чисел из J={1,2,…,p}; 

l lk1
,...,  – выборка k чисел из  = {1,2,…,N}, удовлетворяющих 

условию 3
1

≤ +…+ ≤l l Nk .
Дифференциальное уравнение для математического ожида-
ния m(t) СтП Y(t), заданного уравнением (1), имеет вид

m t
⋅

( ) = ϕ ϕ
β ν β

νν1 0

3

1,

| |

,
, , , ,m K t c m K t

N

( ) + ( )
= =
∑∑  ,                                     (10)

где ϕ ω
1 0 1,

, , ,m K t a y t y dy( ) = ( ) ( )
−∞

+∞

∫ ,   

ϕ ων ν1 1,
, , ,m K t a y t p y y dy( ) = ( ) ( ) ( )

−∞

+∞

∫
.  
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Дифференциальное уравнение ковариационной матрицы K(t) 
СтП Y(t), заданного уравнением (1), имеет вид

K t
⋅

( ) =ϕ ϕ
β ν β

ν20

1

3

2

1m K t c m K t
N

, , , ,

| |

( ) + ( )
= =
∑∑  , (11)

где ϕ

χ χ

20

1

1 1

m K t a y t y m y m a y t

y y yy

T T T

T T T

, , { , ( ) ,( ) = ( ) − + −( ) ( ) +

+ +
−∞

+∞

∫
χχ λ χ ωλ; , }y t y dy( ) + ( )=2 0 1

,       

ϕ

χ χ

ν2
1

1 1

m K t a y t y m y m a y t

y y yy

T T T

T T T

, , { , ( ) ,( ) = ( ) − + −( ) ( ) +

+ +
−∞

+∞

∫
χχ λ χ ωλ ν; , }y t p y y dy( ) + ( ) ( )=2 0 1

,                  

функция χ λ; ,y t( )  имеет вид (4), χ
χ λ

λ
χ λ

λ1

1

=
∂ ( )
∂ ( )

∂ ( )
∂ ( )

[
; ,

;...;
; ,

]
y t

i
y t

i p

T
, 

χ
χ λ

λ λ2

2

1
=

∂ ( )
∂ ( )∂ ( ) =[

; ,
]

,

y t
i ik j

k j
p

.

Дифференциальные уравнения для набора старших моментов 
(9) СтП Y(t), заданного уравнением (1), имеют вид

d
dt

M Y Yj
l

j
l
k

k( ... )
1

1 =ϕ ϕ
β ν β

ν
ν

l l

N

l lk k
m K t c m K t

1 1

0

3

, ,

| |

, ,
, , , ,…

= =
…( ) + ( )∑∑ , (12)

где 
ϕ ωl l l lk k

m K t Z y t y dy
1 1

0

1, , , ,
, , ,…
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+∞

…( ) = ( ) ( )∫    

ϕ ων
νl l l lk k

m K t Z y t p y y dy
1 1

1, , , ,
, , ,…

−∞

+∞

…( ) = ( ) ( ) ( )∫ ,    
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1 1
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=
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1
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1
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χ λ; ,, t y yj
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k
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












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=
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1

1 1  .

Начальными условия для уравнений (10), (11), (12) для СтП 
Y(t), заданного уравнением (1), являются

m t m MY t K t K

M Y t m Y t m
T

0 0 0 0 0

0 0 0 0

( ) = = ( ) ( ) = =

= ( ) −( ) ( ) −( )
,

 (13)

а также значения начальных моментов M Y t Y tj
l

j
l
k

k( ... )�
1

1

0 0( ) ( ) .

Правые части уравнений (10), (11), (12) содержат параметры 
cν  , зависящие от старших моментов M Y Yj

d
j
d
m

m( ... )
1

1 , отличных 
от набора (9). Для замыкания системы уравнений надо выра-
зить моменты M Y Yj

d
j
d
m

m( ... )
1

1  через моменты первого и второго 
порядков и старшие моменты вида (9), используя рекуррент-
ные формулы связи моментов и семиинвариантов [1,14,15]:

M Y Y C C

C

j
d

j
d

h

d

d
h

h

d

d
h

h

d

d

m

m

m

m

( ...

...

)
1

1

1 1

1

1 1

1 1

2

2

2

2

0

0

= …
=

−

−∑ ∑

∑

=

=
mm

m

k

k

m

m mh
j j
h h

j
d h

j
d h

j
d hs M Y Y Y

1

1

1

1 1

2

2 2

, ,

, ,
( )…

… − − −…

 (14)
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 (15)

где в (15) из выражения стоящего в квадратных скобках следу-
ет исключить s j j

h h
m

m

1

1

,...,

,...,
,  s j j

h h
k

k

1

1

,...,

,..., − семиинвариант порядка 
h hk1 +…+  случайного вектора Y Yj j

T

k1

,..., 
. При этом все се-

миинварианты в (14), (15), не соответствующие моментам (9), 
выражаются через моменты первого и второго порядков и 
старшие моменты вида (9) по формулам (14), (15). Процесс за-
мыкания систем (10), (11), (12) достигается рекуррентным ис-
пользованием формул связи (14), (15).
Таким образом, в основе методического обеспечения стохасти-
ческого анализа лежит следующий алгоритм:
1. составление обыкновенных дифференциальных уравне-

ний (10), (11), (12) (где функция χ λ; ,y t( )� задается фор-
мулой (4)) соответственно для математического ожида-
ния m(t), ковариационной матрицы K(t) и набора старших 
начальных моментов вида (9) случайного процесса Y(t), 
описываемого стохастическим дифференциальным урав-
нением Ито (1);

2. замыкание систем (10), (11), (12) путем выражения стар-
ших начальных моментов, содержащихся в правых частях 
уравнений (10), (11), (12) и отличных от старших момен-
тов вида (9), через моменты первого и второго порядков и 
старшие моменты вида (9) по формулам связи моментов и 
семиинвариантов (14), (15), при этом все старшие семи-
инварианты, не соответствующие моментам вида (9), по-
лагаются равными нулю;

3. решение замкнутой системы дифференциальных уравне-
ний (10), (11), (12) с начальными условиями (13).

Инструментальное ПО «СтС-Анализ-М2 СМ»

В ФИЦ ИУ РАН была исследована и осуществлена возможность 
реализации на базе открытых программных платформ ин-
струментального ПО для моделирования процессов в органи-
зационно-экономических системах ПО «СЭ-Анализ». В каче-
стве базовой платформы был выбран язык Python. 
Программное обеспечение «СЭ-Анализ» показало высокую эф-
фективность реализации и работы метода нормальной ап-
проксимации (МНА) на базе открытого ПО с возможностью 
развертывания подобных программных средств на новых оте-
чественных процессорах и высокопроизводительных плат-
формах [25].
В рамках работ по разработке научного ПО, совместимого с от-
ечественными процессорами и вычислительными системами, 
автором разработан инструментальный макет ПО «СтС-Ана-
лиз-М2 СМ», который реализует описанный выше алгоритм и 
осуществляет:
• ввод исходных данных в матричном и аналитическом 

виде,
• автоматическое составление замкнутой системы диффе-

ренциальных уравнений для искомых параметров; 
• численные вычисления с использованием численных би-

блиотек SkiPy и NumPy,
• сохранение полученных результатов в памяти ЭВМ, 
• получение результатов в числовом виде.
В отличие от ПО «СТС-Анализ», разработанного для стохасти-
ческого анализа нелинейных СтС только с полиномиальными 
коэффициентами, ПО «СтС-Анализ-М2 СМ» позволяет вводить 
коэффициенты любого типа (непрерывные или имеющие точ-
ки разрыва первого рода) в виде пользовательских функ-
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ций-подпрограмм.
Исходные данные для ПО «СтС-Анализ-М2 СМ», задаваемые в 
числовом или матричном виде:
• начальный момент времени t0 ;
• конечный момент времени T;
• размерность p случайного процесса Y;
• параметры набора старших моменты вида M Y Yj

l
j
l
k

k( ... )
1

1 в 
виде двух векторов j jk

T
1
, ,…[ ]  и l lk

T
1
, ,…[ ] ;

• начальные значения m t m MY t0 0 0( ) = = ( ) � � � в виде вектора;
• начальные значения  K t K M Y t m Y t m

T
0 0 0 0 0 0( ) = = ( ) −( ) ( ) −( )  

в виде матрицы;
• начальные значения старших моментов 

M Y t Y tj
l

j
l
k

k( )
1

1

0 0( )… ( )  в виде матрицы.
Исходные данные в аналитическом в виде для ПО «СтС-Ана-
лиз-М2 СМ», задаваемые в виде пользовательских функ-
ций-подпрограмм:
• функция a y t,( ) ;
• полиномы pν (y);
• линейные комбинации c Mq y qν ν ν α= ( ) = ( )  моментов 

СтП Y(t), полученные из q yν ( ) � заменой всех одночленов 
y yk

p
kp

1

1 ...  соответствующими моментами αk kp1
,..., ;

• плотность ω
1

y( );
• функция χ λ λ; ,y t( ) = 0при χ λ λ; ,y t( ) = 0 ;
• вектор функций  χ χ λ

λ
χ λ

λ1

1

=
∂ ( )
∂ ( )

…
∂ ( )
∂ ( )

[
; ,

; ;
; ,

]
y t

i
y t

i p

T  при λ = 0;

• матрица функций χ χ λ

λ λ2

2

1
=

∂ ( )
∂ ( )∂ ( ) =[

; ,
]

,

y t
i ik j

k j
p  при λ = 0;

• набор функций ∂

∂ ( ) ∂ ( )
( )

+…+h h

j

h

j

h

k

k

ki i
y t

1

1

1λ λ
χ λ

...

; ,  при λ = 0;

( , , ; ; , , )h l h lk k1 1
0 0= … … = … для вычисления набора стар-

ших начальных моментов M Y Yj
l

j
l
k

k( ... )
1

1 .
В состав ПО «СтС-Анализ-М2 СМ» входят программные модули, 
реализующие процесс составления системы дифференциаль-
ных уравнений (10), (11), (12) и ее замыкание путем выраже-
ния старших начальных моментов, содержащихся в правых 
частях уравнений (10), (11), (12) и отличных от старших мо-
ментов вида (9), через моменты первого и второго порядков и 
старшие моменты вида (9) по формулам связи моментов и се-
миинвариантов (14), (15), при этом все старшие семиинвари-
анты, не соответствующие моментам вида (9), полагаются 
равными нулю.
Результаты выдаются в табличном виде.

Тестовый пример

Проверка работоспособности ПО «СтС-Анализ-М2 СМ» осущест-
влялась на примере дифференциальной двумерной  нелиней-
ной СтС, для которой имеется точное решение. Рассматрива-
лись различные варианты. Результаты сравнивались с МНА и 
МЭА [1,3].
Пусть двумерный стохастический процесс Y(t) описывается 
системой стохастических дифференциальных уравнений Ито 
вида (1)

dY YY dt
1 1 2
= − ,   dY Y dt dW t Y Y

2 2 0 0
0 0= − + ≥ ( ) =γ

,
, , (27)

где Y0  – гауссовский случайный вектор с параметрами

m K
0 0

0 5

0 5

0 1 0

0 0 1
=








 =











,

,
,

,

, ,

W0 −  одномерный стандартный винеровский процесс, γ = 5 . 

Точное выражение для моментов αk
kt MY t

0 1( ) = ( ) имеет вид [3]
 
α α θ

θk kt
k D t

km t
0 0

2

0
2

( ) = ( ) ( )
− ( )









exp .

Здесь m t D tθ θ( ) ( )� � и m t D tθ θ( ) ( )� � – математическое ожидание и дисперсия слу-
чайного процесса θ ττt Y d

t

( ) = ( )∫
0

2

, определяемые по формулам

 
m t
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θ

α

γ

γ
( ) = ( ) − −( )( )02

0 1 exp
,

 
D t

K t K t t
θ γ γ γ

γ γ
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( ) −( ) − −( )( )

+

+

0

2 3 2

0

2

2 2 1 5 2 2 2, , , exp exp

expp exp
�,
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γ

t t4

2
3

где α02
0( )=1,25.

Плотность вероятности f y t
1

,( )  СтП Y(t) аппроксимируется 
конечным отрезком ее ортогонального разложения по поли-
номам Эрмита с учетом моментов до четвертого порядка c ве-
сом ω1 y( ) − �  нормальной плотностью с математическим ожи-
данием m и ковариационной матрицей K СтП Y(t). С помощью  
М2 СМ  были рассчитаны следующие варианты:
- вариант 1: вычисление m, K, α40 ;

- вариант 2: вычисление m, K, α α
30 40

, ;

- вариант 3: вычисление m, K и  α α
21 22

,  для уточнения m, K.

Для проведения сравнительного анализа параметры m, K, α
40

 
были вычислены также с применением МНА и МЭА.
Результаты вычислительных экспериментов приведены в та-
блице 1.

Таблица 1.
Table 1.

Момент Метод t
0 0,1 0,2 0,4 0,6

α
10 1
= m

ТР 0,5 0,482 0,473 0,467 0,466
МНА 0,5 0,482 0,473 0,467 0,465
МЭА 0,5 0,482 0,473 0,467 0,465

М2 СМ 
(все варианты) 0,5 0,482 0,473 0,467 0,466

D1 = K11

ТР 0,1 0,096 0,095 0,098 0,102
МНА 0,1 0,096 0,092 0,091 0,093
МЭА 0,1 0,096 0,092 0,091 0,093

М2 СМ
(варианты 1,2) 0,1 0,094 0,093 0,092 0,093

М2 СМ
(вариант 3) 0,1 0,096 0,095 0,098 0,102

α
40

ТР 0,242 0,218 0,216 0,229 0,245
МНА 0,242 0,211 0,199 0,192 0,194
МЭА 0,242 0,218 0,217 0,225 0,240

М2 СМ 
(вариант 1) 0,242 0,213 0,203 0,201 0,205

М2 СМ 
(вариант 2) 0,242 0,213 0,204 0,201 0,206

Примечание. ТР – точное решение, МНА – метод нормальной 
аппроксимации, МЭА – метод эллипсоидальной аппроксима-
ции, М2 СМ – модифицированный моментно-семиинвариант-
ный метод.
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На рисунках 1-3 показана точность вычисления математиче-
ского ожидания m1  , дисперсии D1 и начального момента α40

компоненты Y1
 соответственно. 

МЭА 0,5 0,482 0,473 0,467 0,465 
     

(все варианты) 
0,5 0,482 0,473 0,467 0,466 

  =    ТР 0,1 0,096 0,095 0,098 0,102 
МНА 0,1 0,096 0,092 0,091 0,093 
МЭА 0,1 0,096 0,092 0,091 0,093 
      

(варианты 1,2) 
0,1 0,094 0,093 0,092 0,093 

      
(вариант 3) 

0,1 0,096 0,095 0,098 0,102 

    ТР 0,242 0,218 0,216 0,229 0,245 
МНА 0,242 0,211 0,199 0,192 0,194 
МЭА 0,242 0,218 0,217 0,225 0,240 
      

(вариант 1) 
0,242 0,213 0,203 0,201 0,205 

      
(вариант 2) 

0,242 0,213 0,204 0,201 0,206 

Примечание. ТР – точное решение, МНА – метод нормальной аппроксимации, МЭА – метод эллипсоидальной 
аппроксимации,       – модифицированный моментно-семиинвариантный метод. 
 

На рисунках 1-3 показана точность вычисления математического ожидания    , дисперсии 
                               компоненты    соответственно.  
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МЭА 0,5 0,482 0,473 0,467 0,465 
     

(все варианты) 
0,5 0,482 0,473 0,467 0,466 

  =    ТР 0,1 0,096 0,095 0,098 0,102 
МНА 0,1 0,096 0,092 0,091 0,093 
МЭА 0,1 0,096 0,092 0,091 0,093 
      

(варианты 1,2) 
0,1 0,094 0,093 0,092 0,093 

      
(вариант 3) 

0,1 0,096 0,095 0,098 0,102 

    ТР 0,242 0,218 0,216 0,229 0,245 
МНА 0,242 0,211 0,199 0,192 0,194 
МЭА 0,242 0,218 0,217 0,225 0,240 
      

(вариант 1) 
0,242 0,213 0,203 0,201 0,205 

      
(вариант 2) 

0,242 0,213 0,204 0,201 0,206 

Примечание. ТР – точное решение, МНА – метод нормальной аппроксимации, МЭА – метод эллипсоидальной 
аппроксимации,       – модифицированный моментно-семиинвариантный метод. 
 

На рисунках 1-3 показана точность вычисления математического ожидания    , дисперсии 
                               компоненты    соответственно.  
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Рис. 2. График D1 = K11
Fig. 2. Schedule D1 = K11
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Рис. 3. График     
Fig. 2. Schedule     

 
 

Примечание. На графиках введено обозначение: ММСМ – модифицированный моментно-семиинвариантный 
метод. 

 
Результаты сравнительного анализа, приведенные в таблице 1 и на рисунках 1-3, показывают: 
– высокую точность вычисления математического ожидания   , полученную с применением      , 

МНА, МЭА; 
– высокую точность вычисления  дисперсии    , полученную с помощью       с учетом старших 

начальных моментов, присутствующих в правых частях уравнений для m и K (около 0,1%); 
– высокую точность вычисления                           полученную с помощью МЭА, (около 2%); 
 

5. Заключение 
 

Разработано методическое и научное инструментальное программное обеспечение стохастического 
анализа многомерных нелинейных стохастических систем на основе модифицированного моментно-
семиинвариантного метода и ортогонального разложения неизвестной одномерной плотности вектора состояния 
системы по биортогональной системе полиномов. Результаты допускают обобщение на случай многомерных 
распределений вектора состояния системы. 

Тестовые примеры показали, что      дает высокую точность (менее 2%) определения математического 
ожидания и ковариационной матрицы вектора состояния СтС, удовлетворяющих замкнутой системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений для математического ожидания и ковариационной матрицы, а также 
вероятностных старших моментов (    , входящих в правые части точных незамкнутых уравнений для 
математического ожидания и ковариационной матрицы. 

Программное обеспечение "СтС-Анализ-    " может применяться: 
- в научных исследованиях; 
- для обучения в системе высшего образования на курсах "Случайные процессы", "Теория стохастических 

дифференциальных систем" и т.д.; 
- в управлении техническими, организационно-экономическими высокой доступности, экологическими и 

другими системами. 
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Примечание. На графиках введено обозначение: ММСМ – моди-
фицированный моментно-семиинвариантный метод.

Результаты сравнительного анализа, приведенные в таблице 
1 и на рисунках 1-3, показывают:
– высокую точность вычисления математического ожидания 
m1 , полученную с применением М2 СМ , МНА, МЭА;

– высокую точность вычисления  дисперсии D1  , полученную 
с помощью М2 СМ с учетом старших начальных моментов, при-
сутствующих в правых частях уравнений для m и K (около 
0,1%);

– высокую точность вычисления начального момента α40 , по-
лученную с помощью МЭА, (около 2%);

Заключение

Разработано методическое и научное инструментальное про-
граммное обеспечение стохастического анализа многомерных 
нелинейных стохастических систем на основе модифициро-
ванного моментно-семиинвариантного метода и ортогональ-
ного разложения неизвестной одномерной плотности вектора 
состояния системы по биортогональной системе полиномов. 
Результаты допускают обобщение на случай многомерных 
распределений вектора состояния системы.
Тестовые примеры показали, что М2 СМ  дает высокую точ-
ность (менее 2%) определения математического ожидания и 
ковариационной матрицы вектора состояния СтС, удовлетво-
ряющих замкнутой системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений для математического ожидания и ковариаци-
онной матрицы, а также вероятностных старших моментов 
( )r > 2 , входящих в правые части точных незамкнутых уравне-
ний для математического ожидания и ковариационной матри-
цы.
Программное обеспечение «СтС-Анализ-М2 СМ » может приме-
няться:
• в научных исследованиях;
• для обучения в системе высшего образования на курсах 

«Случайные процессы», «Теория стохастических диффе-
ренциальных систем» и т.д.;

• в управлении техническими, организационно-экономи-
ческими высокой доступности, экологическими и други-
ми системами.
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