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Аннотация

В работе рассматривается сетевая модель проекта – сетевой график, являющийся ориентиро-
ванным графом без контуров с ограничениями, которые вытекают из определения проекта. 
Одной из проблем сетевого планирования в управлении проектами является сравнительный 
анализ сетевых графиков, соответствующих одному проекту. Для решения этой проблемы не-
обходимо иметь инструмент оценки качества каждого построенного для проекта сетевого гра-
фика. В работе предложен метод оценки качества сетевого графика проекта с помощью матема-
тического функционала, вычисляющего числовую характеристику, соответствующую 
конкретному графу. Данный функционал был получен на основе прямого анализа сетевых гра-
фиков с существенным использованием эвристик сетевого планирования в управлении проек-
тами. Анализ графов проводился путем представления их в виде ярусно-параллельной формы 
и использования их ярусных срезов. Исследование показало, что увеличение числа операций 
сетевого графика приводит к резкому увеличению сложности прямого анализа, обусловленно-
му комбинаторным взрывом числа единиц анализа. Поэтому построенный функционал был 
получен на основе анализа графов, отвечающих сетевым графикам с числом операций, не пре-
вышающим 6. Для оценки сетевых графиков с произвольным числом операций предлагается 
алгоритм, основанный на декомпозиции сетевого графика в подграфы с не более чем 6 верши-
нами. Использование алгоритма в совокупности с предложенным функционалом позволяет 
получать числовую оценку качества сетевого графика с произвольным количеством вершин.

Ключевые слова: ориентированный граф без контуров, управление проектами, сетевой 
график, планирование, анализ сетевого графика, критический путь, анализ критического пути, 
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Abstract

The article regards network project which can be represented by directed acyclic graph with restric-
tions ensuing from project definition. The problem of planning in project management is the compara-
tive analysis of networks of the single project. It needs to have a project network quality rating tool to 
solve this problem. Article proposes the network ranking method by mathematical functional calculat-
ing numerical characteristic of a concrete graph. This functional has received by direct analysis signifi-
cantly using planning heuristics in project management. Graph analysis has carried out by its repre-
senting as multi-parallel form of graph and using its cuts. Investigation has showed that operation 
increasing leads to a sharp increasing in complexity because of combinatorial explosion of analysis 
units’ number.  Therefore, obtained functional has received by graph analysis of networks having no 
more than 6 operations. To rate networks having more than 6 operations it offers algorithm based on 
decomposition network to graphs having no more 6 operations. Using the algorithm and obtained func-
tional allows you to get numerical characteristic rating quality of network having an arbitrary number 
of vertices.
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Основные определения

В теории управления проектами одним из основных инстру-
ментов для планирования и отслеживания проекта является 
сетевой график. В работе рассматривается проблема оценки 
качества различных сетевых графиков, отражающих проект. 
На основе этой оценки возможно проводить сравнительный 
анализ сетевых графиков.
Сетевой график представляет собой ориентированный граф с 
ограничениями, которые вытекают из определения проекта 
[2]. Будем использовать определение графа в соответствии с 
работой [14].
Для уточнения свойств ориентированного графа, представля-
ющего сетевой график, введем следующее определение:
Определение 1. Если в графе существует ребро (vi, vj) и при 
этом существует иной путь из vi в vj, то ребро (vi, vj) будем назы-
вать фиктивной связью.
Рассмотрим пример фиктивной связи. На Рисунке 1 из верши-
ны 1 в вершину 3 существует ребро (1, 3) и путь {(1, 2), (2, 3)}. 
Операция 3 не может начаться прежде, чем закончатся опера-
ции 1 и 2. В свою очередь, операция 2 не может начаться пре-
жде, чем закончится операция 1. При удалении ребра (1, 3) опе-
рация 3 будет ожидать конца только операции 2. Однако 
операция 2 в любом случае не может закончиться прежде, чем 
закончится операция 1. Таким образом, если в графе сетевого 
графика существует фиктивная связь, то ее можно убрать из 
него, не нарушая структуру связей между операциями проек-
та. В дальнейшем будем считать отсутствие фиктивных связей 
требованием для графов сетевых графиков.

Рис. 1. Фиктивная связь (1, 3)
Fig. 1. Dummy connection (1, 3)

Введем понятие сетевого графика в терминах теории графов:
Определение 2. Сетевой график – ориентированный граф без 
контуров и фиктивных связей, в котором есть ровно одна на-
чальная и одна конечная вершины и в котором вершины или 
ребра имеют вес.
Удобным для анализа представлением сетевых графиков яв-
ляется ярусно-параллельная форма графа:
Определение 3. Ярусно-параллельной формой (ЯПФ) графа 
называется деление вершин заданного графа на перенумеро-
ванные множества, называемые ярусами, такие, что если су-
ществует дуга из вершины v1 множества с номером j в вершину 
v2 множества с номером k, то обязательно j < k. [15]
Введем понятие ярусного среза:
Определение 4. Ярусным срезом графа между соседними яру-
сами i и j будем называть множество таких ребер данного гра-
фа, начальная вершина которого принадлежит ярусу с номе-
ром k ≤ i, а конечная вершина принадлежит ярусу с номером k 
≥ j.
Определение 5. Мощностью ярусного среза графа будем на-
зывать количество ребер этого среза.

Функционал оценки качества сетевого 
графика
Ключевой характеристикой сетевого графика является поня-
тие критического пути [3]. В соответствии с рекомендациями 
по составлению сетевого графика [2] в проекте следует увели-
чивать число параллельных операций и, по возможности, 
сдвигать параллельные операции к концу проекта.
В данной работе предлагается метод оценки качества сетевого 
графика проекта с точки зрения числа его параллельных опе-
раций. Метод основан на декомпозиции сетевого графика и 
оценки его структурных элементов с помощью построенного в 
работе [1] математического функционала. Этот функционал 
был получен на основе прямого анализа сетевых графиков с 
существенным использованием эвристик сетевого планирова-
ния в управлении проектами. 
Прямой анализ сетевых графиков с более чем 6 операциями 
оказался не эффективен в силу того, что количество таких гра-
фов N имеет зависимость от количества его вершин m равную 
N m O m

( ) ( )= 2
2

. 
Для графов с числом вершин, не превышающим 6, данный 
функционал имеет следующий вид:

F G

F g

n p
lc i

e w v d v l v

i
i

lc

lc
i

v V
i i

i

( )

( ),

ln( ( ) ( ) ( ))

=
⋅ ⋅

⋅
⋅

+ ⋅ ⋅
=

∈

∑
∑

1
1

1
,,













если |g| = |G| 
и g ⊆  G,  

иначе,

где G – граф сетевого графика, n – число ребер графа G, p – чис-
ло путей графа G от начальной вершины до конечной, lc – чис-
ло ярусных срезов графа G, lci – мощность ярусного среза с но-
мером i графа G, V – множество вершин графа G, w(vi) – вес 
вершины vi, d(vi) – степень вершины vi, l(vi) – номер яруса вер-
шины vi.
Для оценки сетевых графиков с произвольным числом опера-
ций предлагается предварительно их декомпозировать.
В результате применения алгоритма декомпозиции, сетевой 
график распадается на подграфы, поддающиеся корректной 
оценке с помощью представленного выше функционала.
Алгоритм состоит из 3 основных шагов:
Декомпозиция графа на подграфы, которые могут быть оцене-
ны с помощью функционала F(G).
Оценка полученных подграфов.
Замена подграфов на вершины с весом, полученным из их оце-
нок.

Алгоритм декомпозиции сетевого 
графика
Перед работой алгоритма декомпозиции необходимо прове-
рять входной граф на соответствие определению сетевого гра-
фика. Должны соблюдаться следующие ограничения:
• связность;
• единственность начальной и конечной вершин;
• отсутствие контуров;
• отсутствие фиктивных связей.
Алгоритм декомпозиции принимает на вход произвольный 
конечный граф, удовлетворяющий данным ограничениям.
Будем считать, что граф представляет собой совокупность 
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множества вершин M (с уже известными начальной вершиной 
vs и конечной вершиной vf) и набора ориентированных ребер 
N.
Первым шагом данного алгоритма должна являться проверка 
графа на число вершин. Действительно, если вершин графа не 
более 6, то достаточно вычислить значение функционала F(G) 
на данном графе и завершить работу алгоритма. Исходя из 
вида функционала, перед вычислением значения необходимо 
получить число ребер графа, число его путей из начальной 
вершины в конечную, а также его ярусно-параллельную фор-
му и ярусные срезы.
Число ребер графа есть мощность множества его ребер |N|. 
Число путей графа, его ЯПФ и ярусные срезы можно получить 
с помощью прохода по нему в ширину.
Алгоритм вычисления числа путей графа, ЯПФ графа, 
ярусных срезов графа.
Шаг 1. Сопоставить каждой вершине m из множества M число 
p(m). Первоначально p(m) инициализируется нулевым значе-
нием.
Шаг 2. Поместить вершину vs в список нераскрытых вершин 
Open и сопоставить этой вершине число p(vs)=1.
Шаг 3. Поместить вершину vs в первый список нумерованного 
списка ярусов графа LPF. Принять счетчик шагов алгоритма i 
за 1.
Шаг 4. Если список Open пуст, то перейти к шагу 9, в против-
ном случае увеличить i на единицу и перейти к следующему 
шагу.
Шаг 5. Убрать первую вершину Current из списка Open и пере-
нести ее в список раскрытых вершин Closed.
Шаг 6. Изменить число p(m) для каждой вершины, связанной 
ориентированным образом с вершиной Current, следующим 
образом: p(m)=p(m)+p(Current).
Шаг 7. Каждую вершину, связанную ориентированным обра-
зом с вершиной Current, поместить в список списка LPF с номе-
ром i. При этом, если помещаемая вершина уже есть в списке 
списка LPF с номером, меньшим чем i, то удалить эту вершину 
из списка с меньшим номером.
Шаг 8. Раскрыть вершину Current, поместив все связанные с 
ней ориентированным образом и не находящиеся в списках 
Open и Closed вершины в конец списка Open. При этом, каждое 
ребро вида (Current, x) поместить в список списка LC с номером 
i-1. Перейти к шагу 4.
Шаг 9. Вернуть число p(vf) как число путей из начальной вер-
шины графа vs в конечную vf. Вернуть список LPF как нумеро-
ванный список ярусов графа (то есть как ЯПФ графа). Вернуть 
список LC как нумерованный список ярусных срезов графа.
Конец алгоритма.
Утверждение 1. Вершина v является расщепляющей в графе 
G, если:
• L(v)={v}, где L(v) – ярус, содержащий вершину v.
• Соседние с L(v) ярусные срезы не имеют общих ребер.
Доказательство. Пусть номер L(v) есть i. Удалим вершину v из 
графа G, а значит и ребра, содержащие вершину v. Назовем G1 и 
G2 множества вершин, находящихся в ярусах с номерами мень-
шими и большими соответственно, чем номер i. Граф G оста-
нется связным, если найдется ребро, соединяющее любые две 
вершины из G1 и G2. Однако в ярусе L(v) больше нет вершин, 
соседние с L(v) ярусные срезы больше не содержат ребер, а 
значит не существует ребер, соединяющих вершины из G1 и G2. 
При удалении такой вершины из графа он перестает быть 

связным. Утверждение доказано.
Таким образом, при декомпозиции графа возможны следую-
щие варианты:
• в графе существуют расщепляющие вершины;
• при удалении из графа вершин vs и vf вместе с инцидент-

ными им ребрами граф перестает быть связным;
• граф не удовлетворяет ни первому, ни второму условию.
Приведем описание алгоритма декомпозиции для каждого 
случая.
Рассмотрим первый случай. Расщепляющие вершины графа 
можно получить с помощью доказанного выше утверждения, 
используя полученные ЯПФ графа и его ярусные срезы.
Будем разбивать граф на два подграфа, включая расщепляю-
щую вершину в оба подграфа, но с половинным весом. На Ри-
сунке 2 изображен пример такой декомпозиции. Числа на вер-
шинах обозначают их вес.

Рис. 2. Декомпозиция графа на последовательные подграфы
Fig. 2. Decomposition of a graph into successive subgraphs

Рассмотрим второй случай. В данном варианте граф является 
декомпозируемым по начальной и конечной вершинам vs и vf. 
Разбивать граф на 2 подграфа будем включая vs и vf в оба под-
графа с половинным весом. На Рисунке 3 изображен пример 
такой декомпозиции.

Рис. 3. Декомпозиция графа на параллельные подграфы
Fig. 3. Decomposition of the graph into parallel subgraphs

После каждой из декомпозиций полученные подграфы с чис-
лом вершин, не превышающим 6, заменяем на одну вершину с 
весом 1

F G( )

. К остальным подграфам рекурсивно применим 

описываемый алгоритм. Заметим, что после каждой из деком-
позиций полученные подграфы удовлетворяют свойствам се-
тевого графика.
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В третьем случае декомпозиция графа данными методами не-
возможна. Используем следующую эвристику: для проекта, 
отображаемого сетевым графиком, декомпозиция которого 
невозможна приведенными выше способами, существует сете-
вой график, не нарушающий связей операций внутри проекта 
и при этом являющийся лучшим с точки зрения числа парал-
лельных операций. В этом случае необходимо привести сете-
вой график к декомпозируемому виду путем изменения струк-
туры графа, а затем применить алгоритм декомпозиции к 
полученному графу.
После получения всех подграфов с числом вершин, не превы-
шающим 6, и заменой их на вершины с весом 1

F G( )

, необходи-

мо соединить полученные вершины связями, соответствую-
щими исходному графу. К полученному графу необходимо 
рекурсивно применить описываемый алгоритм. Данный алго-
ритм уменьшает количество вершин в графе, следовательно 
процесс завершится и алгоритм закончит свою работу. Резуль-
татом работы алгоритма является число, отражающее каче-
ство построенного сетевого графика проекта.

Заключение

Предложенный в работе метод был реализован программно, и 
его корректность была подтверждена на конкретных вычис-
лительных экспериментах. Примеры работы алгоритма изо-
бражены на Рисунке 4.

Рис. 4. Примеры работы алгоритма
Fig. 4. Examples of the algorithm work

В этих примерах на вход алгоритму декомпозиции подается 
два различных сетевых графика некоторого проекта, в кото-
рых часть работ (на ярусе с номером 3) запланирована различ-
ным образом. В первом случае все работы этого яруса объеди-
нены в одну операцию. Во втором случае работы разбиты на 4 
операции. В обоих случаях работы имеют одинаковый суммар-
ный вес, но по-разному входят в сетевой график.
В ходе работы алгоритма второй граф получает более высокое 
значение степени распараллеленности, чем первый граф. Дей-
ствительно, во втором графе работы ярус с номером 3 являет-
ся более распараллеленным (состоит из 4 взаимно параллель-
ных вершин), чем в ярус с номером 3 в первом графе (состоит 
из 1 вершины). Таким образом, второй граф является более 
распараллеленным, чем первый.
Представленный в работе подход, основанный на предложен-
ном алгоритме декомпозиции сетевых графиков и вычисле-
нии функционала F(G), позволяет эффективно оценивать и 
сравнивать качество сетевых графиков, решающих задачу 
планирования одного и того же проекта.
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