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Аннотация

В статье рассмотрены две задачи обеспечения заданного движения автономных подводных 
аппаратов в пространстве. Первой задачей является задача прохождения вдоль пути, заданно-
го набором целевых точек на плоскости. Решение задачи строится на базе линейных моделей, 
упрощенно описывающих движение аппарата в горизонтальной и вертикальной плоскостях. 
Управление вдоль пути в горизонтальной плоскости основывается на специальном задании 
желаемого угла курса, соответствующего текущей целевой точке и текущему положению ап-
парата, который передается в линейный стабилизирующий закон управления. Глубина при 
этом поддерживается постоянной с помощью линейных законов управления, сформированных 
для упрощенной модели динамики в вертикальной плоскости. Второй задачей является задача 
следования вдоль заданной траектории в пространстве. В данном случае предполагается, что 
интерес представляет положение аппарата в пространстве и его ориентация по курсу. Исходя 
из этого применяется упрощенная модель, в которой для управления используются четыре не-
зависимых переменных. Для решения задачи применяется существующий подход бэкстеппинг 
управления, для которого изучается возможность небольшой модификации. Предложенные 
для решения обеих задачах подходы основаны на применении законов управления в скорост-
ной форме, которая использована с целью обеспечения астатизма по контролируемым пере-
менным. В первом случае несмотря на действие постоянных или скачкообразных возмущений 
аппарат проходит достаточно близко к путевым точкам, во втором случае при аналогичных 
возмущениях аппарат выходит на заданную траекторию с достаточной точностью. Успешность 
и эффективность применения предложенных подходов проиллюстрирована путем их реализа-
ции и проведения экспериментов в среде MATLAB-Simulink..

Ключевые слова: автономный подводный аппарат, астатизм, скоростной закон управле-
ния, управление на траектории.
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Abstract

The article deals with two tasks of providing the rear motion of autonomous underwater vehicles. The 
first task is to find the paths with specific yaw angle along the given set of target points in the plane. For 
this task we use linear models that simplify the description of the apparatus motion in the horizontal 
and vertical planes. In the horizontal plane the constraints are achieved. In Vertical plane we use a con-
stant depth also for simplifying model.
The second task is to follow along the trajectory in space. The main aspects here are the position in 
space and its orientation to the yaw angle. This model allows the use of four independent variables. For 
the decision of this task small modification with backstepping algorithm can be used. The proposed 
solutions can be used to provide astatism for controlled variables. As a result the apparatus passes 
close enough to the waypoints, and the device is on a given trajectory with sufficient accuracy. The 
success and effectiveness of the proposed approaches are illustrated by their implementation and con-
ducting experiments in the MATLAB-Simulink environment.
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Введение

В последние годы исключительно интенсивно проводятся 
исследования в области проектирования автономных подво-
дных аппаратов (AUVs), а также разработки математического 
и алгоритмического обеспечения моделирования, анализа и 
управления их динамикой. Это объясняется широтой области 
их применения и разнообразием решаемых задач, в качестве 
таких задач можно назвать различные исследовательские 
задачи, задачи обследования и контроля подводных сооруже-
ний, поисковые операции и другие. Конструкции и возможно-
сти таких аппаратов также довольно разнообразны, при этом 
отдельные аппараты выпускаются серийно, другие существу-
ют в единственном экземпляре. Перечисленные обстоятель-
ства постоянно поддерживают актуальность развития соот-
ветствующей тематики, способствуют проведению интенсив-
ных исследований в ее рамках и, как следствие, постоянному 
развитию математического аппарата для решения различных 
вопросов анализа и синтеза. Типичными математическими 
задачами, возникающими в процессе функционирования ав-
тономных подводных аппаратов, являются задачи следования 
заданному пути и заданной траектории в пространстве, ко-
торые могут сопровождаться решением таких вопросов, как 
построение пути, траектории, обход препятствий и других. 
Динамика автономных подводных аппаратов является суще-
ственно нелинейной, допускает наличие неопределенностей 
как в собственной динамике, так и во внешних силах и момен-
тах, поэтому при синтезе систем автоматического управления 
движением подводных автономных аппаратов поднимается 
широкий спектр вопросов, связанных с робастностью, уче-
том нелинейностей, учетом внешних возмущений и других, 
а полученные решения не являются универсальными. Зада-
че управления AUV вдоль заданной траектории посвящено в 
настоящее время большое количество работ, в которых пред-
ставлены различные подходы, основанные на применении 
бэкстеппинг управления, линеаризации обратной связью, 
нейронных сетей, нечеткой логики и других техник. Некото-
рые подходы предлагаются, например, в работах [1, 2, 3], часть 
из них учитывает возможную неопределенность в задании 
модели объекта. В работах [4, 5] обсуждаются вопросы управ-
ления морскими объектами в условиях внешних возмущений. 
Особенно сложными являются задачи, связанные с обеспече-
нием требуемого пространственного движения неполнопри-
водного аппарата, который имеет больше степеней свободы, 
чем независимых управляющих органов, ряд подходов для 
такого случая предлагается в работах [4, 6, 7, 8]. Как правило, 
в качестве математических моделей подводных аппаратов, ис-
пользуемых для синтеза законов управления, применяются в 
каком-то смысле упрощенные модели движения. В частности, 
в статьях  [9, 10, 11, 12] представляются различные подходы 
в задаче управления вдоль траектории, которая определяется 
четырьмя степенями свободы – положением аппарата в про-
странстве, а также ориентацией по курсу, с таким же количе-
ством независимых управляющих переменных. В работах [13, 
14, 15, 16, 17] обсуждается задача следования аппаратом вдоль 
заданного пути, в том числе в ситуации, когда путь задается 
путевыми точками. В данной работе изучается возможность 
применения так называемых скоростных законов управления 
для задачи управления аппаратом вдоль заданной траектории 
в пространстве, а также задачи следования вдоль пути, задан-

ного путевыми точками на плоскости. В рамках первой задачи 
вносятся небольшие изменения в закон управления, предло-
женный в работе [9] и основанный на использовании бэкс-
теппинг техники, вторая задача решается непосредственно на 
основе применения линейного скоростного закона. Вопросы 
применимости скоростных законов в различных задачах, в 
том числе в задачах управления морскими подвижными объ-
ектами, обсуждается в работах [18, 19, 20, 21]. Такие законы во 
многих ситуациях могут представлять собой базовую состав-
ляющую общей многоцелевой структуры управления, предло-
женной в работах Веремея Е.И. и ориентированной на коррек-
тировку действий внешних возмущений на контролируемые 
переменные объекта. Такая структура успешно используется в 
задачах управления морскими подвижными объектами, соот-
ветствующие результаты отражены в частности в статьях [19, 
20, 21]. 

Постановка задачи

Прежде всего, введем математическую модель движения авто-
номного подводного аппарата. В общем случае пространствен-
ное движение автономного подводного аппарата может быть 
описано системой обыкновенных дифференциальных уравне-
ния 12-го порядка вида
x x= ( )f t, , ,δ (1)

здесь x = ( )u v w p q r x y zpos pos pos

T
φ θ ψ  

– вектор состояния, который составлен из следующих пере-
менных: u  – продольная скорость, v  – боковая скорость, w  – 
скорость изменения глубины, p  – скорость изменения крена, 
q  – скорость изменения дифферента, r  – скорость изменения 
курса, x y zpos pos pos( )  – координаты объекта, φ θ ψ( )   
– соответственно отклонения углов крена, дифферента и кур-
са, δ  – вектор, задающий отклонения управляющих органов. 
В правую часть системы (1) входят силы и моменты, действу-
ющие на объект и имеющие различную природу – гидродина-
мические, гидростатические, сила тяги, внешние воздействия 
от волнения и другие. Достаточно подробное описание мате-
матических моделей морских подвижных объектов приведе-
но в монографиях [22, 23]. Как правило, при синтезе законов 
управления используются упрощенные представления, менее 
полно характеризующие динамику объекта. Это приводит к 
одной или нескольким системам меньшего порядка, в которых 
задание правых частей оказывается менее сложным, а, значит, 
и оперировать такими моделями становится легче. 
В данной работе рассматриваются две задачи, связанные с 
реализацией заданного движения автономного подводного 
аппарата в пространстве, каждая из которых решается для 
аппарата конкретного типа, и каждый раз, в соответствии с 
условиями поставленной задачи, используемая при синтезе 
модель оказывается упрощенной по отношению к системе (1). 
Объединяет рассматриваемые задачи общая идея, задейство-
ванная в решении – применение скоростных регуляторов. 
Для первого аппарата NPS AUV II иллюстрируется решение за-
дачи обеспечения последовательного прохождения через 
окрестности заданных на плоскости точек, которые определя-
ют желаемый путь. Таким образом, для заданного набора то-
чек на плоскости x y x y x yN N1 1 2 2, , , , , ,( ) ( ) ( )

 необходимо 
обеспечить последовательное выполнение неравенств
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x x y ypos k pos k−( ) + −( ) ≤
2 2

ε , k N=1, 		  (2)

для некоторого фиксированного числа ε > 0 , которое задает 
указанную окрестность, здесь x ypos pos,( )  – текущее положе-
ние аппарата.
Для второго аппарата OUTLAND1000 иллюстрируется реше-
ние задачи следования вдоль заданной траектории, то есть 
обеспечение соотношения
η η( ) ( )t td− → 0  при t →∞  			   (3)

где η( )t  – вектор, задающий текущие положение и ориента-
цию аппарата, ηd t( )  – вектор, задающий желаемые положение 
и ориентацию аппарата.
Полное описание математической модели вида (1) автономно-
го подводного аппарата NPS AUV II приведено в монографии 
[22]. Математическая модель второго аппарата OUTLAND1000, 
в более простом варианте, описана в статьях [10, 11]. 

Скоростной закон управления в задаче 
следования подводным аппаратом 
вдоль пути, заданного целевыми точки
Построение схемы управления вдоль пути на плоскости, за-
данного последовательностью точек, через окрестности кото-
рых следует пройти подводному аппарату, проведем на приме-
ре автономного необитаемого подводного аппарата NPS AUV 
II. Описание конструкции и полная математическая модель в 
форме (1) указанного аппарата приведены в монографии [22]. 
Для данного аппарата вектор δ  имеет вид 
δ δ δ δ δ δ= ( )r s b bp bs

T
n  и составлен соответственно 

из отклонений вертикальных, кормовых и носовых рулей, по-
следней компонентой является количество оборотов винта n
, обеспечивающее необходимую силу тяги. 
Наряду с уравнениями (1) для данной модели аппарата зада-
ются уравнения динамики приводов рулей, которые могут 
быть описаны следующими уравнениями 
δ δi i iu= − + , i r s b bp bs= , , , ,  			   (4)

где ui  – управляющие сигналы в модели.

Математическая модель (1), (4) дополняется ограничениями 
на управления и отклонения рулей:
δ δ δi i i≤ =0 0 20,  				    (5)

� � � �δ δ δi i i c≤ =0 0 3, 				    (6)

Решение поставленной задачи и обеспечение выполнения не-
равенств (2) будем базировать на линейных законах управле-
ния, формируемых на основе линейных систем, приближенно 
описывающих движение объекта отдельно в горизонтальной 
и вертикальной плоскостях. Такие линейные модели могут 
быть получены путем выполнения линеаризации в окрестно-
сти положения равновесия, заданного постоянным допусти-
мым значением продольной скорости u V const= =  и нулевы-
ми значениями по остальным переменным, и отбрасыванием 
смешанных слагаемых. При таком переходе учитывается, что 
перекрестное влияние переменных, характеризующих движе-
ние в горизонтальной и вертикальной плоскостях при малых 
отклонениях переменных, достаточно мало. 

Таким образом, движение подводного аппарата в горизон-
тальной плоскости характеризуется вектором состояния  
xH

Tv r= ( )ψ , и соответствующая линейная модель при-
нимает вид  




x A x b

u
H H H H r

r r r

= +

= − +







δ

δ δ

,

,

 				    (7)

где δ r  – отклонение вертикального руля, который использует-
ся для управления рысканием, AH и bH  – постоянные матри-
ца и вектор соответствующих размеров.
Движение подводного аппарата в вертикальной плоскости ха-
рактеризуется вектором состояния  xv

Tw q z= ( )θ , со-
ответствующая линейная модель имеет вид  





x A x B

u

v v v v
s

bp

i i i i s bp

= + ⋅










= − + =









δ
δ

δ δ

,

, , , 

				    (8)

где δ δbp bs= ,δ s  – отклонения кормовых и носовых рулей, ис-
пользуемых для управления глубиной и дифферентом, Av  и 
Bv  – постоянные матрицы соответствующих размеров.
Выполним построение стабилизирующего управления для ли-
нейной системы (7). Для начала найдем управление в виде об-
ратной связи по вектору состояния xr E∈ 4  системы (7)
u Kxr r=  					     (9)

где K  – постоянная матрица.

В данном случае для поиска матрицы K  уместно воспользо-
ваться методом LQR-оптимизации, решение которой основано 
на минимизации интегрального квадратичного функционала 

J dtr
T

r r
T

rK x Qx u Ru( ) = +( )
+∞

∫
0

,

где Q  – знакоположительная матрица, а R  – положительно 
определенная матрица, на множестве всех постоянных матриц 
K  соответствующего размера, гарантирующих асимптотиче-
скую устойчивость замкнутой системы (7), (9). Описание тако-
го подхода представлено в [24].
Если такое управление найдено, то закон управления 
ur z rk v k r k k= + + −( ) +1 2 3 4ψ ψ δ , 			   (10)

где K = ( )k k k k1 2 3 4 , ψ z  – заданное желаемое значение 
курса, гарантирует выполнение соотношения: 
ψ ψ− →z 0  при t →∞  				    (11)

Теперь выполним переход к так называемой скоростной фор-
ме закона управления (10). Для этого представим управление 
(10) в эквивалентной форме, выражая v , r  и δ r  через произ-
водные из системы (7) 

v a b
a b

a
a

v
rrδ

ψ








 =









 −









 +















−
11 1

21 2

1
12

22





 
 , r = ψ ,

и заменяя слагаемые в уравнении (10) так, чтобы получить 
представление:
u v rr z r= + + + −( ) +µ µ µψ µ ψ ψ δ1 2 3 4    		  (12)

Здесь ∝1 ,∝2 ,∝3 , ∝4  – вещественные числа, полученные в ре-
зультате выполненного перехода.
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Будем считать, что в уравнения (7) добавлен возмущающий 
сигнал d t Ekd( )∈




x A x b H

u
H H H H r H

r r r

d t= + +

= − +







δ

δ δ

( ),

,

 			   (13)

где d t c t( ) ( )= ⋅1 , 1( )t  – единичная ступенчатая функция, 
c Ekd∈  – постоянный вектор HH  – постоянная матрица соот-
ветствующего размера.
В этом случае полученная форма управления (12) обеспечит 
при подстановке в уравнения (13) наличие постоянного реше-
ния в этой системе такого, что ψ ψ− =z 0 . Иными словами, в 
системе (13) будет обеспечен астатизм по отклонению курса.
Теперь учтем, что конструкция аппаратов рассматриваемого 
типа предусматривает измерение только части переменных, 
которые следует использовать для оценивания остальных 
компонент вектора состояния. В данном случае измеряются 
только отклонение курса, дифферента, а также текущие коор-
динаты объекта в пространстве (продольное и боковое смеще-
ние и глубина). 
Оценивание переменных, характеризующих боковое движе-
ние, выполняется по измеренным значениям курса, что зада-
ется уравнением y C x= H , с помощью наблюдателя

( )ˆ ˆ ,H H H H H H rδ= − +x A L C x B

где ( )ˆˆ ˆ ˆH v r ψ=x , v̂  – оценка боковой скорости, r̂  – оценка 
боковой скорости, ψ̂  – оценка боковой скорости, 
CH

T= ( )0 0 1 , матрица LH выбирается так, чтобы матри-
ца A L CH H H−  являлась гурвицевой.
Итоговый закон управления, который гарантирует выполне-
ния соотношения (11), формируется в виде:

( )1 2 3 4ˆˆ ˆr z ru v rµ µ µψ µ ψ ψ δ= + + + − +  		  (14)

Для построения закона управления, переводящего объект 
управления в окрестность заданной точки на плоскости 
x yk k,( ) , сформируем желаемое значение курса ψ z  в виде

ψ z
pos k

pos k

arctg
x x
y y

=
−

−











,ψ π πz ∈ −[ ]; ,ψ ψ π π− ∈ −[ ]z ; . (15)

Аналогичное задание угла для перехода в заданную точку ис-
пользуется, например, в законах управления, описанных в ста-
тьях [13,16]. При задании желаемого угла ψ z  в такой форме 
подводный аппарат будет стремиться выйти на прямую, про-
ходящую через точку, характеризующую текущее положение 
аппарата на плоскости, и точку, в окрестность которой следует 
перейти. В результате переменная курса будет стабилизиро-
ваться на постоянном, заранее не заданном, значении, соот-
ветствующем углу наклона итоговой прямой.
Пользуясь этой идеей можно задать общую схему формирова-
ния управляющего сигнала для последовательного прохожде-
ния набора точек x y x y x yN N1 1 2 2, , , , , ,( ) ( ) ( )

 на плоскости. 
Начиная с k =1   необходимо последовательно передавать те-
кущее положение аппарата на плоскости и текущую целевую 
точку в формулу (15) и, далее, рассчитанное таким образом 
желаемое значение курса (15) – в закон управления (14). Пере-
ключение на следующую целевую точку, при этом, осущест-
вляется при приближении на заданное расстояние к текущей 
целевой точке в соответствии с формулой (2). 
Следует отметить, что закон управления, представленный в 
форме (14), можно дополнить аддитивным слагаемым, фор-

мируемым с помощью дополнительного динамического кор-
ректора, включаемого в обратную связь, как это предлагается 
в таких работах, как [20,21]. Корректор служит для отработки 
влияния внешних возмущений на контролируемые перемен-
ные объекта и может включаться по необходимости. В этом 
случае закон управления (14) представляет собой один из эле-
ментов специальной многоцелевой структуры.
Поскольку рассматриваемый подводный аппарат является не-
устойчивым по глубине, при движении в горизонтальной пло-
скости необходимо контролировать переменные, отвечающие 
за изменение глубины и дифферента объекта. Стабилизацию 
глубины выполним с помощью линейных законов управления 
для горизонтальных рулей 

( )
( )

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

ˆ ˆˆ ˆ ,
ˆ ˆˆ ˆ ,

s z s bs

bs z s bs

u k w k q k k k k

u k w k q k k k k

θ η η δ δ

θ η η δ δ

= + + + − + +

= + + + − + +

так что δ δbs bn= , ŵ , q̂ , θ̂ , η̂  – оценки переменных состояния, 
рассчитанные по измеренным значениям глубины и диффе-
рента η  и θ  с помощью асимптотического наблюдателя, 
сформированного аналогично наблюдателю для оценивания 
переменных в горизонтальной плоскости. Полученный на-
блюдатель также может быть представлен в скоростной фор-
ме, в результате чего будет обеспечиваться точная стабилиза-
ция заданных значений по дифференту и глубине. 

Скоростной закон управления в задаче 
управления подводным аппаратом вдоль 
заданной траектории
Рассмотрим теперь вторую задачу – задачу следования вдоль 
заданной траектории в пространстве на примере второго ав-
тономного подводного аппарата. Динамическая математиче-
ская модель аппарата в данном случае представляется уравне-
ниями, записанными в виде:
Mq C q q D q q g + ( ) + ( ) + ( ) =η τ , 			   (16)

где M ∈ℜ ×4 4  – матрица инерции, C q( )∈ℜ ×4 4  – Кориолисова 
и центростремительная матрица, D q( )∈ℜ ×4 4  – гидродина-
мическая матрица демпфирования, g η( )∈ℜ4  – вектор силы 
тяжести и плавучести, η ψ= [ ] ∈x y z ET 4  – вектор, зада-
ющий положение в пространстве и курс по отношению к инер-
ционной системе координат, q u v w r ET= [ ] ∈ 4  – вектор, 
задающий линейные скорости и угловую скорость по курсу по 
отношению связанной системе координат, τ δ( )∈E4  – вектор 
управляющих сил и моментов, δ ∈E4  – вектор сигналов от 
управляющих органов 
В данном случае модель построена в предположении, что от-
клонения по дифференту и крену малы, и, следовательно, ими 
можно пренебречь и не учитывать в модели объекта.
Кинематическая модель аппарата при этом задается уравне-
ниями
η η= J q( ) , 					     (17)

где J ∈ℜ ×4 4  – матрица перехода между инерционной и свя-
занной системами координат.
Совместно уравнения (16) и (17) представляют собой упро-
щенную по отношению к общему представлению (1) модель 
подводного аппарата, которая подробно описана в статьях 
[10,11]. 
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В данном случае матрицы систем (16) и (17) задаются доста-
точно просто и приведены ниже:

J

j j
j j

j
j

=















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

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21 22

33

44

0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

, 

M

m
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m
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
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
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44

0 0 0
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C q

c
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c
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D q

d
d

d
d

( ) =


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













11

22

33

44

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

,

где j11 = cosψ , j12 = −sinψ , j21 = sinψ , j22 = cosψ , j33 1= , 
j44 1= , m m Xu11 = −



, m m Yv22 = −


, m m Zw33 = −


, m I Nz r44 = −


, c mr12 = − , c mr21 = − , c mv33 = , c mu44 = − , d Xu11 = − , 
d Yv22 = − , d Zw33 = − , d Nr44 = − , g g g g g Tη( ) = [ ]11 21 31 41
, g X u uuu11 = − , g Y v vvv21 = − , g Z w www31 = − , g N r rrr41 = − , 
m  – масса аппарата, Iz  – момент инерции по оси z , 
X Y Z Nu v w r   

, , , – добавленные массы, X Y Z Nu v w r, , ,  – линейные 
коэффициенты сопротивления, X Y Z Nuu vv ww rr, , ,  – квадратич-
ные коэффициенты сопротивления.
Будем считать, что задан вектор желаемого положения в про-
странстве и ориентации по курсу η ψd d d d d

Tx y z= [ ] . 
Введем векторы ошибок для вектора положения и ориента-
ции e  и вектора скоростей eq , которые в каждый момент вре-
мени t  задаются соотношениями  e t t td( ) ( ) ( )= −η η  и 
e t q t q tq c( ) ( ) ( )= − , 
где можно ввести обозначения e e e e ex y z

T
=  ψ , 

e e e e eq u v w r
T= [ ]

Вектор qc  является вспомогательным и задается следующим 
образом 
q J Kec d= +( )−1

η , 			   (18)

где K  – положительно определенная матрица.

В статье [10] показано, что при следующем выборе управляю-
щего вектора τ  при условии, что коэффициенты матриц M ,
C , D , J  и g  допускают отклонения от номинальных значе-
ний,  
τ = +( ) + + +M q K e Cq Dq gc q 1

ошибки e  и eq  равномерно предельно ограничены, при отсут-
ствии таких отклонений выполняется условие (3). Решение 
задачи основано на применении техники бэкстеппинг, вопро-
сы применимости которой в различных задачах управления 
морскими подвижными объектами рассмотрены в статье [25].
Введем следующие обозначения 
τ k cMq Cq Dq g= + + + ,τ cm qK e= 1 , 

тогда τ τ τ= +M cm k , и уравнение для ошибки принимает вид: 

eq cm= −τ . 					     (19)

Обсудим возможное развитие идеи выбора вектора τ cm , обе-
спечивающего асимптотическую устойчивость ошибки eq  в 
уравнении (19), связанное с применением скоростного линей-
ного закона. 
Для этого дополним систему (19) системой, задающей новый 
вектор управлений ∆τ

τ τcm = ∆  						     (20)

Зададим ∆τ  в следующем виде:

∆τ τ= +K K1 2eq cm  				    (21)

Тогда замкнутая система (19), (20), (21) примет вид




e eq

cm

q

cmτ τ








 =

−


















0 E
K K1 2

 				    (22)

При выборе матриц K1  и K 2  диагональными 
K1 11

1
22
1

33
1

44
1= ( )diag k k k k

 и K 2 11
2

22
2

33
2

44
2= ( )diag k k k k  замкнутая система распада-

ется на четыре отдельные подсистемы и может быть записана 
в следующем виде




e

k e k i
qi cmi

cmi i ii qi ii cmi

= −

= = + =







τ

τ ττ

,

, , ,∆ 1 2 1 4

 			   (23)

где e e e e eq q q q q

T
= ( )1 2 3 4 , τ τ τ τ τcm cm cm cm cm

T= ( )1 2 3 4  
и ∆ ∆ ∆ ∆ ∆τ τ τ τ τ= ( )1 2 3 4

T .

Характеристический полином каждой такой системы 
f k ki ii iiλ λ λ( ) = − + =2 2 1 0  гурвицев при условии, что 
k kii ii

2 10 0< >, , i =1 4, .
Предположим теперь, что на вход системы (16) подается воз-
мущающий ступенчатый сигнал d t c t( ) ( )= ⋅1 , где 1( )t  – еди-
ничная ступенчатая функция, c E∈ 4  – постоянный вектор, и 
система принимает вид
Mq C q q D q q g d + ( ) + ( ) + ( ) = +η τ 		  (24)

Первое уравнение в каждой из подсистем системы (23) также 
изменится и примет вид e dqi cmi i= − −τ . Для того, чтобы обе-
спечить астатизм по ошибке eq , и, соответственно, выполне-
ние условия (3), перейдем к скоростной форме задания закона 
управления (21). Для этого выразим слагаемое τ cm  в уравне-
нии (21) из соотношения (19), в результате получим
∆τ = −K K1 2e eq q . 					    (25)

В этом случае в замкнутой системе при наличии внешнего воз-
мущения указанного типа по ошибке образуется нулевое по-
ложение равновесия e t Tq = ∈[ ]0, ,0 .
Для того чтобы оценить вектор неизмеряемых производных 
eq  для использования в законе управления (25), а также, как и 

в предыдущей задаче, иметь возможность расширить функци-
ональность закона управления с целью учета действия внеш-
них возмущений путем перехода к многоцелевой структуре, 
можно сформировать асимптотический наблюдатель:

( )ˆ ˆq cm q qe e eτ= − + −L .

При этом управление будет формироваться в следующем виде:
1 2 ˆq qe eτ∆ = −K K   	 (26)

Матрица L  в наблюдателе выбирается диагональной с поло-
жительными элементами, в этом случае обеспечивается асим-
птотическая устойчивость замкнутой системы. 
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Результаты численных экспериментов 
моделирования движения через путевые 
точки
Проиллюстрируем работу описанного выше алгоритма для 
управления движением вдоль пути, заданного путевыми точ-
ками на плоскости, для подводного аппарата AUV NPS II. Реали-
зация алгоритма и имитационное моделирование для анализа 
его применимости выполнены в среде MATLAB-Simulink. 
Для расчета коэффициентов матрицы K  закона управления 
движением аппарата в горизонтальной плоскости (9) и матри-
цы наблюдателя HH  использована линейная модель (7), вы-
численная в предположении, что u V < A= =1 / , приводит к 
матрицам

AH

a a
a a=
















11 12

21 22

0
0

0 1 0

, 

bH

b
b=
















1

2

0

,

где a11 0 1468= − . , a12 0 3538= − . , a21 0 0430= . , a22 0 3130= − . ,
b1 0 0376= . , b2 0 0459= − . , при этом матрица системы измере-
ний равна CH = ( )0 0 1 .
Аналогично для расчета коэффициентов kij , i =1 2, , j =1 6,  
закона управления движением аппарата в вертикальной пло-
скости, а также матрицы асимптотического наблюдателя, ис-
пользована линейная модель (8), вычисленная в предположе-
нии, что u V < A= =1 / , с матрицами

Av

d d d

d d d

a a a
a a a

=



















11 12 14

21 22 24

0
0

1 0 0 0
0 1 0 0

, Bv

d d

d d

b b
b b

=



















11 12

21 22

2
2

0 0
0 0

, 

Cv =










0 0 1 0
0 0 0 1

,

где a d11 0 1989= − . ,  a d12 0 1512= − . ,  a d14 0 0077= . ,  
a d21 0 1586= . ,  a d22 0 5381= − . ,  a d24 0 0667= − . , b d11 0 0371= − . ,  
b d21 0 0602= − . ,  b d12 0 0085= − . ,  b d22 0 0058= − . .
Результат практической реализации алгоритма движения ап-
парата вдоль пути на плоскости XOY аппарата (зависимость 
ypos xpos( ) ) приведен на рис. 1 для случая, в котором задается 

набор точек (которые отмечены звездочками): первая с коор-
динатами (20; 60), вторая – с координатами (160; 190), третья 
– с координатами (50; 300). Здесь черным цветом иллюстриру-
ется динамика аппарата при движении под действием управ-
ления в не скоростной форме без внешних возмущений, мали-
новым цветом показано движение при том же законе управле-
ния, но при действии постоянных внешних возмущений, крас-
ным – при действии тех же возмущений на входе и при исполь-
зовании скоростной формы закона управления. Как видно из 
этого рисунка, объект, находясь в начальный момент времени 
в начале координат, последовательно проходит через окрест-
ности всех заданных точек. Однако в первом случае он прохо-
дит достаточно близко к нужным точкам, приближаясь к ним 
по прямым, соответствующим постоянным значениям откло-
нения по курсу. Во втором случае возмущения существенно 
отклоняют аппарат от пути, полученного без возмущений, в 
том числе аппарат проходит не так близко к точкам. В послед-
нем случае аппарат хоть и сходит с исходного пути, однако от-
ходит от него не так далеко, как в предыдущем случае, кроме 

того, проходит достаточно близко к заданным точкам. Время 
прохождения через заданный набор точек также немного ме-
няется. На рис. 2 показаны соответствующие динамические 
процессы по курсу. Глубина поддерживается на заданном зна-
чении 1,5 метра.
Таким образом, можно сделать вывод, что использованные 
линейные законы управления, в том числе в скоростной фор-
ме, успешно применяются в рассмотренной задаче движения 
вдоль пути на плоскости, заданного целевыми точками на 
плоскости. При этом регулятор, представленный в скоростной 
форме, дает очевидное преимущество и в этой задаче, обеспе-
чивая астатизм по курсу, что приводит к более точному про-
хождению через заданные точки с меньшим отклонением от 
исходного пути между путевыми точками. 
Здесь необходимо отметить, что имитационное моделирова-
ние проведено для полной нелинейной модели аппарата, с 
учетом ограничений на управляющие переменные, в то время, 
как все законы управления линейны. Поэтому законы управ-
ления (10) и (12), которые являются эквивалентными в ли-
нейном случае, в нелинейном варианте, и, тем более, в реаль-
ности будут давать несколько отличную динамику. 

Р и с. 1. Прохождение пути, заданного точками на плоскости XOY (в метрах)
F i g. 1. The path specified by points on the XOY plane (in meters

Р и с. 2. Изменение курса в зависимости от времени при прохождении пути, 
заданного точками на плоскости XOY (в градусах)

F i g. 2. The course changes depending on the time when passing the path given 
by points on the XOY plane (in degrees)
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Результаты численных экспериментов 
моделирования движения вдоль 
траектории
Для оценки применимости предлагаемых законов управления 
для решения задачи следования вдоль заданной траектории 
выполнено имитационное моделирование в среде MATLAB-
Simulink. Все необходимые параметры модели рассматривае-
мого аппарата приведены в статьях [10], [11].
Иллюстрации движения аппарата приведены для желаемой 
траектории ηd

Tt t t t t( ) = −( )2 0 5 2 0 5 0 1 0 5sin . cos . . . , на-
чальные значения по положению и ориентации по курсу η( )t  
задает вектор η( )0 0 1 0 0= −( )T , начальные скорости 
приняты нулевыми. При этом в законах управления использо-
ваны следующие матрицы K K1 2 2 2 2 2= − = ( )diag  и 
L = ( )diag 50 50 50 50 . Отметим, что выбор указанных 
матриц позволяет влиять на переходные процессы в замкну-
той системе и должен зависеть, в том числе, от имеющихся 
ограничений на управляющие переменные, в данном модель-
ном примере такие ограничения не введены. Имитационное 
моделирование проведено в предположении, что на вход объ-
екта поступает некоторый постоянный векторный возмущаю-
щий сигнал d t( ) . 

Р и с. 3. Выход подводного аппарата на заданную траекторию при действии 
постоянных возмущений, слева при скоростном законе управления, справа 

– при исходном законе управления
F i g. 3. The submarine obtains the correct path under the action of constant 

disturbances, on the left with the high-speed control law, on the right with the 
initial control law

На рис. 3 слева показаны переходные процессы при выходе ап-
парата на заданную траекторию при управлении τ cm  в форме 
(20), (26), на рис. 3 справа показаны динамические процессы, 
полученные при тех же условиях, но при исходном управлении 
τ cm qK e= 1 . 
Видно, что при исходном управлении образуется существен-
ный сдвиг фактической траектории по отношению к целевой, 
в то время как при управлении (20), (26) аппарат действитель-
но выходит на заданную траекторию, несмотря на действие 
внешних постоянных возмущений. 
Следует отметить, что предложенная модификация управляю-
щей структуры и задание закона управления для τ cm  в форме 
(25) связана с введением дополнительной динамики и факти-
чески приводит к тому же, к чему привела бы модификация 
управления, основанная на введении в исходное управление 
τ cm интегрального слагаемого по ошибке 

τ γ γcm q q

t

K e K e d= + ∫1 2
0

( )
 Однако в данном случае использова-

на модификация именно в форме (20), (26), поскольку она мо-
жет допускать дальнейшее развитие в рамках многоцелевой 
структуры. Кроме того, в рассматриваемой ситуации принци-
пиально важным являются такие допущения: во-первых, все 
переменные, задающие модель объекта (положение, ориента-
ция по курсу и скорости) являются измеряемыми, во-вторых, 
для аппарата, описанного в рассматриваемой форме, количе-
ство степеней свободы совпадает с количеством независимых 
управляющих переменных, то есть фактически для каждой 
управляемой переменной задается свой отдельный закон 
управления. Дополнительной задачей, которую следует ре-
шать для такого аппарата, является получение конкретного 
вектора фактических управляющих переменных δ , рассчиты-
ваемого по вычисленным значениям τ δ( ) , в данной работе 
такая задача не изучается.

Заключение

В работе рассмотрена задача прохождения через окрестности 
заданного набора путевых точек на плоскости, а также выхода 
подводного аппарата на заданную траекторию в пространстве. 
Решение обеих задач основано на применении скоростных ли-
нейных регуляторов с целью обеспечения нулевой ошибки по 
контролируемым переменным при действии внешних ступен-
чатых возмущений. Показано, что в обеих задачах скоростная 
форма задания регулятора оказывается эффективной для 
уменьшения влияния таких возмущений на контролируемые 
переменные. 
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