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Аннотация

Одной из наиболее актуальных проблем, связанных с разработкой систем технического зре-
ния, является проблема высококачественной пространственной реконструкции статической 
сцены по изображениям с движущейся камеры. Построение трехмерных моделей требуется 
во многих областях, где активно ведется роботизация человеческой деятелности: медицине, 
промышленности, системах управления автономными транспортными средствами и многих 
других. Традиционные методы пространственной реконструкции основаны на поиске локаль-
ных особенностей на изображениях, затем между выявленными особенностями устанавлива-
ется соответствие, по этому соответствию определяется фундаментальная матрица и уже на 
ее основе вычисляется пространственная структура сцены. Качество методов, основанных на 
вычислении особенностей, зависит от качества выборки особенностей для вычисления фунда-
ментальной матрицы. Предлагается алгоритм восстановления трехмерной структуры сцены 
по последовательности изображений, который основан на плотном методе сопоставления изо-
бражений – оптическом потоке, но с учетом ограничений эпиполярной геометрии. Алгоритм 
пространственной реконструкции основывается на минимизации совместного функционала 
вычисления оптического потока и эпиполярной геометрии с одновременным определением 
пространственных координат точек сцены. Такой способ минимизации одного общего функци-
онала для всех неизвестных обеспечивает более высокую точность их совместного вычисления 
и соответственно более качественное построение пространственной структуры сцены. Экспе-
рименты показывают, что метод является хорошей альтернативой подходам, основанным на 
поиске особых точек на изображениях и вычислении их позиции в трехмерном пространстве по 
принципу триангуляции. В качестве входных данных требуется последовательность изображе-
ний статической сцены, полученных при движении наблюдателя по непрерывной траектории. 
Кроме того, предполагаются известными внутренние параметры камеры.

Ключевые слова: оптический поток, фундаментальная матрица, трехмерная реконструк-
ция, эпиполярная геометрия.
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Abstract

One of the most important problems in the technical vision systems development is the problem of a 
static scene high-quality spatial reconstruction in accordance with images captured by moving cam-
era.  3D-structure reconstruction is required in different areas where human activity is being active-
ly robotized: medicine, industry, autonomous vehicle control systems, and many others. Traditional 
methods of spatial reconstruction are based on the images local features search, features matching, the 
fundamental matrix evaluation according this correspondence and the spatial structure of the scene 
is then calculated. The quality of the feature based methods generally depends of the feature sample 
quality for the fundamental matrix evaluation. Based on the variational optical flow model with the 
additional epipolar geometry constraint algorithm of a scene structure reconstruction from a sequence 
of images is proposed. The proposed approach of the spatial reconstruction is build on the optical flow 
and epipolar geometry joint functional minimization with the simultaneous scene points coordinates 
determination. The method of one gathered functional for all variables minimization provides higher 
accuracy of their joint computation and, accordingly, better scene spatial structure reconstruction. Ex-
periments show that the method is a good alternative to the feature matching based approaches and 
their 3D-position computation based on triangulation. A sequence of a static scene images is required 
as input data and the internal parameters of the camera are assumed to be known.

Keywords: optical flow, epipolar geometry, features correspondence, fundamental matrix, spatial 
reconstruction.
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Введение

Построение трехмерных моделей требуется во многих обла-
стях, где активно ведется роботизация человеческой деятел-
ности: медицине, промышленности, системах управления 
автономными транспортными средствами и т.д. Проблема 
высококачественной реконструкции статической сцены по 
изображениям с движущейся камеры является одной из са-
мых актуальных задач в компьютерном зрении [1]. Простран-
ственное положение точки сцены обратно пропорционально 
определяемому смещению пикселей и может быть определе-
но, зная внутренние и внешние параметры камеры, через фо-
кусное расстояние и базовую линию между двумя камерами. 
В монокулярном зрении базовая линия определяется с помо-
щью методов оценки собственного движения, таких как раз-
реженный или плотный метод одновременной локализация 
и картографирования. Корректная оценка позиции камеры, 
по сути фундаментальной матрицы черезвычайно важна для 
определения эпиполярной геометрии сцены, а значит и вы-
числения ее трехмерной структуры [2].
Многие из существующих алгоритмов для решения этой про-
блемы полагаются на разреженные признаки изображений. 
Такие методы должны тщательно отбирать наиболее подходя-
щие признаки и устранять неустойчивые - выбросы. С другой 
стороны, методы плотного оптического потока в компьютер-
ном зрении достигли огромных успехов за последнее деся-
тилетие. В подходах на основе плотного оптического потока 
используется вариационные метод для восстановления трех-
мерного образа сцены по изображениям от камер. Это осо-
бенно выгодно в последовательностях с малым количеством 
текстур и наоборот множеством подобных структур, где сопо-
ставление по их признакам затруднено.
Целью подходов, основанных на поиске особенностей на изо-
бражениях является оценка эпиполярной геометрии. Эпи-
полярная геометрия – это связывающее отношение, которое 
лежит в основе двух стереоизображений и может быть опи-
сано одним объектом - фундаментальной матрицей. И наобо-
рот, фундаментальная матрица - это базовое представление 
геометрического отношения, лежащего в основе взимосвязи 
двух изображений одной и той же сцены. Это отношение вы-
ражается так называемым эпиполярным ограничением, ко-
торое задает взаимное положение соответствующих точек 
двух изображений так, чтобы эти точки находились на опре-
деленных эпиполярных линиях, а не где-нибудь произвольно 
в плоскости изображения. Под извлечением точки интереса 
традиционно понимают определение ее местоположения на 
изображения с отличительной информацией об ее окрестно-
сти. Классическими примерами характерных признаков изо-
бражений являются ребра и углы. Как только определенное 
количество точек интереса было извлечено на обоих изобра-
жениях, между ними должны быть установлены соответствия, 
процесс, формально известный как сопоставление признаков. 
Эти методы пытаются сопоставить характерные особенности 
двух изображений и вычисляют фундаментальную матрицу, 
накладывая эпиполярное ограничение на этот разреженный 
набор соответствий. Соответствие обычно находится путем 
сопоставления разреженного набора дескрипторов призна-
ков изображения, вычисленных, например, на основе методов 
SIFT или SURF. Методы идентифицирует местоположение то-
чек интереса и связывают с каждой из них вектор дескрипто-

ра высокой размерности. Это векторное представление разра-
ботано, чтобы быть инвариантным относительно масштаба, 
вращения и частично инвариантным относительно афинных 
искажений и изменений освещения. В результате получается 
набор отличительных признаков изображения, которые могут 
быть сопоставлены с высокой вероятностью посредством по-
иска ближайшего соседа в дескрипторном пространстве [3].
Теоретически восьми точных совпадений достаточно для вы-
числения фундаментальной матрицы линейным способом. 
Однако на практике установление соответствий признаков 
подвержено ошибкам, поскольку локальная природа боль-
шинства алгоритмов сопоставления признаков приводит к 
ошибкам локализации и ложным совпадениям. Это привело к 
разработке множества надежных алгоритмов, которые могут 
справляться с относительно большим количеством выбросов. 
Среди таких надежных методов можно выделить М-оценки, 
наименьшая медиана квадратов и многочисленные вариан-
ты консенсуса по случайной выборке. Очевидно, что качество 
методов, основанных на вычислении особенностей, зависит 
от качества выборки. Тем не менее, не следует забывать, что 
и сами особенности также могут чувствительны ошибкам ло-
кализации.
Что касается точности сопоставления двух изображений, иссе-
дования в области вычисления оптического потока доказали, 
что вариационные методы являются отличной альтернативой 
методам на основе признаков [4]. В вариационный метод вы-
числения оптического потока используется для оценки фун-
даментальной матрицы. Предлагаемый подход обещает по 
меньшей мере два преимущества по сравнению с подходами 
на основе признаков: плотный оптический поток обеспечива-
ет очень большое количество сопоставлений; и гарантирует 
небольшое количество выбросов. Из-за присущей этому под-
ходу надежности никакая дополнительная статистикая обра-
ботка не использовалась [5].
Вариационные методы вычисления оптического потока ми-
нимизируют функционал, который моделирует временное 
постоянство свойств изображения с помощью слагаемых яр-
кости и регулярность поля потока через слагаемое гладкости. 
Модель Хорна и Шунка на основе квадратичной функции была 
постепенно расширена с помощью надежных ограничений на 
постоянство яркости, чтобы справиться с шумом, окклюзиями 
и изменениями освещения. Чтобы учесть разрывы гладкости 
поля оптического потока, были предложены слагаемые регу-
ляризации гладкости, учитывающие края изображения, края 
эволюционирующего поля или их оба. Подобные расширения 
были введены и в вероятностные постановки вычисления оп-
тического потока с использованием дискретных моделей. Ми-
нимизация вариационных методов оптического потока часто 
происходит с помощью метода градиентного спуска или чис-
ленного решения уравнений Эйлера-Лагранжа [6]. 
Таким образом представляется многообещающей не только 
выгода от методов оптического потока для оценки эпиполяр-
ной геометрии, но и наоборот, знание эпиполярной геометрии 
может оказывать стабилизирующее влияние на вычисление 
оптического потока. 
Структура из движения (Structure from Motion) также при-
меняется для оценки пространственной структуры сцены. 
Большинство методов использует разреженное соответствие 
между несколькими камерами и одновременно определяют 
положение камеры и трехмерных точек, например методом 
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факторизации . Однако такие методы полезны только для 
приложений, не работающих в реальном времени из-за требо-
вания наличия многих кадров [3].
Методы глубокого обучения реализуют плотное сопоставле-
ние, обрабатывают большие смещения и достигают произво-
дительности в реальном времени. Однако как это происходит 
со всеми методами глубокого обучения, сеть предварительно 
должна быть обучена на основе достоверных данных. 

Вариационная модель вычисления 
пространственной структуры сцены
Чтобы совместно оценить оптический поток, фундаменталь-
ную матрицу и пространственную структуру предлагается 
расширить одну из наиболее точных, но вместе с тем наиболее 
вычислительно сложных моделей вычисления оптического 
потока в вариационной формулировке с поиском решения че-
рез минимизацию функционала [7].
Такой способ связи вычисления фундаментальной матрицы, 
оптического потока с одновременным определением струк-
туры сцены путем минимизации одного общего функционала 
для всех неизвестных обеспечит более высокую точность их 
совместного вычисления [8].
Обобщенная вариационная модель вычисления простран-
ственной структуры строится на базе функционала оптиче-
ского потока с дополнительным эпиполярным огранчением и 
ограничением на пространственную структуру: 

E I I I I u v( , , ) ( (| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | )w f X x w x x w x= + − + ∇ + −∇ + ∇ + ∇( )ψ γ αψ2 2 2 2 dxx

dx dx
Ω

Ω Ω

∫

∫ ∫

+

+ +βψ (( ) )) ( ) ,s f XT G2  (1)

здесь I x y t( , , ) : [ , )Ω× ∞ →0 2


– последовательность изобра-
жений, x = ( , , )x y T1  -координаты пикселя внутри прямоуголь-
ной области изображения Ω⊂ 2 в момент времени t ≥ 0 . 
Предполагается, что изображение I x y t( , , )  предобработано 
гауссовым фильтром слаживания со стандартным оклонением 
σ , для обеспечения дифференцируемости. Оптический поток 
w = ( , , )u v T1  – искомый вектор смещения между пикселями 
двух изображений в момент времени t  и момент времени t +1 . 
В задаче стереореконструкции левое изображение - I x y t( , , ) , 
правое изображение I x y t( , , )+1  в последовательности изо-
бражений по которой вычисляется оптического поток. 
∇ = ∂ ∂( , )x y

T  – пространственный градиент, а 
| | : | | | |∇ = ∇ + ∇w 2 2 2u v  - квадрат модуля пространственного 
градиента оптического потока, где
∇ = +u u ux y
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γ  –коэффициент между яркостью и градиентом яркости, 
α > 0  параметр регуляризации, описывает то, на сколько важ-
но требование гладкости полученного вектора смещений. 
Первое слагаемое в (1) –терм данных, определяет постоянство 
яркости и градиента яркости пикселей при смещении изобра-
жения. Второе слагаемое в выражении (1) - терм гладкости 
вектора смещения, накладывает ограничения, в виде функции 
штрафа на резкое изменение вектора смещения. В данном слу-
чае регуляризация на вектор смещения определяется по нор-
ме L1  (сумма модулей) [6], [7]. Функция регуляризации 
ψ ε( )s s2 2 2= +  определяет устойчивость минимизации 

функционала к изменениям яркости изображения и гладкости 
поля. Для обеспечения дифферинцируемости функции штра-
фа ψ ( )s2 , ε  выбирается достаточно малым, ′ =

+
ψ

ε
( )s

s
2

2 2

1 .

В эпиполярной геометрии x = ( , , )x y T1  - проективные коорди-
наты признаков на левом изображении,  ′ = ′ ′x ( , , )x y T1  - проек-
тивные координаты на правом. Тогда связь между признаками 
двух изображений определяется эпиполярным ограничением:
0 = ′ = x x s fT TF ,          (3)
где s = ′ ′ ′ ′ ′ ′( , , , , , , , , )xx yx x xy yy y x y T1 , F  - фундаментальная 
матрица размером 3 3× , а 
f = ( , , , , , , , , ), , , , , , , , ,f f f f f f f f f T

1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 3 1 3 2 3 3  - векторная форма 
фундаментальной матрицы, с компонентами вектора fi j, , где 
1 3″ ″i j, . Для решения уравнения (3) достаточно координат 
8 точек, но для повышения надежности решения, обычно де-
лается выборка более чем из 8 сопоставленных точек. Тогда 
требуется минимизировать следующее выражение относи-
тельно f :

E SF i
T

i

n

( ) ( )f s f f= =
=
∑ 2 2

1

,        (4)

где S матрица n×9 со столбцами из векторов связи si
T , 

1 ″ ″i n . Таким образом минимизация выражения (4) может 
быть осуществлена методом наименьших квадратов перео-
пределенной однородной системы Sf 0= . Чтобы избежать 
тривиального решеня f 0= , вводится дополнительное огра-
ничение f 2 1= . Решением будут являться собственные век-
тора, соответсвующие наименьшим собственным значениям 
матрицы S ST  [3].
Для устойчивости к шумам вместо квадратичной функции вы-
числения фундаментальной матрицы (4) используется нели-
нейную функцию штрафа, аналогичная функции штрафа при 
вычислении оптического потока [9]:
EF i

T

i

n

( ) (( ) )f s f=
=
∑ψ 2

1

.     

Совместный функционал (1) с учетом ограничения f 2 1= мо-
жет быть минимизирован методом множителей Лагранжа:
L EF

T( , , ) ( , ) ( )w f w f f fλ λ= + −1 ,      (5)
для которого ищется ( , , , )* * * *u v f λ  - вектор оптимальных зна-
чений, удовлетворяющий уравнениям Эйлера-Лагранжа [8], 
[9].

Вычисление оптического потока

Для минимизации (5) относительно вектора оптического по-
тока ( , )u v уравнения Эйлера-Лагранжа примут вид [8]:
∂
∂

=
u
L( , , )w f λ 0 , ∂

∂
=

v
L( , , )w f λ 0 .      (6)

Эпиполярное огранчение может быть записано в виде:
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   (7)

где эпиполярная линия Fx  в точке x = ( , , )x y T1  на левом изо-
бражении будет иметь коэффициенты a F= ( )x 1 и b F= ( )x 2 . А 
q  может рассматриваться как расстояние точки x  до этой 
эпиполярной линии с точностью до множителя.
Частные производные по ( , )u v  слагаемого ψ (( ) )s fT 2  общего 
функционала (5) примут вид:
∂
∂

= ′ + +
u

a u abv aqT Tψ ψ(( ) ) (( ) )( )s f s f2 2 22 ,
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∂
∂

= ′ + +
v

abu b u bqT Tψ ψ(( ) ) (( ) )( )s f s f2 2 22 .

Тогда уравнения Эйлера –Лагранжа минимизации функциона-
ла (5) можно записать:

0 2 2 2

2

= ′ + + + + −

− ′ ∇

ψ γ γ

α ψ

( ( ))( ( ))

( (

I I I I I I I I I

div u

z xz yz z xz yzx xx xy

++ ∇ ∇ + ′ + +v u a u abv aqT2 2 2) ) (( ) )( ),βψ s f

0 2 2 2

2

= ′ + + + + −

′ ∇ +

ψ γ γ

α ψ

( ( ))( ( ))

( (

I I I I I I I I I

div u

z xz yz z yz xzy yy xy

∇∇ ∇ + ′ + +v v abu b v bqT2 2 2) ) (( ) )( ),βψ s f

    (8)

здесь:
I I xx x= ∂ +( )w , I I xy y= ∂ +( )w , I I x I xz = +( ) − ( )w , 

I I xxx xx= ∂ +( )w , I I xxy xy= ∂ +( )w , I I xyy yy= ∂ +( )w ,

I I x I xxz x x= ∂ +( ) − ∂ ( )w , I I x I xyz y y= ∂ +( ) − ∂ ( )w .  
          (9)
Использование индекса  вместо  означает аппроксимацию опе-
рации дифференцирования по времени разностью.
Линеаризация нелинейных дифференциальных уравнений 
приводит к системе линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ), которые могут быть численно решены итерационным 
методом ослабления Гаусса-Зейделя (методом релаксации, 
SOR – Successive-Over Relaxation), обладающим повышенной 
сходимостью [6]: 
Ax b= , A V D U= + + , 
Dx Dx Vx Ux bm m m m( ) ( )( ) ( )+ += − − + +1 11 ω ω ω , 
где V  – нижняя треугольная матрица, U  - верхняя треуголь-
ная матрица, D  -диагональная матрица и ω -коэффициент 
релаксации.
Введя обозначения I I I Ix y z

T

∇ = ( ), , , S I I T= ∇ ∇ , 
T I I I IT T= +∇ ∇ ∇ ∇x x y y  дискретизированные уравнения Эйле-
ра-Лагранжа (8) в матричном виде можно запсать как [10]: 

du
dv

A
A

A
A

k l m

k l m

k l m

k l m

k l m

k l m

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

+

+









 =

1

1
11

12

12

22
















−1
ru
rv

k l m

k l m

, ,

, ,
,�

  (10)

где 

A S Tk l m
Di

k l m

i
k l m

Di

k l m

i
k l m

n x

11 11 11
, , , , , , , , , ,

,

= ( ) + ( ) +

+
=

ψ γ ψ

α

' '

yy j N

si

k l m

sj

k l m

n

Fi

k l

k l
n

a∑ ∑
∈ ( )

( ) + ( )
( )

+
i

' '

h

ψ ψ
β ψ

, , , ,
,

,

'( ) ( )
2

2
2 kk l,

,

A S Tk l m
Di

k l m

i
k l m

Di

k l m

i
k l m

n x y

22 22 22
, , , , , , , , , ,

,

= ( ) + ( ) +

=

ψ γ ψ

α

' '

∑∑ ∑
∈ ( )

( ) + ( )
( )

+
j N

si

k l m

sj

k l m

n
k l Fi

k l k

n

b
i

' '

h

ψ ψ
β ψ

, , , ,

.

,'( ) ( )
2

2
2 ,,l

A S Tk l m
Di

k l m

i
k l m

Di

k l m

i
k l m

Fi12 12 12
, , , , , , , , , , '(= ( ) + ( ) +ψ γ ψ β ψ' ' )) ( ) ,

, ,k l k l
ab

ru S Tk l m
Di

k l m

i
k l m

Di

k l m

i
k l m

n x y

, , , , , , , , , ,

,

= −( ) − ( ) +

+
=

ψ γ ψ' '
13 13

∑∑ ∑
∈ ( )

+

−

( ) + ( ) + −

j N

si

k l m

sj

k l m

j
k l

j
k l m

i
k l

n

u du u

i

' '

h

ψ ψ
, , , , , , , ,

2

1

nn
k l

n x y j N

si

k l m

sj

k l m

j
k l

j

n

u du

,

,

, , , , ,

( )
+

+
( ) + ( ) +

= ∈ ( )
∑ ∑

+

2

2i

' 'ψ ψ kk l m
i
k l

n
k l

Fi

k l k l

u

aq

, , ,

,

, ,'( ) ( ) ,

−

( )
+

+

h
2

β ψ

rv S Tk l m
Di

k l m

i
k l

Di

k l m

i
k l

n x y j N

, , , , , , , ,

,

= −( ) − ( ) +

+
= ∈
∑

ψ γ ψ' '
13 13

nn

si

k l m

sj

k l m

j
k l

j
k l m

i
k l

n
k l

v dv v
− ( )

+

∑
( ) + ( ) + −

i

' '

h

ψ ψ
, , , , , , , ,

,2

1

(( )
+

+
( ) + ( ) +

= ∈ ( )
∑ ∑

+

2

2n x y j N

si

k l m

sj

k l m

j
k l

j
k l

n

v dv

,

, , , , , , ,

i

' 'ψ ψ mm
i
k l

n
k l

Fi

k l k l

v

bq

−

( )
+

+

,

,

, ,'( ) ( )

h
2

β ψ

 (11)

( , )i j  – координаты пикселя для которого ищется вектор сме-
щения в плоскости кадра; ( ),, , , ,du dvk l m k l m+ +1 1  - искомые прира-
щения вектора оптического потока, вычисляемые итерацион-
но при линеаризации исходных дифференциальных уравне-
ний (8) и (9); индексы k , l  означают итерации линеаризации 
соответствующих слагаемых; ψ D

'  - производная функции со-
хранения яркости и градиента яркости; ψ S

'  - производная 
функции гладкости вектора потока;ψ F

'  - производная функ-
ции эпиполярного ограничения; N j N j in n

+ ∈ ( ) >:={ i | }  - озна-
чает пикселы, которые только будут обработаны в текущей 
итерации вычисления SOR, N j N j in n

− ∈ ( ) <:={ i | }  - означает 
пикселы, которые были вычислены на предыдущей итерации; 
m  индекс итерации вычисления SOR; h  - шаг сетки дискрети-
зации численного решения уравнений (8) и (9) [6], [7].

Вычисление фундаментальной матрицы

Для подзадачи минимизации (5) относительно фундаменталь-
ной матрицы F  приравниваем производные F ( , )f λ  по f  и 
λ  к нулю, уравнения Эйлера-Лагранжа примут вид:
∇ =f w fL( , , )λ 0  и ∂

∂
=

λ
λL( , , )w f 0 ,    (12)

где ∇f градиент ( ,..., )
, ,

∂ ∂f f
T

1 1 3 3
. Таким образом:

0 s f ss f= ′ −∫( (( ) ) )ψ λT T dxdy I2

Ω
: ( )= −M Iλ f , 

0 f= −1 2 ,      (13)

где M  симметрчная матрица с весами 
m s s dxdyi j

T
i j, (( ) )= ′∫ ψ s f 2

Ω
, 1 9″ ″i j, , а si  элемент вектора s. 

Вычисление весов mi j,  требует оценки фундаментальной ма-
трицы и наоборот. Обновленным решением f k+1  будут являть-
ся собственные вектора, соответствующие наименьшим соб-
ственным значениям матрицы M , зафиксированной при те-
кущем приближении f k .
Система уравнений (6) и (12) решаются итерационно, пооче-
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редно выполняя вычисление оптического потока и фундамен-
тальной матрицы. Сначала решаются уравнения Эйлера-Ла-
гранжа (8) относительно вектора оптического потока w при 
фиксрованном векторе f  фундаментальной матрицы. Затем с 
использованием оптического потока формируется матрица 
M уравнений (13) и решается задача на собственные значе-
ния матрицы. Из-за ограничения 0 f= −1 2  решение всегда 
будет иметь единичную норму. Новая оценка фундаменталь-
ной матрицы, в свою очередь, будет использоваться для по-
вторного решения уравнений Эйлера-Лагранжа для оптиче-
ского потока. Этот процесс повторяется до сходимости [3], [9].

Вычисление пространственной 
структуры сцены
Пространственное положение точки X = ( , , )X Y Z для каждо-
го x = ( , )x y  минимизирует функционал (1) в части слагаемо-
го G( )X , что в итоге непосредственно и определяет рекон-
струируемую поверхность [11]. 
Таким образом даны два изображения статической сцены 
I I1 2, :Ω→ +


, полученые с движущейся камеры с известной 

внутренней матрицей K . Известен вектор оптического пото-
ка w , описывающий смещение пикселя x  изображения I1  
относительно изображения I2  в области изображения 
Ω∈2 . Пространственные координаты каждой точки x

заданы как X∈S , где S ⊂ 3  - реконструируемая поверх-
ность. Связь между признаками двух изображений с учетом 
внутренних параметров камеры определяется эпиполярным 
ограничением как: ′ =x xT E 0 , где E K FKT=  - суще-
ственная матрица. 
Так как E=TRÆ , 
где 
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, то на данном этапе матрица вра-

щения R  и вектор положения t  могут быть получены c по-
мощью сингулярного разложения (SVD) матрицы
E K FKT= [3].

Таким образом определив матрицу проекции камеры 
P K R= [ | ]t , трехмерная поверхность может быть вычис-

лена путем минимизации суммы ошибок репроекции. Оптиче-
ский поток w  устанавливает плотное соответствие 

′x = x +w , поэтому слагаемое пространственной структу-
ры функционала (1) можно в итоге выразить как:

G d d( ) ( , ) ( )X x X x+w, X= +P P0
2 2 ,    (14)

где d  - расстояние между проекцией X и координатой x  че-
рез матрицы камеры P  и P0 . P K I0 = [ | ]0  - матрица поло-
жения камеры для изображения I1 , определяемая через нуле-
вой вектор сдвига 0  с единичной матрицей поворота I .
Зададим ошибку репроекции (14) как линейную функцию от 
X :

G x y
T T
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,   (15)

где P T
0 0

1
0
2

0
3= [ ]p p p и P T= [ ]p p p1 2 3

[10]. 
Сформулируем (15) как:

arg min ( ) arg min( ) ( )

(( )
, , , ,X Y Z X Y Z
G X xZ Y yZ

x u r r

X = − + + − + +

+ + −

2 2
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(( ) )) ((
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+ + − + + − +

+ + − + + )) ) (( ) )

(( ) ) (( ) ))

r r X y v r r Y
y v r r Z y v t tz y

31 32 22

33 23
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(16)

Приравнивая частные производные G( )X  по 
X = ( , , )X Y Z  к нулю , запишем для (16) уравнения Эйле-

ра-Лагранжа:
∂
∂
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      (17)
Здесь также приходим к системе линейных алгебраических 
уравнений которая решается методом наименьших квадратов.
Если ( , , , )* * * *u v f X  – решение задачи минимизации (1), то 
оно удовлетворяет уравнением Эйлера-Лагранжа. Однако 
функции, удовлетворяющие данным уравнениям, не обяза-
тельно гарантруют глобальный минимум функционалу. В силу 
нелинейности функционал может иметь множество локаль-
ных минимумов. Чтобы обойти это препятствие используется 
пирамида изображений. На изображении с низким разрешени-
ем минимум функционала будет находится в окрестности ис-
комого глобального минимума функционала (1) изображения 
исходного разрешения. Постепенно продвигаясь по пирамиде 
к максимальному разрешению, можно уточнять решение. Чем 
меньше отличаются последовательные разрешения, тем мень-
ше шансов попасть в локальный минимум. Хорошей аппрокси-
мацией для сглаживания функционала энергии является сгла-
живание самих изображений. Т.к. сглаживание изображений 
устраняет мелкие детали, которые отвечают за локальные 
минимумы, можно ожидать, что функционал, построенный по 
сглаженным изображениям, содержит значительно меньше 
локальных минимумов [7].
Масштабирование изображения учитывается через соответ-
свующее масштабирование матрицы внутренних параметров 
камеры:

K
f c

f cs

xs xs

ys ys+ =
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µ µ
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где µ
η

=
1

 - коэффициент масштабирования, ( , )f fxs ys  - 

фокусное расстояние, ( , )c cxs ys  - оптический центр камеры, 
s  - текущий уровень пирамиды изображений.

Методы последовательных приближений сходятся лучше, 
если переход от грубого масштаба к точному происходит как 
можно плавнее. Каждый шаг по пирамиде должен быть иници-
ализирующим для последующего более точного масштаба, 
чтобы быть как можно ближе к глобальному минимуму, кото-
рый только обозначился на предыдущем масштабе. Риск по-
пасть в локальный минимум уменьшается выбором меньшего 
шага масштабирования, т.к. появляется возможность быть 
ближе к глобальному минимуму при обнаружении локального 
минимума. Так коэффициент масштабирования η∈( )0 1,  
обычно выбирается больше 0.5. 
Для обработки цветных изображений RGB, возможен много-
канальный вариант функционала (1), где 3 цветовых канала 
связываются в общий функционал.

Алгоритм построения пространственной 
структуры сцены
Приведенные выкладки можно резюмировать псевдокодом 
алгоритма построения пространственной структуры сцены 
[12]:
Входные данные: I1 ; I2

Построить пирамиду разномасштабных изображений;
while s max level< _  do
   while iter k iters < _  do
        //итерации по интерполяции изображения
          //вычисление производных для текущего уровня   
          // пирамиды изображения I s1  и I s2
          Ix , Ixx , I y , Ixy , Iz , Izx , Izy ; (8)
          while iter l iters < _  do
          foreach col, row in Images 
          [0, nRows − 1] × [0, nCols − 1] do
            // вычисление градиента вектора оптического потока
            ux , uy , vx , vy ; (2)
           // вычисление производных функций штрафов для яркости 
изображений и гладкости потока 
            ψD

'
, ψS

'
; 

           // формирование тензоров движения 
            S , T ; 
            // вычисление коэффициентов эпиполярной линии
            a , b , q ; (6)
           // вычисление прозводной функции штрафа эпиполярного 
ограничения 
             ψF

'
; 

           // формирование тензоров общего функционала 
            A11 , A12 , A21 , A22 , ru , rv ; (11)
          // Successive Over-Relaxation
           while iter m SOR iters  < _ _  do
                   ( , )du dvm m+ +1 1

:=SOR ( , )du dvm m
; (10)

           end while  // end SOR m
      // интерполяция I2 в соответствии с полученными смещени-
ями потока ( , )du dv
      I s2 := интерполяция( I s2 , ( , )du dv );

1  Stereo Datasets - Middlebury Computer Vision Pages [Электронный ресурс]. URL:  http://vision.middlebury.edu/stereo/eval3/MiddEval3-newFeatures.html (дата 
обращения: 06.06.2019).

   end while  // end l
   // обновление значения вектора потока
   u u du:= + , v v dv:= + ;
   // обновление матрицы F  
    минимизировать по 

f = ( ), , , , , , , ,f f f f f f f f f11 12 13 21 3122 23 32 33 ; (13)
    вычислить матрицу P K R= [ | ]t ; 
    минимизировать по X = ( , , )X Y Z ; (17)
   end while   //end k
// интерполяция вектора потока на следующий 
//уровень пирамиды изображений

( , )u vs s+ +1 1
 := интерполяция( ( , )u vs s

, η );
// интерполяция внутренних параметров камеры для следую-
щего уровня пирамиды изображений
K Ks= +1 ; (18)

//end s
Для ускорения вычислений систем линейных алгебраических 
уравнений может применяться многосеточный подход [10]. 
Аппаратная реализация вычисления оптического потока на 
ПЛИС может быть относительно просто доработана для вы-
числения обобщенного функционала (1) [13].

Основные результаты

Одним из наиболее популярным методом тестирования раз-
рабатываемых алгоритмов является их тестирование на не-
скольких заранее известных сценах. Сравнение результатов 
их работы производится с тестовыми базами изображений 
для котрых известна достоверная пространственая структура 
(ground truth), полученная непосредственным обмером трех-
мерной сцены независимыми измерениями, например, лазера-
ми или сгенерированная синтетически. Одновременно выпол-
няя вычисление плотного оптического потока и эпиполярной 
геометрии по двум стереоизображениям можно определить 
диспаритет, который каждый пиксель одного изображения 
связывает с соответсвующим пикселем другого изображе-
ний. Через диспаритет может быть вычислена карта глубины, 
которая с каждым пикселем изображения связывает точку в 
пространстве. Диспаритет и карта глубины не являются пол-
ным представлением изображаемой сцены, однако позволяют 
оценить качество алгоритма построения пространственной 
модели косвенно, сравнивая полученный им диспаритет с ис-
тинным из тестовой базы.
На рис. 1 представлены диспаритеты (цвет означает величину 
и направление смещения пикселя) и соответсвующие им про-
странственные структуры сцен, полученные алгоритмом на 
тестовых наборах данных Middlebury Stereo Dataset изображе-
ний Adirondack, Recycle, Piano1.
Ошибку вычисления диспаритета в данных тестовых базах 
принято оценивать метрикой BAD2.0, которая показывает 
процент пикселей изображения, для которых вычисленное 
значение диспаритета превышает по модулю истинное значе-
ние более чем на два пикселя. В таблице 1 приведены значение 
ошибки BAD2.0 предложенного метода в сравнении с одним из 
высокорейтинговыx методом Middlebury - NOSS и другим по-
пулярным методом, реализованным в библиотеке компьютер-
ного зрения OpenCV – SGBM (Semi-global block matching). 



338 ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ИНФОРМАТИКИ, ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ,  
КОМПЬЮТЕРНЫХ НАУК И КОГНИТИВНО-ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ П. В. Беляков

Том 15, № 2. 2019          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru

Современные 
информационные 
технологии 
и ИТ-образование

Диспаритет и карта глубины не являются полным представлением изображаемой сцены, однако позволяют 
оценить качество алгоритма построения пространственной модели косвенно, сравнивая полученный им 
диспаритет с истинным из тестовой базы.

На рис. 1 представлены диспаритеты (цвет означает величину и направление смещения пикселя) и 
соответсвующие им пространственные структуры сцен, полученные алгоритмом на тестовых наборах данных 
Middlebury Stereo Dataset изображений Adirondack, Recycle, Piano1.

Р и с. 1. Диспаритеты и пространственные структуры сцен тестовой базы Middlebury:
Adirondack, Recycle, Piano

Ошибку вычисления диспаритета в данных тестовых базах принято оценивать метрикой BAD2.0, 
которая показывает процент пикселей изображения, для которых вычисленное значение диспаритета 
превышает по модулю истинное значение более чем на два пикселя. В таблице 1 приведены значение ошибки 
BAD2.0 предложенного метода в сравнении с одним из высокорейтинговыx методом Middlebury - NOSS и 
другим популярным методом, реализованным в библиотеке компьютерного зрения OpenCV – SGBM (Semi-
global block matching).

Т а б л и ц а 1. Ошибка вычисления диспаритета (в метрике BAD2.0)

Предлагаемый алгоритм Middlebury (NOSS ) Middlebury (SGBM1 )

№ Bads2.0%

1 Adirondack 5,81 3,51 29,3

2 Piano 15,7 11,3 30,6

3 Recycle 6,66 9,98 22,5

Следует отметить что предлагаемый алгоритм в частности сравнивается с высокорейтенговым методом
Middlebury NOSS, основанном на сверточных нейронных сетях и обученный на изображениях той же базы 
Middlebury. При тестировании на изображениях не относяшихся к тестовому окружению Middlebury этот 
сопоставляемый алгоритм уже не показывает заявленной эффектвности.

Заключение

В статье предложена вариационная модель и алгоритм построения пространственной структуры сцены 
на основе вычисления оптического потока и фундаментальной матрицы с одновременным определением 
структуры сцены путем минимизации одного общего функционала для всех трех неизвестных. Это 
обеспечивает более высокую точность их совместного вычисления и соответственно более качественное 

                                                             
1 Stereo Datasets - Middlebury Computer Vision Pages [Электронный ресурс]. URL: http://vision.middlebury.edu/stereo/eval3/MiddEval3-
newFeatures.html (дата обращения: 06.06.2019).

Р и с. 1. Диспаритеты и пространственные структуры сцен тестовой базы 
Middlebury:  Adirondack, Recycle, Piano 

F i g. 1. Disparities and spatial structures of scenes of the Middlebury test base:
 Adirondack, Recycle, Piano

Т а б л и ц а 1. Ошибка вычисления диспаритета (в метрике BAD2.0) 
T a b l e 1. Disparity calculation error (in BAD2.0 metric)

Предлагаемый 
алгоритм

Middlebury 
(NOSS )

Middlebury 
(SGBM1 )

№ Bads2.0%

1 Adirondack 5,81 3,51
29,3

2 Piano 15,7 11,3
30,6

3 Recycle 6,66 9,98
22,5

Следует отметить что предлагаемый алгоритм в частности 
сравнивается с высокорейтенговым методом Middlebury NOSS, 
основанном на сверточных нейронных сетях и обученный 
на изображениях той же базы Middlebury. При тестировании 
на изображениях не относяшихся к тестовому окружению 
Middlebury этот сопоставляемый алгоритм уже не показывает 
заявленной эффектвности.

Заключение

В статье предложена вариационная модель и алгоритм по-
строения пространственной структуры сцены на основе вы-
числения оптического потока и фундаментальной матрицы 
с одновременным определением структуры сцены путем 
минимизации одного общего функционала для всех трех не-
известных. Это обеспечивает более высокую точность их со-
вместного вычисления и соответственно более качественное 
построение пространственной структуры сцены. Эксперимен-
ты показывают, что метод является хорошей альтернативой 
подходам, основанным на поиске особых точек на изображе-
ниях и вычислении их позиции в трехмерном пространстве 
по принципу триангуляции. Алгоритм обеспечивает точное 
определение положения камеры и трехмерную реконструк-
цию сцены в реальном времени при реализации предлагаемо-
го метода на ПЛИС. 
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