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Аннотация

В работе описан метод проектирования иллюстративного материала, используемого при обу-
чении студентов технического направления подготовки, с использованием систем компьютер-
ной математики (Mathematica, Matlab, MatCad и др.). Обсуждаются его основные методические 
характеристики. Рассматриваемый метод отличают вариативность достигаемых целей обуче-
ния, персонифицированность процесса обучения, градация материалов по уровням освоения, 
возможность простого и быстрого создания дополнительных материалов, допустимость ис-
пользования как для аудиторной, так и внеаудиторной работы. Данный метод используется 
авторами в Московском государственном техническом университете им. Н.Э. Баумана при под-
готовке студентов факультета «Специальное машиностроение». В качестве примера примене-
ния метода приведен код системы Mathematica, используемый для создания интерактивных 
учебных материалов по одной из тем, изучаемых в начале курса математической статистики, 
посвященный описанию и представлению выборочных данных. 
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Abstract

The paper presents the method of designing of illustrative materials, used in teaching students of the 
technical training program, supported by computer algebra systems (Mathematica, Matlab, MatCad, 
etc.). Its main didactics characteristics are considered. The method under consideration characterizes 
by variability of the achieved learning goals, personification of the learning process, grading of mate-
rials by the grasping levels, ability to easily and quickly create additional materials, the possibility of 
using both for classroom and extracurricular work. This method is used by the authors at the Bauman 
Moscow State Technical University in teaching students of the Faculty “Special Engineering”. As an ex-
ample of the application of the method, we present the Mathematica code which was used to create 
interactive education materials on one of the topics studied at the beginning of the course of mathemat-
ical statistics, devoted to the description and presentation of sample data.
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Введение

Современное образование по естественнонаучным дисципли-
нам в техническом университете должно быть ориентировано 
в первую очередь на формирование способностей по творче-
скому применению полученных знаний в профессиональной 
деятельности [1]. Нахождению нужной информации из раз-
личных источников, ее творческой обработке, систематизации 
и анализу полученных результатов, умению строить верные 
выводы способствует самостоятельная работа обучающихся, 
в том числе контролируемая. Рассматриваемые примеры и 
задачи должны быть направлены на формирование соответ-
ствующих познавательных, творческих, исследовательских 
и общепрофессиональных компетенций [2-4]. Иллюстратив-
ный материал должен соответствовать содержанию программ 
учебных дисциплин, иметь прикладную направленность и 
отражать современный уровень науки [5]. Внедрение новых 
образовательных технологий способствует повышению эф-
фективности учебного процесса и контроля над получаемыми 
знаниями [6], мотивированности обучающихся, делают про-
цесс обучения более персонифицированным [7; 8]. Поэтому 
особенно важной становится подготовка иллюстративного 
материала [9], включаемого в учебные пособия, в том числе 
электронные, и решаемые задания на семинарских занятиях и 
лабораторных работах [10; 11].
В связи с этим важно иметь не только банк примеров и за-
дач, которые способствуют формированию соответствующих 
познавательных, творческих, исследовательских и общепро-
фессиональных компетенций, но и создать иллюстративный 
материал, соответствующий содержанию программ учебных 
дисциплин, имеющий прикладную направленность, отражаю-
щий современный уровень науки. Еще одной важной особен-
ностью при разработке иллюстративного материала является 
обязательное использование учащимися новых образователь-
ных технологий, которые способствовали бы повышению эф-
фективности учебного процесса, контроля над получаемыми 
знаниями, повышали бы мотивированность обучения [12]. 
К таким технологиям можно отнести использование раз-
личного рода математических пакетов, таких, например, как 
Mathematica, Matlab, MatCad. Использование в учебном процес-
се интерактивных компьютерных систем [6] (или математиче-
ских пакетов (МП)) в рамках дисциплин математического об-
разования способствует формированию у студентов глубоких 
и прочных знаний, умений и навыков, развивает продуктив-
ное, эвристическое, творческое мышление. 
В работе описан метод разработки и составления иллюстра-
тивного материала с использованием систем компьютерной 
математики по курсу математической статистики при обуче-
нии студентов технического университета. Целью представ-
ленной статьи является описание методологии проектиро-
вания и применения иллюстративного материала с исполь-
зованием систем компьютерной математики в курсе матема-
тической статистики при обучении студентов технического 
университета, которая легко может быть адаптирована для 
достижения любых целей обучения. Различные методики 
применения систем компьютерной математики при изучении 
естественнонаучного цикла были описаны в работах [9]. Отме-
тим, что вероятностные дисциплины имеют свою специфику и 
методику их преподавания студентам-инженерам [9]. 

Основные задачи при проектировании 
иллюстративного материала
К основным задачам, решаемым при помощи демонстрации 
иллюстративного материала на занятиях, относятся:
 
1. Рассматриваемые задачи и их решения должны иметь 

четкую постановку задачи и алгоритм решения; 
2. Рассматриваемые задачи и их решения должны быть 

снабжены списком инструментов и источников, необхо-
димых для их решения; 

3. Примеры должны быть структурированы и иметь раз-
бивку по уровням с рейтинговой оценкой каждого уровня 
освоения материала соответственно получаемым за зада-
ния рейтинговым баллам; 

4. Преподаватель должен иметь возможность эффективно 
генерировать иллюстративный материал, варьируя ис-
ходными данными. 

Для решения поставленных задач необходима разработка 
методического комплекса дисциплины, включающего учеб-
ные и методические пособия, использование информаци-
онных и коммуникационных технологий (ИКТ) [5; 13; 14], 
электронных средств обучения (курсы лекций, презентации, 
программные комплексы, включая использование мобиль-
ных устройств [15; 16]), а также создание индивидуальных 
вариантов заданий для самостоятельной работы и оценочных 
средств, например, в виде вопросов для самоконтроля и вари-
антов и контрольных работ.
Заметим, что при демонстрации примеров на лекционных 
занятиях часто нет необходимости в показе всего решения, а 
достаточно привести только полученные результаты и сде-
лать качественные выводы [17; 18]. Однако на семинарских 
занятиях и лабораторных работах желательно вовлечение 
слушателей в сам процесс решения и моделирования рассма-
триваемых явлений [1; 4; 9; 19]. Для этого необходима разра-
ботка соответствующих методических материалов [20]. Для их 
подготовки в рамках дисциплин естественнонаучного цикла 
наиболее приемлемым является использование систем ком-
пьютерной математики (Mathematica, Matlab, MatCad) [6; 11; 
15; 21; 22].  Надо отметить, что возможно проектирование ин-
терактивных шаблонов, которое предполагает дальнейшее ос-
воение студентами математических пакетов и использование 
их интерфейсных возможностей.
Еще одним важным преимуществом такого метода обучения 
является возможность численного решения и моделирования 
реальных явлений. Большинство явлений и процессов, иссле-
дуемых на практике, не поддаются точному аналитическому 
описанию, а требуют построения приближенных математиче-
ских моделей, использование численных методов и модели-
рования. Поэтому разработанные примеры очень важны для 
формирования у студентов базовых знаний эмпирического 
метода, методов выбора и верификации математических мо-
делей, качественного и количественного анализа и интерпре-
тации его результатов.
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Проектирование интерактивных 
материалов по теме «Основные 
выборочные характеристики»
В качестве примера использования предложенного метода 
приведем пример составления методического материала по 
одной из тем, изучаемых в начале курса математической ста-
тистики, посвященной основам выборочного метода. 
Рассмотрим следующую постановку задачи. Случайные ве-
личины X и Y принимают значения на отрезке [0;1], при этом 
имеют разные законы распределения: X распределена рав-
номерно, а Y имеет бета-распределение с параметрами (2,2). 
Напомним, что равномерное распределение – это бета-рас-
пределение с параметрами (1,1). При этом оба распределения 
являются симметричными относительно середины отрезка, 
но имеют различные плотности распределения. Требуется по 
смоделированной выборки значений случайных величин X и Y 
и установить сходство и различия в характеристиках рассма-
триваемых законов.
Далее будет приведен код системы Wolfram Mathematica, в ко-
тором для простоты изложения опущены некоторые исполь-
зуемые графические директивы.
Начнем с того, что построим графики плотностей и функций 
распределения для X и Y. Для этого воспользуемся встроенны-
ми функциями системы Wolfram Mathematica.
DistX=BetaDistribution[1,1];
DistY=BetaDistribution[2,2];
Plot[Evaluate[PDF[#,x]&/@{DistX,DistY}], {x,-0.5,1.5}, 
PlotLegends->{“B(1,1)”,”B(2,2)”}]
Plot[Evaluate[CDF[#,x]&/@{DistX,DistY}], {x,-0.5,1.5}, 

PlotLegends->{“B(1,1)”,”B(2,2)”}]
В результате выполнения этих команд получим графики, 
представленные на рис. 1.

      

Р и с. 1. Графики плотности распределения (а) и функции распределения 
(б) для законов B(1,1) и B(2,2)

F i g. 1. Probability density plots (a) and distribution functions (b)  
for laws B (1,1) and B (2,2)

Р и с. 2. Диаграммы разброса точек для 5 выборок объема 10 из закона B(1,1)
F i g. 2. Диаграммы разброса точек для 5 выборок объема 10 из закона B(1,1)

Р и с. 3. Диаграммы разброса точек для 5 выборок объема 10 из закона B(2,2)
F i g. 3. Point spread diagrams for 5 samples of the size 10 from Law B (2.2)

Смоделируем по 5 выборок объема 10 каждая из указанных за-
конов распределения и приведем графическую иллюстрацию 
полученных значений.
N=10;m=5;
SampleX=RandomVariate[DistX,{m,n}];
SampleY=RandomVariate[DistY,{m,n}];
Table[ListPlot[Transpose[{SampleX[[i]], Table[0,{n}]}], PlotLabel-
>”Sample No. “<>ToString[i]],{I,1,m}]
Table[ListPlot[Transpose[{SampleY[[i]], Table[0,{n}]}], PlotLabel-
>”Sample No. “<>ToString[i]],{I,1,m}]

Результаты выполнения команд представлены на рис. 2 и 3.
Приведенные графики позволяют удобно сравнить получен-
ные значения и наглядно демонстрируют отличия в них.
Далее построим гистограммы (рис. 4) для двух выборок из раз-
личных распределений.
Pa i re d H i s t o g ra m [ S a m p l e X [ [ 1 ] ] , S a m p l e Y [ [ 1 ] ] , 4 ,” P D F ”, 
ChartLegends->Placed[{“B(1,1)”,”B(2,2)”},Top]]
PairedHistogram[SampleX[[1]] ,SampleY[[1]] ,10 ,”CDF”, 
ChartLegends->Placed[{“B(1,1)”,”B(2,2)”},Top]]
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Р и с. 4. Графики эмпирических плотности распределения (а) и функции 
распределения (б) для двух выборок объема 10 из законов B(1,1) и B(2,2)
F i g. 4. Frequency distribution plots (a) and distribution functions (b) for two 

samples of the size 10 from laws B (1,1) and B (2,2)

Теперь найдем некоторые выборочные характеристики и при-
ведем полученные значения.
Mean/@SampleX
{0.515169,0.500451,0.489354,0.434449,0.619803}
Mean/@SampleY
{0.531031,0.550875,0.602226,0.58476,0.4348}
Median/@SampleX
{0.490515,0.582984,0.424572,0.436,0.732743}
Median/@SampleY
{0.504377,0.548161,0.646272,0.653643,0.511583}
Variance/@SampleX
{0.0887683,0.103256,0.115939,0.0849021,0.121728}
Variance/@SampleY
{0.0265568,0.0918424,0.050493,0.0347107,0.0423442}
Эти результаты также можно проиллюстрировать графиче-
ски, но здесь не будем на этом останавливаться.
Теперь перейдем к изучению распределения порядковых ста-
тистик. Воспользуемся известными формулами для их распре-
деления и построим соответствующие графики.
fX[x_,n_,k_]:=n Binomial[n-1,k-1] PDF[DistX,x]CDF[DistX,x]^(k-1) 
(1-CDF[DistX,x])^(n-k);
fY[x_,n_,k_]:=n Binomial[n-1,k-1] PDF[DistY,x] CDF[DistY,x]^(k-1) 
(1-CDF[DistY,x])^(n-k);
Plot[Evaluate@Table[fX[x,n,k],{k,{1,3,5,6,8,10}}], {x,0,1}]
Plot[Evaluate@Table[fY[x,n,k],{k,{1,3,5,6,8,10}}],{x,0,1}]
Получим результаты, представленные на рис. 5.

      

Р и с. 5. Графики плотностей распределения для порядковых статистик с 
номером k=1,3,5,6,8,10 для выборок объема 10 из законов B(1,1) (а) и B(2,2) (б)

F i g. 5. Probability density plots for order statistics with the number k = 
1,3,5,6,8,10 for samples of the size 10 from laws B (1,1) (a) and B (2,2) (b)

Эти графики можно проиллюстрировать и полученными чис-
ленными значениями порядковых статистик (рис. 6).
OrderStatX=Transpose[Sort/@SampleX];
OrderStatY=Transpose[Sort/@SampleY];
k1=1;k2=3;
Show[Plot[{fX[x,n,k1],fX[x,n,k2]},{x,0,0.65},PlotLegends->{“k=”<>T
oString[k1],”k=”<>ToString[k2]}],
ListPlot[{Transpose[{OrderStatX[[k1]],Table[0,{m}]}],Transpose[{
OrderStatX[[k2]],Table[0,{m}]}]}]]
Show[Plot[{fY[x,n,k1],fY[x,n,k2]},{x,0,0.65},PlotLegends->{“k=”<>T
oString[k1],”k=”<>ToString[k2]}],
ListPlot[{Transpose[{OrderStatY[[k1]],Table[0,{m}]}],Transpose[{
OrderStatY[[k2]],Table[0,{m}]}]}]]

      

Р и с. 6. Графики плотностей распределения для порядковых статистик с 
номером k=1,3 и их численных значений для выборок объема 10 из законов 

B(1,1) (а) и B(2,2) (б)
F i g. 6. Probability density plots for order statistics with the number k = 1.3 and their 

numerical values for samples of the size 10 from laws B (1,1) (a) and B (2,2) (б)
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Далее представим полученные средние значения порядковых 
статистик для 5 выборок в сравнении с их теоретическими 
значениями, для нахождения которых удобно использовать 
численные методы.
ListPlot[{Transpose[{Mean/@OrderStatX,Table[0,{n}]}],
Transpose[{N[Table[k/11,{k,1,10}]],Table[0,{n}]}]}, PlotLegends-
>{“Sample Mean”,”Mean”}]
ListPlot[{Transpose[{Mean/@OrderStatY,Table[0,{n}]}],
Transpose[{N[Table[FullSimplify[Integrate[x fY[x,n,k],{x,0,1}]],{k,1
,10}]],Table[0,{10}]}]},
PlotLegends->{“Sample Mean”,”Mean”}]
Результат выполнения команд представлен на рис. 7.

Р и с. 7. Диаграммы разброса средних значений порядковых статистик с 
номером k=1,…,10 в сравнении с их теоретическими средними значениями 

для выборок объема 10 из законов B(1,1) (а) и B(2,2) (б)
F i g. 7. Diagrams of dispersion of average of order statistics with the number k = 

1, ..., 10 in comparison with their theoretical average values for samples of the 
size 10 from the laws B(1,1) (а) and B(2,2) (б)

В завершение примера изучим вопрос о распределении разма-
ха выборки R. Для этого сначала найдем аналитические выра-
жения для плотностей. 
RangeSampX=Last[OrderStatX]-First[OrderStatX]
{0.85387,0.958931,0.924344,0.725164,0.938538}
RangeSampY=Last[OrderStatY]-First[OrderStatY]
{0.513856,0.847453,0.840447,0.616961,0.562698}
fX1n[x_,y_,n_]:=n(n-1) PDF[DistX,x]PDF[DistX,y](CDF[DistX,y]-
CDF[DistX,x])^(n-2) Boole[x<y];
fY1n[x_,y_,n_]:=n(n-1)PDF[DistY,x]PDF[DistY,y](CDF[DistY,y]-
CDF[DistY,x])^(n-2) Boole[x<y];
FRX[z_,n_]:=Simplify[Integrate[fX1n[x,y,n]Boole[y-x<z],{x,0,1},{y,0,
1}],Assumptions->{0<z<1}]
FRY[z_,n_]:=Simplify[Integrate[fY1n[x,y,n]Boole[y-x<z],{x,0,1},{y,0,
1}],Assumptions->{0<z<1}]
fRX[z_,n_]:=Simplify[D[FRX[z,n],z]]
fRX[z,n]
-90 (-1+z) z^8
fRY[z_,n_]:=Simplify[D[FRY[z,n],z]]
fRY[z,n]
-(1/323323)108 z^8 (-4199040+21555072 z^2-47056464 
z^4+58605120 z^6-46700955 z^8+25131015 z^10-321412455 
z^11+1846820976 z^12-4744267605 z^13+7036986528 
z^14-6651681120 z^15+4138534400 z^16-1676355408 
z^17+413853440 z^18-50282624 z^19+469120 z^21)
В случае закона B(2,2) выражение оказывается очень громозд-

ким и его вычисление без использования систем компьютер-
ной математики представляется затруднительным. В то же 
время с помощью Wolfram Mathematica можно найти плот-
ность распределения быстро и эффективно.
Далее построим плотности распределения размаха выборки 
для двух рассматриваемых законов в сравнении с полученны-
ми численными значениями (рис. 8).

      

Р и с. 8. Диаграммы разброса значений размаха выборки и их плотностей 
распределения для выборок объема 10 из законов B(1,1) (а) и B(2,2) (б)

F i g. 8. Diagrams of sample range scatter and frequency distributions for  
samples of the size 10 from the laws B(1,1) (а) и B(2,2) (б)

Приведенные графики наглядно демонстрируют различия в 
распределениях выборок.

Заключение

В работе описан метод проектирования иллюстративного 
материала, используемого при обучении студентов техниче-
ского направления подготовки, с использованием систем ком-
пьютерной математики (Mathematica, Matlab, MatCad и др.). 
Приведенные примеры показывают основные преимущества 
описанной технологии:
1. Простое варьирование исходных данных;
2. Возможность подстраивания под любые цели обучения;
3. Интерактивность;
4. Возможность использования на любых видах занятий;
5. Градация по уровням освоения материала;
6. Возможность использования для самостоятельной рабо-

ты обучающихся.
Данный метод используется авторами в Московском госу-
дарственном техническом университете им. Н.Э. Баумана при 
подготовке студентов факультета «Специальное машиностро-
ение». В качестве примера применения метода приведен код 
системы Mathematica, используемый для создания интерак-
тивных учебных материалов по одной из тем, изучаемых в на-
чале курса математической статистики, посвященный описа-
нию и представлению выборочных данных. 
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