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Аннотация

Математические модели целого ряда процессов строятся на основе дифференциальных уравне-
ний в частных производных, называемых также уравнениями математической физики. Иссле-
дование этих уравнений является весьма сложной задачей. В то же время увеличение объемов 
задач моделирования требует готовности большого числа специалистов, работающих в при-
кладных областях, исследовать данный класс задач. Решить эту задачу помогает использование 
современного научного программного обеспечения, в частности системы Wolfram Mathematica. 
В статье рассматривается методика использования данной системы для исследования матема-
тических моделей, приводящих к необходимости решать уравнения данного класса, и рассмо-
трен ряд примеров. Эта методика позволяет значительно повысить эффективность обучения 
дисциплинам, связанным с математическим моделированием и решения задач научно-иссле-
довательского характера. Приведены примеры решения в системе Wolfram Mathematica линей-
ных и нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных. 
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Abstract

Mathematical models of various processes are built on the base of partial differential equations, which 
are called equations of mathematical physics. The investigation of such an equation is a very difficult 
problem. At the same time increase of volumes of problems of modeling demands the readiness of 
many specialists, working in applied fields, to investigate such class of models. Modern scientific soft-
ware, in particular, Mathematica system, helps to solve this problem. The article is devoted to the meth-
ods of usage of this system for the investigation of the mathematical models, leading to the need for the 
solution of such equations.  These methods help to increase the effectiveness of learning of disciplines, 
connected with mathematical modeling and solution of problems of scientific and research character. 
The examples of the solution for linear and nonlinear partial differential equations are given. 
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Введение 

Уравнения математической физики являются одним из наи-
более эффективных инструментов математического модели-
рования. Они применяются при исследовании разнообразных 
процессов, изучаемых в гидродинамике, теории упругости, аэ-
родинамике, теории радиолокации и других  областях. Иссле-
дование методов решения этих уравнений в конечном итоге 
служит решению большого числа прикладных задач. 
Как указывали А.Н. Тихонов и  А. А. Самарский «Математиче-
ское моделирование опирается на триаду «математическая 
модель – вычислительный алгоритм – программа для компью-
тера»»1.
Каждый из элементов этой триады должен быть хорошо ос-
воен студентами. Это относится в частности и к задачам, ма-
тематическими моделями которых являются уравнения ма-
тематической физики.  Сложность алгоритмов решения задач 
математической физики долго существенно затрудняла обу-
чение их решению, особенно студентов технических и воен-
ных  специальностей, математический багаж которых меньше, 
чем у студентов-математиков. Эта проблема рассмотрена, в 
частности в работе [1] применительно к обучению студентов 
педагогических специальностей. Студенты технического, пе-
дагогического или военного вуза должны научиться строить 
математические модели изучаемых явлений, теряя при этом 
минимум времени на технику их исследования. При этом мо-
дели должны быть разнообразными, в них должен быть учтен 
максимально возможный набор факторов, которые влияют на 
решение реальной прикладной задачи. Следовательно, в ру-
ках у студентов должны быть такие технологии исследования 
математических моделей, которые дают ему возможность рас-
сматривать реальные задачи, возникающие в его предметной 
области. В то же время преподаватель должен следить, чтобы 
при использовании современных информационных техноло-
гий сохранялось понимание сущности исследуемой задачи, 
чтобы студенты могли правильно интерпретировать получае-
мые результаты, проверять их адекватность и видели ошибки, 
вызываемые либо неполным учетом факторов, включаемых в 
модель, либо неправильно организованной компьютерной ре-
ализацией модели. 
Немалую помощь в решении этой непростой педагогической 
задачи могут оказать системы компьютерной математики. 
Эти системы  задуманы для того, чтобы максимально расши-
рить возможности студента, исследователя и инженера. Они 
постоянно развиваются, включая в себе все новые алгоритмы 
и возможности. Одной из наиболее известных систем являет-
ся система Wolfram Mathematica. В своем развитии она прошла 
достаточно большой путь. Сейчас это настоящий электронный 
помощник инженера и исследователя, включающий в себя 
средства символьного дифференцирования и интегрирова-
ния, решения уравнений и их систем различного вида, стати-
стической обработки данных, машинного обучения, обработ-
ки сигналов и графических образов, исследования случайных 
процессов и многого другого. Система содержит хорошо разви-
тый встроенный язык программирования, построенный на ос-
нове языка C, и дает возможность использовать расширения, 
написанные на этом языке программирования. Более того, по-
явилась возможность подключать ядро системы Mathematica 

1 Тихонов А. Н., Самарский А. А. Уравнения математической физики: Учеб. пособие. 6 изд. М.: МГУ, 1999. C. 3.

к интерфейсу программы, написанной на языке C# в среде 
Microsoft Visual Studio. Эта система обладает серьезными пре-
имуществами в сравнении с другими аналогичными система-
ми. В ней гораздо более развиты символьные вычисления, чем 
в системе Matlab. Она намного мощнее, чем некогда широко 
используемый MathCad.  К недостаткам системы Mathematica 
следует отнести достаточно высокую сложность отладки ра-
бочих документов, требующую определенных навыков рабо-
ты. 
Эта система содержит, в частности, процедуры решения диф-
ференциальных уравнений в частных производных. Ее ис-
пользование позволяет расширить круг задач, рассматрива-
емых в технических вузах, а также упростить исследование 
важных математических моделей. При этом необходимо идти 
путем «от простого к сложному», постепенно раскрывая перед 
учащимися возможности системы Mathematica. В настоящей 
работе предлагается методический подход к использованию 
системы Mathematica в образовании.

Основная часть

Начать ознакомление с возможностями системы целесообраз-
но с простейших случаев, когда система позволяет находить 
решения дифференциальных уравнений в частных произво-
дных аналитически.
Пример 1. Решим уравнение  
5 8
∂
∂
+

∂
∂

=
u
t

u
x

t

с начальным условием 
u tt= =0 3

Решение задачи в системе Mathematica имеет вид:

DSolve[{5D[y[x1,x2],x1]+8D[y[x1,x2],x2]==x1 ,y[x1,0]==3*x1},y[x
1,x2],{x1,x2}]

{{u[t,x]->1/128 (384 t-240 x+16 t x-5 x^2)}}.

Р и с. 1. Поверхность, определяемая аналитическим решением примера 1
F i g. 1. Surface defined by the analytical solution of example 1
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Однако для большинства практически важных случаев систе-
ма позволяет получить только численное решение уравнения 
или системы уравнений. Перед тем, как начать знакомить уча-
щихся с процедурами решения уравнений и их систем числен-
ными методами, нужно показать, что в случаях, когда можно 
получить и аналитическое и численное решение, можно уви-
деть, что точность решения численным методом достаточно 
высока и поверхности практически совпадают.  Например, чис-
ленное решение для примера 1 получается по команде

sol=NDSolveValue[{5D[y[x1,x2],x1]+8D[y[x1,x2],x2]==x1,y[x1,0]=
=3*x1},y,{x1,0,40},{x2,0,40}]

Поверхность, определяемая этим решением, имеет вид

Р и с. 2. Поверхность, определяемая численным решением примера 1
F i g. 2. Surface defined by the numerical solution of example 1

Затем можно показать пример решения в системе Mathematica 
какого-нибудь хорошо известного уравнения, например, вол-
нового.
Пример 2. Пусть требуется решить волновое уравнение

∂
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∂
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с граничными и начальными условиями

u x
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0
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x∊[0;10] и t∊[0;10].
Решение задачи в системе Mathematica записывается следую-
щим образом:
usol=NDSolveValue[{ ∂ [ ] == ∂ [ ]t t x xu t x u t x, ,, , ,u[0,x]==x^2,u(1,0)[0,x]==
3*x,u[t,0]==t^2},u,{t,0,10},{x,0,10}];
Найдем значение решения уравнения в точке [2,3]
usol[2,3]
31.0005
Построим поверхность, определяемую решением уравнения
Plot3D[usol[t,x],{t,0,10},{x,0,10}]

Р и с. 3. Поверхность, определяемая решением примера 2
F i g. 3. Surface defined by the solution of example 2

При попытке решить это уравнение аналитически система 
просто повторяет команду
DSolve[{∂t,t u[t, x]== ∂y,y u[t, x],u[0,x]==x^2,u(1,0)[0,x]==3*x,u[t,0]==
t^2},u[t,x],{t,x}]
DSolve[{u (2,0)[t ,x]==u (0,2)[t ,x] ,u[0,x]==x^2,u (1,0)[0,x]==3x, 
u[t,0]==t^2},u[t,x],{t,x}]
что свидетельствует о том, что решение не найдено.   
Большой интерес для студентов может представлять решение 
линейных граничных задач, к которым целесообразно пере-
йти впоследствии. Начиная с 10 версии системы Mathematica  
появились команды  ImplicitRegion и DirichetCondition. Первая 
из них позволяет задать область в пространстве  Rn, а вто-
рая позволяет задать граничные условия на границах этой 
области, причем эти условия могут быть различными на раз-
личных частях границы области. Появилась также команда 
NeumannValue, позволяющая задавать граничные условия 
Неймана. Это позволило записывать решение граничных за-
дач более простым образом.
Пример 3. Пусть требуется найти решение дифференциально-
го уравнения ¶

∂
∂ ∂

+ = − −
2

2 21
u
x y

u x y

удовлетворяющее на контуре x xy y4 2 1+ + ≤  уравнению 
u x y x y,( ) = +2 2 .
Решение задачи в системе Mathematica имеет вид
R=ImplicitRegion[x^4+x y+y^2<=1,{x,y}];
g=NDSolveValue[∇{ }x y,

2 u[x,y]+u[x,y]==1–x^2–y^2,

DirichletCondition[u[x,y]==x^2+y^2,True]},u,{x,y}∊R];
Найдем значение решения в точке [0,3;0.5]
g[0.3,0.5]
1.04682
Построим поверхность
Plot3D[g[x,y],{x,y}∊R]
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Р и с. 4. Поверхность, определяемая решением  примера 3
F i g. 4. Surface defined by the solution of example 3

Пример 4. Найдем решение дифференциального уравнения 
∂
∂ ∂

+ +( ) = + +
2

2 21
u
x y

u x y x y ,

удовлетворяющее на контуре x xy y4 2 1+ + ≤  уравнению 
u x y,( ) = 0 .
Программа для решения данной задачи имеет вид
R=ImplicitRegion[x^4+x y+y^2<=1,{x,y}];
g=NDSolveValue[∇{ }x y,

2 u[x,y]+(x+y)u[x,y]==1+x^2+y^2,

DirichletCondition[u[x,y]==0,True]},u,{x,y∊R];
Построим поверхность, определяемую решением уравнения
Plot3D[g[x,y],{x,y}∊R]

Р и с. 5. Поверхность, определяемая решением примера 4
F i g. 5. Surface defined by the solution of example 4

После этого можно перейти к решению нелинейных уравне-
ний. Здесь нужно сказать учащимся, что в этом случае ситуа-
ция существенно усложняется, возможна потеря сходимости и 
возникновение сингулярности. 

Пример 5. Найдем решение дифференциального уравнения

∂
∂

=
∂
∂

⋅
2
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2
2u

t
u
x
u

с граничными и начальными условиями
u x

u x

u t

t

t t

x

=

=

=

=

= −( )
=

0

0

0

exp

Приведем  программу решения

usol=NDSolveValue[{D[u[t,x],t,t]==D[u[t,x],x,x]*(u[t,x])^2,u[0,x]=
=x,
u(1,0)[0,x]==Exp[–x],u[t,0]==t},u,{t,0,2},{x,0,2}];
s=usol;
Построим поверхность, определяемую решением.

Р и с. 6. Поверхность, определяемая решением примера 4
F i g. 6. Surface defined by the solution of example 4

Как видно из программы, решение строится для промежутков 
изменения от 0 до 2 по x и по t. При попытке увеличить проме-
жуток изменения переменной t появляется сообщение
At t == 2.433490037304718`, step size is effectively zero; singularity 
or stiff system suspected,
свидетельствующее о потере сходимости вблизи сингулярно-
сти.
Данный пример свидетельствует о том, что выдаваемые си-
стемой сообщения о возникающих проблемах не всегда сразу 
понятны и нуждаются в квалифицированной интерпретации.
Пример 6. Найдем решение дифференциального уравнения
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с граничными и начальными условиями
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0

0

0
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Приведем  программу решения
usol=NDSolveValue[{D[u[t,x],t,t]==D[u[t,x],x,x]*(u[t,x])^2,u[0,x]==
Sin[x],
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u(1,0)[0,x]==Exp[–x],u[t,0]==t},u,{t,0,2},{x,0,2}];
s=usol;
Построим поверхность, определяемую решением.
Plot3D[usol[t,y],{t,0,2},{y,0,2}]

Р и с. 7. Поверхность, определяемая решением примера 6
F i g. 7. Surface defined by the solution of example 6

При попытке построить решение на промежутке по t от 0 до 
3 выдается сообщение, аналогичное сообщению из предыду-
щего примера, а построение поверхности выдает следующий 
результат

Р и с. 8. Поверхность, определяемая решением примера 6 для промежутка 
по t от 0 до 2

F i g. 8. Surface defined by the solution of example 6 for the interval of t from 0 
to 2

Затем можно показать решение уравнения для функции трех 
переменных. Здесь уже мы не можем использовать графиче-
ские возможности системы.
Пример 7. Рассмотрим решение уравнения для функции трех 
переменных
∂
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2
2 2 2 2u
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u
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Приведем  программу решения
{D[u[t,x,y],t,t]+D[u[t,x,y],x,x]+D[u[t,x,y],y,y]+u[t,x,y]^2==t^2+x^2+
y^2,u[0,x,y]==x+y ,u[t,0,y]==Sin[t^2+y^2],u[t,x,0]==t^2+x^2, u(1,0,0) 
[0,x,y]==Sin[x+y]},u,{t,0,0.2},{x,0,5},{y,0,5}];
u1=u/.Flatten[R];
Получим значение решения в заданной точке
u1[0.1,0.4,0.1]
0.522517
Далее рассматриваем решение систем уравнений.
Пример 8. Рассмотрим решение системы дифференциальных 
уравнений
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Решение в системе Mathematica имеет вид
Задаем систему уравнений
pde={∂t u[t, x]==∂x ((v[t, x] – 1)) ∂xu(t,x) 
+(16 x t–2 t–16 (v[t,x]–1)) (u[t,x]–1)+10 x e-4 x 
∂t v[t, x]== ∂{x,2} v[t, x] +(∂x u[t, x])^2+4 (u[t,x])^2–4+x^2–2 t–10 
t e-4 x };
Задаем начальные и граничные условия
bc={u[0,x]==1,v[0,x]==1,u[t,0]==1,v[t,0]==1,3u[t,1]+(u(0,1))
[t,1]==3,5(v(0,1))[t,1]==e4 (u[t,1]–1)};
Строим решение
s=NDSolveValue[{pde,bc},{u,v},{x,0,1},{t,0,2}]
u1=s[[1]];
u2=s[[2]];
Plot3D[u1[t,x],{t,0,2},{x,0,1}]

Р и с. 9. Поверхность, определяемая функцией u(t,x)
F i g. 9. Surface defined by function u(t,x)

Plot3D[u2[t,x],{t,0,2},{x,0,1}]
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Р и с. 10. Поверхность, определяемая функцией v(t,x)
F i g. 10. Surface defined by function v(t,x)

Наибольший интерес представляет рассмотрение приклад-
ных задач, возникающих в различных предметных областях. 
Здесь мы можем проводить исследование задачи для различ-
ных представляющих интерес случаев, меняя математическую 
модель, включая и исключая различные факторы, придавая 
параметрам различные значения. А графические возможности 
системы Mathematica позволяют сделать результаты исследо-
вания максимально наглядными.
Пример 9. В работе А.Н. Тихонова и А.А. Самарского [3] на стр. 
256 рассматривается задача о распространении периодиче-
ских температурных колебаний в почве, которая рассматрива-
ется как однородное полупространство 0 ≤ ≤ ∞x . Математи-
ческой моделью для этой задачи является однородное 
уравнение теплопроводности ∂

∂
=

∂
∂

u
t
a u

x
2

2

2

удовлетворяющее граничному условию u t A t0, cos( ) = ω . 
Аналитическое решение этого уравнения приведено в [3]. Рас-
смотрим решение этой задачи в системе Wolfram Mathematica.
Вводим параметры.
a=5; A=7; ω=3;
Записываем команду решения уравнения
usol2=NDSolveValue[{D[u[x,t],t]==a^2*D[u[x,t],{x,2}],u[0,t]==A*C
os ω *t]},u,{x,0,15},{t,0,10}]
Строим поверхность, соответствующую решению уравнения.
 Plot3D[usol2[x,t],{x,0,15},{t,0,10}]

Р и с. 11. Поверхность, описывающая колебания температуры в почве
F i g. 11. Surface describing temperature variations in soil

На поверхности отчетливо видно уменьшение амплитуды ко-
лебаний температуры с глубиной. 
Пример 10. Рассмотрим решение уравнения Буссинеска, опи-
сывающего форму свободной поверхности жидкости при ее 
течении в пористом грунте
∂
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∂
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где k g
m

=
µρ ,� – плотность жидкости, m – коэффициент пори-

стости грунта, µ – динамическая вязкость, g – ускорение сво-
бодного падения, H(x, y) задает форму подстилающей поверх-
ности, h(x, y, t) – искомая функция, задающая форму свободной 
поверхности жидкости (см. [2]).
Приведем решение уравнения в системе Mathematica для функ-
ции H(x,y)=x+y и начальных и граничных  условий h(0,y,t)=3t, 
h(x,0,t)=2t, h(x,y,0)=0.
Вводим плотность жидкости
� =1000
Вводим динамическую вязкость
µ=0.00002
Вводим ускорение свободного падения
g=9.8
Вводим коэффициент пористости грунта
m=0.2
Вычисляем коэффициент k
k µ *� *g/m
Вводим функцию H
H[x,y]=x+y
Вводим команду решения уравнения
usol=NDSolveValue[{D[h[x,y,t],t]==k*D[(H[x,y]+h[x,y,t])*D[h[x,y,t]
,x],x]+k*D[(H[x,y]+h[x,y,t])*D[h[x,y,t],y],y],h[0,y,t]==3*t,h[5,y,t]==
3*t,h[x,0,t]==2*t, h[x,5,t]==2*t,h[x,y,0]==0},h,{x,0,5},{y,0,5},{t,0,1}]
Строим свободную поверхность жидкости для t=0,5

Р и с. 12. Свободная поверхность жидкости для t = 0,5
F i g. 12. Free surface of liquid for  t = 0,5

В данном примере параметры модели и краевые условия вы-
браны из соображений простоты  и устойчивости решений. 
В реальности они могут выбираться исходя из существа при-
кладной задачи. 
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Заключение

В заключение отметим, что использование системы Wolfram 
Mathematica позволяет существенно облегчить исследование 
математических моделей, приводящих к решению дифферен-
циальных уравнений в частных производных как в учебном 
процессе высших учебных заведений, особенно технических, 
экономических и военных,  где важно исследование модели, 
а не техника вычислений, так и при решении реальных при-
кладных задач. При этом на первый план выходят вопросы, 
связанные с существом решаемой задачи, а не с особенностя-
ми использования тех или иных методов решения, в том чис-
ле, численных. Студент, использующий возможности системы 
Wolfram Mathematica для решения прикладных задач, должен 
понимать сущность и особенности решаемой задачи, возмож-
ности системы и ее ограничения, смысл выдаваемых сообще-
ний об ошибках и сбоях в работе программы. 
В образовательном процессе вузов система может использо-
ваться при изучении как математических, так и специальных  
дисциплин. При изучении математических дисциплин систе-
ма актуальна для компьютерной поддержки практических 
занятий, когда студенты могут проверить полученное ими ре-
шение средствами системы, и для первичного ознакомления 
с математическими моделями, которые могут быть построе-
ны с использованием изучаемых разделов математики. При 
изучении специальных дисциплин система используется для 
компьютерной реализации соответствующих математических 
моделей. 
В Смоленском Государственном университете система Wolfram 
Mathematica применяется в учебном процессе уже много лет. 
Она используется на лабораторных занятиях по математиче-
ским дисциплинам, при изучении курса «Компьютерное моде-
лирование физических процессов» студентами специальности 
«физика», при написании курсовых и дипломных работ. Ре-
гулярно проводится международная конференция «Системы 
компьютерной математики и их приложения», на одной из 
секций которой обсуждается использование систем компью-
терной математики в науке и учебном процессе.      
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