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Аннотация

Поведение широкого класса систем с сосредоточенными параметрами может быть описано с 
помощью обыкновенных дифференциальных уравнений. Во многих процессах, изучаемых в 
экологии, экономике, физике, технике, медицине и т.д. ключевую роль играют эффекты запаз-
дывания. Для исследования таких процессов приходится применять современные информаци-
онные технологии. В статье представлен программный комплекс, написанный на языке C# 
(операционная система Microsoft Windows), позволяющий автоматизировать процесс исследо-
вания устойчивости системы с тремя степенями свободы с запаздыванием. Такие системы ча-
сто встречаются на практике (либо к ним можно привести системы большей размерности под-
ходящим упрощением модели) и поэтому рассмотренная модель с результатами анализа может 
быть использована для исследования других практически значимых динамических систем. В 
качестве примера использования программного комплекса для исследования устойчивости си-
стемы с тремя степенями свободы, в которой проявляется эффект запаздывания, рассматрива-
ется задача о самовозбуждении колебаний системы электрододержателей (ЭД) дуговой стале-
плавильной печи. Эквивалентная механическая модель представляет собой три ЭД, 
моделируемые твердыми телами, совершающими малые крутильные колебания. Самовозбуж-
дение колебаний возникает за счет взаимного влияния электродинамических сил, действую-
щих между электродами, и упругими силами конструкции. Идеализированная математическая 
модель колебаний трех ЭД представляет собой систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений 6-го порядка с запаздыванием. С помощью программного комплекса построены кри-
вые D–разбиения и получены области устойчивости при различных значениях параметров мо-
дели. Результаты исследования представлены в виде рисунков и таблиц.  Так как для системы с 
тремя степенями свободы математический аппарат остается ещё достаточно простым, то мате-
риал, представленный в статье, можно использовать в образовательном процессе при подго-
товке специалистов по прикладной математике.

Ключевые слова: программный комплекс, система дифференциальных уравнений, запаз-
дывание, устойчивость, D–разбиение.
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Abstract

The article presents a software package written in C # (the Microsoft Windows) operating system that 
enables automation of  studying stability of  three-degree-of-freedom system stability with delay. Such 
systems are often found in practice (or systems of higher dimensionality can be brought to them by 
suitable simplification of the model) and therefore the considered model together with the of analysis 
can be used to study other practically significant dynamical systems. As an example of using a software 
package to study the stability of a three-degree-of-freedom system, in which the delay effect is mani-
fested, we consider the problem of self-excitation of the oscillations of the system of electrode holders 
(EH) of an arc steel furnace. The equivalent mechanical model is three EHs modeled by solids that 
perform small torsional vibrations. Self-excitation of vibrations arises due to the mutual influence of 
electrodynamic forces acting between the electrodes and the elastic forces of the structure. The ideal-
ized mathematical model of the oscillations of three EHs is a system of ordinary differential equations 
of the 6th order with delay. Using the software package, D – partition curves were constructed and 
stability regions were obtained for various values   of the model parameters. The results of the study are 
presented in the form of figures and tables. Since the mathematical apparatus is still quite simple for a 
three-degree-of-freedom system, the material presented in the article can be used in the educational 
process when preparing specialists in applied mathematics.

Keywords: Program complex, system of differential equations, delay, stability, D – partition. 
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Введение

Решение любой естественнонаучной, технической или техно-
логической задачи начинается с построения ее упрощенной 
эквивалентной модели, в которой сохраняются главные спец-
ифические для данного объекта и процесса характеристики и 
отбрасываются второстепенные. Этот этап является важней-
шим, а его успех часто определяется интуицией исследовате-
ля. В качестве примера, поясняющего важность выявления 
главной черты явления, можно привести феномен сверхпрово-
димости в электричестве. Понять и описать явление сверхпро-
водимости удалось только через 50 лет после его открытия, 
когда было понято, что слабое взаимодействие электронов 
проводимости в проводнике, возбуждаемое колебаниями ре-
шетки, приводит к радикальному изменению энергетического 
спектра электронов.
После того как получена упрощенная эквивалентная модель 
объекта, можно построить ее математическую модель и при-
менить для исследований стандартные математические мето-
ды.
Процессы, в которых участвуют объекты с конечным числом 
степеней свободы, изменяющихся со временем, как правило, 
можно описывать системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Теоретические основы и практические мето-
ды нахождения и исследования их решений хорошо разви-
ты. 
Ситуация усложняется, если во взаимодействии элементов си-
стемы наблюдается эффект запаздывания, который определя-
ет характерное поведение системы. Исследование математи-
ческих моделей с запаздыванием требует применения не 
только аналитических, но и численных методов. Эффект за-
паздывания проявляется в задачах, относящихся к различным 
разделам науки и техники, например, в экологии [1-3], эконо-
мике [3-5], технике [3,6-14], физике [3,15-18], биологии и ме-
дицине [3,19-21] и т.д.
Включение в рассмотрение эффекта запаздывания существен-
но повышает сложность задачи, поэтому в работе ограничим-
ся рассмотрением объекта с тремя степенями свободы, что 
позволяет при практических применениях иметь работающий 
образец для исследования. 
Учитывая, что реализация современных образовательных 
программ современных образовательных стандартов невоз-
можна без применения информационных технологий [22-24], 
представленный в статье программный комплекс может быть 
использован в качестве практического средства при изучении 
дисциплин, связанных с математическим моделированием 
процессов, протекающих в динамических системах с запазды-
ванием.

Математическая модель 

В качестве примера использования программного комплекса 
для исследования устойчивости состояния равновесия систе-
мы с запаздыванием рассмотрим задачу о самовозбуждении 
крутильных колебаний в одной электромеханической системе 
(системе электрододержателей (ЭД) дуговой сталеплавильной 
печи) [26].

Р и с. 1. Эквивалентная механическая модель системы ЭД
F i g. 1. Equivalent mechanical model of electrode holder system

Для этого рассмотрим эквивалентную механическую модель 
трех ЭД, представленную на рисунке 1, на которой в качестве 
основных колебательных элементов выделены верхние части 
ЭД (горизонтальный рукав с трубошинами и электродом, 
представленные в виде твердых тел), крутильная жесткость 
стоек - в виде дискретной пружины, имеющей приведенную 
жесткость с. 
Известно [26], что природа самовозбуждающихся колебаний 
ЭД скрыта во взаимосвязи электродинамических сил, действу-
ющих на их токоведущие элементы (трубошины и электроды) 
с колебаниями упругой конструкции ЭД. С одной стороны, си-
стема ЭД подвержена воздействию электродинамических сил 
и моментов, а с другой, колебания ЭД приводят к изменению 
длин электрических дуг, что в свою очередь, приводит к изме-
нению протекающего в каждой фазе тока. 
Приведенные к центру масс электродинамические силы, дей-
ствующие на трубошины Fijmp

-  и приведенные к центру масс 
электродинамические силы, действующие на электроды Fij-
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где Ii
0  – стационарное значение силы тока в i-м проводнике,αi  

– анодно-катодное напряжение на дуге, βi  – градиент столба 
дуги, χ , R  – приведенные реактивное и активное сопротивле-
ния соответственно. Так как наибольший интерес представля-
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ет горение боковых дуг, то изменение длин горящих дуг от 
стационарного значения lg

0  с изменением обобщенных коор-
динат Θi t( ) запишем в виде ∆ Θl l tgi i

0 = −( )τ . Выражения прира-

щений приведенных электродинамических сил имеют вид:
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Известно, что электродинамические силы формируются не 
мгновенно, а с некоторым запаздыванием τ χ π= / ( ),2 fR  (где 
f  – собственная частота колебаний) являющимся постоянной 

времени электрического контура цепи.
Таким образом, математическая модель, описывающая кру-
тильные колебания верхних частей ЭД, представляет собой 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений 6-го 
порядка с запаздыванием:
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ci , bi , Ji  - приведенная жесткость, коэффициент рассеивания 
энергии, момент инерции верхней части i-го ЭД с электродом, 
∅Mijmp

- , ∅Mij-
-  - приращения моментов электродинамических 

сил относительно осей Ozi .

Построение характеристического 
уравнения 
Для исследования устойчивости состояния равновесия вос-
пользуемся методом D-разбиения [25]. Для построения харак-
теристического уравнения запишем систему уравнений [5] в 
более удобном виде:
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направленные связи по координате.

Считая, что активные и реактивные сопротивления, ано-
дно-катодные напряжения на дуге, градиент столба дуги и 
стационарные значения силы тока одинаковы во всех трех фа-
зах печи, обозначим α α α α

1 2 3
= = = , β β β β

1 2 3
= = = ,

r r r
12 23 13

2= = / , c c
13
= , c c c

12 23 13
4= = , c c A

11 33 1
= = , c A22 2= ,

σ σ
13
= , σ σ σ σ

12 23 13
2= = = .

В результате преобразований получим характеристическое 
уравнение, представляющее собой квазиполином вида:
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где P Jp bp A

1

2

1
= + + , P Jp bp A2

2
2= + + , P P

3 1
= .

Для построения D―разбиения по одному комплексному пара-
метру введем в уравнение (7) комплексный параметр w p( ) :
w p

P P
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( (
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Исходному значению квазиполинома соответствует w = −1 .
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Описание программного комплекса

Для исследования устойчивости состояния равновесия напи-
сан программный комплекс на языке C#, включающий в себя 
исполняемый файл DSP firm.EXE, в котором реализованы ин-
терфейс программы и расчеты устойчивости состояния равно-
весия, а также файл Graph2d.DLL (графический компонент).
Входными параметрами являются параметры математиче-
ской модели, по которым автоматически формируются матри-

цы моментов инерции, диссипации, жесткости и направлен-
ных связей. В процессе работы в главном окне программного 
комплекса выдаются комментарии и подсказки о требуемых 
действиях.
Режим «Помощь» включает в себя краткие сведения о про-
граммном комплексе и рекомендации по работе. 
Главное меню программного комплекса представлено на ри-
сунке 2.

Р и с. 2. Главное меню программного комплекса
F i g. 2. The software package main menu

Выбрав закладку «Параметры» можно изменять входные па-
раметры системы ЭД, а также элементы матриц моментов, 
диссипации, жесткостей и направленных связей.
В закладке «Устойчивость» строится кривая D―разбиения в 
плоскости комплексного параметра w p( ) при p i= ω , 
ω ⊂ +∞[ , )0 . Кривая для −∞ < <ω 0  получается зеркальным 
отображением построенной кривой относительно реальной 
оси. Используя правила штриховки, находится область устой-
чивости D(0).  Если точка w = −1  находится внутри области 
D(0), т.е. -1 находится слева от построенной кривой в заштри-
хованной области, то состояние равновесия устойчиво. В ре-
зультате численного эксперимента выдается сообщение об 
устойчивости или неустойчивости состояния равновесия. 
Имеется возможность изменения начального и конечного зна-
чений частоты, шага частоты и времени запаздывания.

Визуализация и анализ результатов 
численных экспериментов 
На рисунках 2 и 3 представлены результаты численных экспе-
риментов при различных значениях параметров жесткости c
[Нм], рассеивания энергии b [Нмс] и абсолютной магнитной 
проницаемости среды ∝0 . Кривая D―разбиения в плоскости 
одного комплексного параметра построена при ω ⊂ +∞[ , )0 . По 
результатам численных экспериментов построены области 
устойчивости (таблицы 1, 2).  В таблицах области устойчиво-
сти выделены желтым цветом, области неустойчивости -  си-
ним. 
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Р и с. 3. Результаты численного эксперимента
F i g. 3. Results of a numerical experiment

Р и с. 4. Результаты численного эксперимента
F i g. 4. Results of a numerical experiment
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Результаты численного эксперимента № 1 
Таблица 1. Область устойчивости при µ0 = −

1 25 10
6

. *
�=

<

Table 1. The stability region at  µ0 = −
1 25 10

6
. *

�=

<

b    \   c 3*10^7 3.5*10^7 4*10^7 4.5*10^7 5*10^7 5.5*10^7 6*10^7 7*10^7 8*10^7 3.5*10^8

3.5*10^4
6*10^4
7*10^4
7.8*10^4
8*10^4

Результаты численного эксперимента № 2 
Таблица 2. Область устойчивости при µ0 = −

0 4 10
6

. *
�=

<

Table 2. The stability region at  µ0 = −
0 4 10

6
. *

�=

<

b    \   c 3*10^7 3.5*10^7 4*10^7 4.5*10^7 5*10^7 5.5*10^7 6*10^7 7*10^7 8*10^7 3.5*10^8

3.5*10^4
6*10^4
7*10^4
7.8*10^4
8*10^4

Анализ таблиц показывает, что с ростом параметров с, b и 
уменьшением абсолютной магнитной проницаемости среды 
∝0  область устойчивости увеличивается. Увеличение параме-
тра b соответствует росту рассеиваемой энергии в системе, а 
уменьшение ∝0  приводит к уменьшению направленных свя-
зей, что способствует увеличению области  устойчивости. 
Практически ослабить направленные связи можно с помощью 
специальной магнитной защиты в виде железного экрана. Это 
приводит к сгущению линий магнитной индукции в толще 
экрана и к ослаблению поля, действующего на трубошины ЭД. 
Добиться увеличения коэффициента рассеивания энергии 
можно за счет увеличения внутреннего трения верхних частей 
стоек ЭД.

Заключение

Описанный в статье программный комплекс позволяет авто-
матизировать процесс исследования устойчивости состояния 
равновесия системы с тремя степенями свободы с запаздыва-
нием. В качестве примера использования программного ком-
плекса рассмотрена задача о самовозбуждении крутильных 
колебаний системы электрододержателей (ЭД) дуговой стале-
плавильной печи. Представлена эквивалентная механическая 
модель системы, колебания которой описываются системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений 6-го порядка с 
запаздыванием. С помощью программного комплекса постро-
ены кривые D-разбиения и получены области устойчивости 
при различных значениях параметров модели. 
Представленный в работе программный комплекс может быть 
использован в образовательном процессе при подготовке 
специалистов в области прикладной математики, а также в на-
учных исследованиях.
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