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Аннотация

При решении научных проблем важную роль играют вопросы исследования процессов, про-
текающих в химических реакторах. К процессам, имеющим важное практическое применение, 
относятся процессы промышленного получения синтетического каучука. Эксперименталь-
ные способы исследования процессов такого рода, как правило, дороги, а зачастую вообще не 
осуществимы. В этих условиях особое значение приобретает выполняемый с использованием 
компьютера вычислительный эксперимент. Одной из важных задач при изучении процессов 
является определение оптимального режима их проведения. Решение такой задачи дает воз-
можность оценить предельные показатели реальных технологий. Но, как правило, при иссле-
довании математических моделей с помощью численных методов возникает проблема реше-
ния задач, в которых часть параметров моделей задана неточно. К таким задачам относится 
и прямая задача химической кинетики, точность решения которой зависит от точности кине-
тических параметров. Как правило, кинетические параметры, к которым относятся константы 
скорости, определяются экспериментально либо при решении обратной задачи. Это означает, 
что кинетические параметры содержат погрешность, величина которой может достигать бо-
лее 20%. Поэтому при решении прямой задачи целесообразно задавать кинетические параме-
тры не числами, а интервалами. В ходе работы были разработаны алгоритмы, позволяющие 
моделировать процессы полимеризации на основе кинетического подхода и метода моментов. 
Построен алгоритм поиска интервального решения прямой кинетической задачи, который 
позволяет определить доверительный интервал изменения концентраций, участвующих в ре-
акции веществ, в условиях заданной ошибки начальных значений кинетических параметров. 
Алгоритм апробирован на процессе полимеризации бутадиена для различных каталитических 
систем. Получены кинетические кривые изменения концентраций веществ и усредненных 
молекулярных характеристик от времени полимеризации в условиях 10% неопределенности 
в кинетических данных. Создан программный комплекс, реализованный в среде Embarcadero 
Delphi, позволяющий решать задачу прямого моделирования полимеризационных процессов в 
условиях неопределенности кинетических данных. 
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Abstract

A direct problem of chemical kinetics is the calculation of the composition of a multicomponent reac-
tive mixture and the reaction rate on the basis of a mathematical model with known parameters, such 
as rate constants and initial concentrations. As a rule, the kinetic parameters are in a range of possible 
values, since they are determined on the basis of the obtained set of experimental data, which has a 
certain inaccuracy. However, when modeling chemical reactions, it is customary to use average values 
of kinetic constants, which does not guarantee the mode of functioning that occurs during operation. 
Thus, when solving the direct problem of chemical kinetics, there is a need to apply methods of interval 
analysis. The influence of uncertainty in the kinetic parameters on the solution of the direct problem 
is considered. The kinetic data is submitted in the form of intervals and is treated as an object of in-
terval analysis. The computing algorithm of receiving interval estimates of direct process modeling is 
constructed. The computing experiment on the example of process of receiving butadiene rubber on 
creation of bilateral estimates of solutions of the differential equations including interval parameters 
is made. The algorithm and software complex implemented in the Embarcadero Delphi environment 
has been developed, which allows solving the problem of direct modeling of polymerization processes 
under conditions of uncertainty of kinetic data.

Keywords: interval analysis, butadiene polymerization, kinetic model, speed constants, direct kinetic 
problem, uncertainty intervals of kinetic parameters.
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Введение

Прямая задача химической кинетики – это расчет состава 
многокомпонентной реагирующей смеси и скорости реакции 
на основе математической модели с известными параметра-
ми, такими как константы скоростей и энергии активации 
реакции. Как правило, кинетические параметры находятся в 
некотором диапазоне возможных значений, поскольку опре-
деляются на основе полученной совокупности эксперимен-
тальных данных, которым присуща определенная неточность. 
Однако при моделировании химических реакций принято ис-
пользовать средние значения кинетических констант, что не 
гарантирует режим функционировании, который возникает в 
процессе эксплуатации. Таким образом, при решении прямой 
задачи химической кинетики целесообразно задавать кинети-
ческие параметры не числами, а интервалами [1]-[8]. 
К настоящему времени разработаны приемы интервальных 
вычислений, пакеты прикладных программ и алгоритмиче-
ских макроязыков, реализующих элементы интервального 
анализа. В основе таких подходов и программ лежит замена 
арифметических операций и вещественных функций над ве-
щественными числами интервальными операциями и функ-
циями над интервальными числами. К пакетам прикладных 
программ, в которых реализуются интервальные вычисления, 
можно отнести Matlab, Maple, Scilab и др. Основным недостат-
ком пакетов является отсутствие возможности изменения 
программного кода, потребность в которой может возникнуть 
в ходе моделирования реальных химических процессов [9-13].

Основная часть

Математическая модель химического процесса представляет 
собой систему обыкновенных нелинейных дифференциаль-
ных уравнений:
y f t k yi i

' , , ,= ( )      (1)
с начальными условиями при t = 0 :

y y i ni i0 10( ) = = …, ,      (2)
где t T∈[ ]0;  – время протекания реакции, y y yn

T= …( )1, ,  – 
вектор концентраций компонентов, n  – количество реаген-
тов, k k km

T= …( )1, ,  – вектор кинетических констант.
Система (1)-(2) представляет собой задачу Коши для систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений, которая может 
быть решена, например, явным или неявным методом Рун-
ге-Кутты 4-го порядка точности. В тоже время кинетические 
константы в исследуемых процессах могут быть представле-
ны в виде интервалов: 
k k km

T= …( ) ∈1, , k ,    (3)
где k k k k R k k kj j j j j j j= 




= ∈ ≤ ≤{ }− −

, |
, j m= …1  – интер-

вальные оценки с разбросом в пределах некоторого процента 
относительно известного среднего значения, k

j−
 – нижняя гра-

ница интервала, k j  – верхняя граница интервала. Тогда метод 
Рунге-Кутты в качестве метода для решения задач прямого 
моделирования становится непригодным, так как метод не 
адаптирован к работе с интервалами.
Решение системы (1)-(2) в условиях (3) будем искать в виде
y y yn

T= …( ) ∈1, , y ,

где y y y y R y y yi
i

i i
i

i i= 




= ∈ ≤ ≤{ }

− −
, | , i n= …1 , y

i−
 – нижняя и 

yi  – верхняя границы соответствующего интервала, y  – мно-
жество допустимых решений.
Существующий эффект раскрутки или эффект Мура [14] со-
стоит в чрезмерном увеличении ширины интервального ре-
шения системы дифференциальных уравнений по сравнению 
с точным решением. Данный эффект связан с внутренними 
свойствами интервальных методов безотносительно к ошиб-
кам численных решений. Подробный обзор интервальных 
методов решения систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений содержится в работе [15-18]. 
Рассмотрим асимптотически двухсторонний метод решения 
задачи Коши, который основан на построении пары формул 
интегрирования с противоположными по знаку главными 
членами погрешности, и адаптируем данный метод для реше-
ния задач химической кинетики. 
Основную идею данного метода продемонстрируем на методе 
Рунге – Кутта. Пусть задана разностная сетка 
ωh ix ih i= = = …{ }, , ,0 1  с шагом h > 0  и две формулы Рунге – 
Кутта 3 порядка с начальным условием y0  в точке x0  [19]:
k hf x y1 0 0= ( ), ,  
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2
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( ) = + +





, ,     (4)

k hf x h y k
3

2

0 0
25

6

5

6

( ) = + +





, ,

y x h y kh
1 0 0 3( ) +( ) = + ,

y x hh
2 0( ) +( )= y k k

0
1 3

2
2

5

3

5
+ +

( )
.

Подробный вывод метода, анализ его работы и оценка погреш-
ности приведены в работе [19]. Здесь мы остановимся лишь на 
адаптации данного алгоритма для решения задач моделиро-
вания химических процессов. Приведем разработанный алго-
ритм прямого моделирования полимеризационных процессов 
в условиях неопределенности кинетических данных:
Шаг 1. На основе кинетической схемы полимеризационного 
процесса построим математическую модель в виде системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений.
Шаг 2. При помощи метода моментов преобразуем систему к 
замкнутому виду.
Шаг 3. Зададим начальные данные для исследуемого процесса: 
концентрации реагирующих веществ и интервальные кинети-
ческие константы.
Шаг 4. Решим систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений, применяя формулы (4), следующим образом. При 
известных границах асимптотически двустороннего решения 
y x( )  в некоторой точке x h∈ω  возьмем в качестве начально-

го приближения y0  сначала y x h+( ) , а затем y x h
−

+( ) , по 

формулам (4) получим два интервала: y x h1 +( )  и y x h2 +( ) , 
интервальная оболочка которых дает асимптотически двусто-
роннее решение y x h+( ) . Выбирая в качестве x h h= …0 2, , , , 
вычислим асимптотически двусторонние оценки y x( )  в 
остальных узах сетки ωh .
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Полученные результаты

Применим построенный алгоритм при проведении вычисли-
тельного эксперимента полимеризации бутадиена. Процес-
сы полимеризации на сегодняшний день являются наиболее 
востребованными исследовательскими процессами в связи с 
их повсеместной распространенностью и большими возмож-
ностями использования. Применение бутадиеновых синте-
тических каучуков нашло себя в различных отраслях науки 
техники: они не ограничиваются только шинной промышлен-
ностью, их используют и в медицине, и при производстве бы-
товой техники, и в других областях. 
Кинетическая схема рассматриваемого процесса включает 
следующие элементарные стадии: 
Зарождение активных центров: 

I
ki P → 0.

Рост цепи: 

Pi M
kp Pi+  → +1

0 ≤ ≤ ∞i .

Передача цепи на мономер М: 

Pi M
km Qi P i+  → + ≤ ≤ ∞

1
2, .

Передача цепи на алюминийорганическое соединение А:
Pi A

ka Qi P i+  → + ≤ ≤ ∞
1

2, .

Гибель активных центров: 
Pi

kd Qi i → ≤ ≤ ∞, ,2

где M  – молекулы мономера, А – молекулы алюминийоргани-
ческого соединения, I  – молекулы инициатора, Pn Qn,  – ак-

тивные и неактивные цепи полимера длиной n, соответствен-
но, содержащие n звеньев M  мономера, ki k p km ka kd, , , ,  

– константы элементарных стадий инициирования, роста 
цепи, передачи цепи на мономер, на алюминийорганическое 
соединение и гибели активных центров соответственно.
На основе данной кинетической схемы полимеризации бута-
диена построена математическая модель, приведенная к зам-
кнутому типу с помощью метода статистических моментов  
первого и второго порядка[20-22]:

d I
dt

ki I
[ ]

= − [ ],

d P

dt
fki P kp M P0

0 0





 = [ ]− [ ][ ],

d P

dt
k p P km M ka A kd P1

1 0 0 1





 = − [ ]+






[ ]+ [ ] − [ ]µ µ ,

d M
dt

kp km M P kp km M[ ]
= − +






[ ][ ]− +






[ ]1 0µ ,

d Q

dt
km M P ka A P kd P ,1

1 1 1





 = [ ][ ]+ [ ][ ]+ [ ]

d A
dt

ka A P ka A ,[ ]
= − [ ][ ]− [ ]1 0µ    

(5)

d
dt

k p M P km M ka A kd
µ

µ0
1 0= [ ][ ]− [ ]+ [ ]+( ) ,

d
dt

k p M P km M ka A kd
µ

µ µ1
0 1 11= +( ) [ ][ ]− [ ]+ [ ]+( ) ,

d
dt

k p M P kp M km M ka A kd
µ

µ µ µ µ2
1 22

2
1 0

= + +( ) [ ][ ]− [ ]− [ ]− [ ]−





 ,

d

dt
km M ka A kd

η
µ0

0= [ ]+ [ ]+( ) .

d

dt
km M ka A kd

η
µ1

1= [ ]+ [ ]+( ) .

d

dt
km M ka A kd

η
µ2

2= [ ]+ [ ]+( ) .

Исходные данные могут быть представлены в виде: 

I I0
0

( )







 = ( )  , M M0

0
( )







 = ( )  , R 0

0
( )







 = ,

 

P
1

0
0

( )







 = ,

 Q
1

0
0

( )







 = , µ ηk k k0 0 0 0 0 1 2( ) = ( ) = =, , , , . (6)

Результатом решения прямой кинетической задачи (5)-(6) явля-
ются зависимости изменения молекулярных характеристик об-
разующегося полимера от времени полимеризации: среднечис-
ленной Mn  и среднемассовой молекулярных масс Mw  [23].

Величина Mn  определяет среднюю молекулярную массу по-
лимера и называется среднечисленной молекулярной массой. 
Она рассчитывается по следующей формуле:

Mn t m
t t

t t
( ) =

( ) + ( )
( ) + ( )

µ η

µ η
1 1

0 0

,
    (7)

где m  - молекулярная масса мономера.

Если параметр Mn  характеризует, как правило, низкомолеку-
лярную часть молекулярно-массового распределения, то пара-
метр Mw  - среднюю часть распределения молекулярной мас-
сы и рассчитывается по формуле:

Mw t m
t t

t t
( ) =

( ) + ( )
( ) + ( )

µ η

µ η
2 2

1 1

,

    (8)

где m  - молекулярная масса мономера.

В качестве начальных концентраций веществ каталитической 
системы NdCl3

.3ТБФ-ТИБА [24, 25] примем вырожденные ин-
тервалы, т.е. представим дискретные значения начальных 
концентраций через интервалы, ширина которых равна нулю: 
CM

0
1 5 1 5

( ) = [ ]. ; . моль/л,

CA
0 2 23 10 3 10
( ) − −= ⋅ ⋅ ; моль/л,

CNd
0 3 310 10
( ) − −=  ; моль/л.

Время протекания реакции также представим в виде интерва-
ла t∈[ ]0 100; .
Графическое двустороннее решение прямой задачи для процес-
са получения бутадиенового каучука на рис. 1 (сплошная линия 
– решение при средних значениях параметров; пунктирные ли-
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нии – двустороннее решение задачи). Ширина полученных ин-
тервалов молекулярных характеристик характеризует степень 
влияния констант скорости реакции на молекулярные характе-
ристики.  Чем шире рассчитанный интервал, тем большее влия-
ние оказывает константа на данную характеристику.  

а) Зависимость среднечисленной молекулярной массы от продолжитель-
ности полимеризации

б) Зависимость среднемассовой молекулярной массы от продолжительно-
сти полимеризации

в) Зависимость конверсии мономера от продолжительности полимеризации
Р и с. 1. Двусторонние ограничения решения прямой задачи полимериза-

ции бутадиена в условиях 10% неопределенности в кинетических данных
a) Dependence of number average molecular weight on the duration of polymerization

b) The dependence of the mass-average molecular weight on the duration of 
polymerization

c) Dependence of monomer conversion on polymerization duration
F i g. 1. Bilateral constraints on the direct polymerization of butadiene under 

10% uncertainty in kinetic data

Заключение

Таким образом, в работе построен алгоритм поиска интерваль-
ного решения прямой кинетической задачи, который позволя-
ет определить доверительный интервал изменения концен-
траций, участвующих в реакции веществ, в условиях заданной 
ошибки начальных значений кинетических параметров. На 
основе математического обеспечения для решения жест-
ких и нежестких систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, описывающих процессы полимеризации, постро-
ен комплекс программ, реализованный в среде Embarcadero 
Delphi. Комплекс программ позволяет определить усреднен-
ные молекулярные характеристики полимера и построить 
двусторонние оценки решения прямой задачи в условиях 
неопределенности кинетических данных. Вычислительные 
эксперименты проводились в центральной заводской лабора-
тории ОАО «Синтез-Каучук» (г. Стерлитамак, Республика Баш-
кортостан) и лаборатории физико-химических исследований 
полимеров БашГУ. Разработанный программный комплекс 
может применяться в проектных организациях нефтехимиче-
ского профиля и высших учебных заведениях.
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