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Аннотация

Ресурсные системы массового обслуживания, в которых клиентам требуется устройство и слу-
чайное количество ресурсов на время их обслуживания, доказали свою эффективность при ана-
лизе производительности современных беспроводных сетей, систем облачных вычислений и 
технических устройств. Однако исследование таких систем требует сложных аналитических 
вычислений. В этой статье мы предлагаем комбинацию методов: модификация метода много-
мерного динамического просеивания и метод асимптотического анализа в условии растущей 
интенсивности входящего потока для исследования ресурсных систем массового обслужива-
ния. Полученные приближенные результаты сравниваются с результатами имитационного мо-
делирования исходной модели, демонстрируется высокая точность аппроксимации, находится 
рекомендуемое значение ограничения на предоставляемый ресурс в системе и вероятность 
отказа в обслуживании.
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Abstract

Resource queue is a system where customers require a device and a random resources amount during 
their service. This queue have proven their effectiveness in analyzing the performance of modern wire-
less networks, cloud computing systems and technical devices. However, the study of such systems re-
quires complex analytical calculations. In this article, we propose a combination of methods: the modi-
fication of the multidimensional dynamic screened method and the asymptotic analysis method under 
growing arriving intensity condition for the resource queue study. The obtained approximate results 
are compared with the simulation results, high approximation accuracy is demonstrated, and the rec-
ommended value of the restriction on the resource in the system and the rejection probability are 
found.
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Введение

Интерес к исследованию ресурсных систем массового об-
служивания (РСМО) обуславливается возможностью их при-
менения при моделировании современных технических 
устройств, сетей передачи данных нового поколения и вычис-
лительных систем, в том числе систем облачных вычислений. 
Очевидно, что ресурсы физических объектов, в том числе ра-
диоресурсы в сетях передачи данных являются ограниченны-
ми, то есть поступившее требование теряется, если в системе 
недостаточно ресурса для ее обслуживания. Однако, далеко не 
во всех случаях можно получить адекватные аналитические 
результаты. В связи с этим, группа авторов этой статьи пред-
лагает способы исследования математических моделей РСМО 
без отказов, то есть с неограниченным объемом ресурса и нео-
граниченным числом приборов. С помощью полученного ре-
зультата нетрудно оценить объем достаточного количества 
ресурса в системах, оценить вероятность потери и минимизи-
ровать ее. Вернемся к этому вопросу в конце статьи.

Рост популярности услуг беспроводных сетей обуславли-
вает необходимость создания новых подходов к оцениванию 
качества услуг телекоммуникационных операторов [1, 2]. В 
этих сетях каждое активное соединение требует определен-
ное количество каждого из радиоресурсов, которые заведомо 
ограничены, предоставляются требованию в момент его по-
ступления (вызов, сообщение, видеозапись) и освобождаются 
в момент окончания соединения [3]. Объем требуемых ресур-
сов определяется заранее заданным распределением вероят-
ностей, которое может учитывать особенности различных 
схем распределения радиоресурсов при анализе производи-
тельности беспроводных сетей [4-5]. Моделирование беспро-
водных сетей связи с помощью РСМО, начиная с [6–8], пред-
ставлено большим количеством публикаций. Однако, большая 
часть результатов получена в упрощающих предположениях: 
детерминированные запросы к ресурсам, экспоненциально 
распределенное время обслуживания, простейший входящий 
поток, простейшая конфигурация СМО, что связано со сложно-
стью построения соответствующих случайных процессов (см. 
работы [9-12] и обзор в них).

Кроме того, РСМО, в которых клиентам требуется сервер 
и определенное количество ресурсов на время их обслужива-
ния, позволяют моделировать любые особенности распреде-
ления ресурсов в современных беспроводных сетях. Включе-
ние сигналов, запускающих процедуры перераспределения 
ресурсов, дает возможность учитывать мобильность абонен-
тов [13-15]. Технология многоадресной передачи предлагает 
возможное решение проблемы передачи одних и тех же дан-
ных на ряд устройств, что приводит к значительному улучше-
нию спектральной эффективности и пропускной способности 
беспроводной сети. Поскольку в многоадресном режиме одна 
и та же полоса частот используется для нескольких устройств, 
скорость передачи данных может достигнуть более высоких 
значений по сравнению с одноадресным режимом, где для 
каждого устройства выделяется только небольшая отдельная 
полоса частот [16]. Одновременное обслуживание на разных 
станциях моделируется с помощью РСМО с параллельным об-
служиванием, последовательное обслуживание на разных 
станциях – с помощью многофазных РСМО [17-18]. А также 
возможность учитывать неоднородность запросов [10,19] и их 
требования к множеству ресурсов [20-21].

Что касается облачных вычислений, эта технология ста-
новится все более и более популярной, обеспечивая эффектив-
ное распределение ресурсов при предоставлении IT-услуг [22]. 
Каждый пользователь системы запрашивает некоторое коли-
чество ресурса для выполнения вычислительных операций. 
Если система перегружена, то пользователю необходимо 
ждать, пока какие-либо другие запросы не будут обработаны, 
либо он и вовсе покинет систему, не дождавшись обслужива-
ния. По мере развития облачных вычислений появляются по-
ставщики, предлагающие свои услуги с разным качеством и по 
разным ценам. Это требует новых инструментов и механизмов 
для анализа производительности системы на предмет соот-
ветствия предложений требованиям [23-24].

Данная статья организована следующим образом: в раз-
деле 1 описывается математическая модель системы передачи 
данных в виде двухфазной РСМО с копированием заявки на 
второй фазе, предлагается модификация метода многомерно-
го динамического просеивания для построения системы инте-
гро-дифференциальных уравнений. В разделе 2 с помощью 
предложенной модификации записывается искомое уравне-
ние. В разделе 3 предлагается решать полученное уравнение 
методом асимптотического анализа, его результаты приведе-
ны в виде формулировки теоремы о виде допредельной харак-
теристической функции многомерного распределения веро-
ятностей. Имитационному моделированию, анализу точности 
аппроксимации и оценки вероятности потери запросов в си-
стеме посвящен раздел 4.

1. Постановка задачи

Рассмотрим систему массового обслуживания с копиро-
ванием заявки на второй фазе, на вход которой поступает ре-
куррентный поток заявок, заданный функцией распределе-
ния вероятностей длин интервалов между моментами 
наступления событий A(z).

Дисциплина обслуживания определяется следующим об-
разом. Заявка, поступившая в систему, занимает любой сво-
бодный прибор на первой фазе и требует для обслуживания 
случайное количество некоторого ресурса G0(ν) и обслужива-
ется в течение случайного времени, имеющего функцию рас-
пределения B0(x). После обслуживания на первой фазе, заявка 
переходит на вторую и обслуживается на первом блоке в тече-
ние случайного времени с функцией распределения B1(x), а 
также копируется на второй блок, где обслуживается с функ-
цией распределения B2(x). Также, заявка требует случайное 
количество некоторого ресурса на первом блоке с функцией 
распределения G1(ν) и на втором с G2(ν). По окончании обслу-
живания заявка покидает систему, освобождая все занятые 
приборы и ресурсы. Количество занимаемых ресурсов и время 
обслуживания не зависят друг от друга.

Пусть Vi(t) – суммарный объем занятого ресурса в систе-
ме в момент времени t, где i = 0, 1, 2. Поставим задачу нахожде-
ния характеристик многомерного случайного процесса 
{V0(t), V1(t), V2(t)}. Отметим, что исследуемый процесс не явля-
ется марковским. Для его исследования применим метод мно-
гомерного динамического просеивания [25].

Изобразим четыре параллельных оси времени. Ось «GI» 
будет отображать события входящего потока, ось под номером 
0 будет соответствовать первому просеянному потоку, ось под 
номером 1 второму, ось под номером 2, соответственно, треть-
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ему просеянному потоку. Зафиксируем произвольный момент 
времени T.

Пусть имеется набор функций S t S t S t S t
0 1 2 12
( ), ( ), ( ), ( ) , зна-

чения которых лежат в диапазоне [0,1] и обладают свойством 
S t S t S t S t

0 1 2 12
1( ) ( ) ( ) ( )+ + + ≤ , для любых t.

Событие входящего потока может просеяться только на 
одну из трех осей 0, 1, 2, либо на оси 1 и 2 одновременно, либо 
ни на одну. Вероятность того, что заявка входящего потока, по-
ступившая в систему в момент времени t t> 0 :

− сформирует событие потока на оси 0, т.е. к моменту вре-
мени T не закончит обслуживание на первой фазе, равна

	 S t B T t
0 0

1( ) ( )= − − ;

− сформирует событие потока на оси 1, т.е. к моменту вре-
мени T закончит обслуживание на первой фазе, на втором бло-
ке второй фазы и не закончит на первом блоке второй фазы, 
равна

	 S t B B T t B T t x B T t x dB x
T t

1 2 0 1 2 0

0

( ) ( * )( ) ( ) ( ) ( )= − − − − − −
−

∫ ;

− сформирует событие потока на оси 2, т.е. к моменту вре-
мени T закончит обслуживание на первой фазе, на первом бло-
ке второй фазы и не закончит на втором блоке второй фазы, 
равна

	 S t B B T t B T t x B T t x dB x
T t

2 1 0 1 2 0

0

( ) ( * )( ) ( ) ( ) ( )= − − − − − −
−

∫ ;

− сформирует события потока на осях 1 и 2, т.е. к моменту 
времени T закончит обслуживание на первой фазе, и будет на-
ходиться на двух блоках второй фазы одновременно, равна

	
S t B T t B B T t B B T t B T t x B

T t

12 0 1 0 2 0 1 2

0

( ) ( ) ( * )( ) ( * )( ) ( ) (= − − − − − + − −
−

∫ TT t x dB x− − ) ( )
0

;

Обозначим Wi(t)  – суммарный объем занятого ресурса 
просеянными заявками на i-й оси (i = 0, 1, 2). Нетрудно пока-
зать, что

	
P V T z V T z V T z P W T z W T z W T z

0 0 1 1 2 2 0 0 1 1 2 2
( ) , ( ) , ( ) ( ) , ( ) , ( )< < <{ } = < < <{ }} , (1)

для любых z z z
0 1 2

0 0 0> > >, ,  . Будем использовать равен-
ство (1) для исследования процесса {V0(t), V1(t), V2(t)} с помо-
щью процесса {W0(t), W1(t), W2(t)}.

2. Система интегро-дифференциальных уравнений Кол-
могорова

Добавим компоненту z(t) – остаточное время от момента 
t до момента наступления следующего события во входящем 
рекуррентном потоке, к процессу {W0(t), W1(t), W2(t)}, тогда по-
лученный четырехмерный процесс будет являться марков-
ским. Введем обозначение для его распределения вероятно-
стей

P z z z z t P z t z W t z W t z W t z, , , , , ( ) , ( ) , ( )
0 1 2 0 0 1 1 2 2( ) = ( ) < < < <{ } .

Для этого распределения составим Δt-методом прямую 
систему интегро-дифференциальных уравнений Колмогоро-
ва.

∂ ( )
∂

=
∂ ( )

∂
+
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∂
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Начальное условие для решения P z z z z t, , , ,
0 1 2( )  в момент 

времени t0 определим в виде
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где r(z) – стационарное распределение вероятностей слу-
чайного процесса z(t).

Введем частичные характеристические функции вида:
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,

где j = −1  – мнимая единица.

Тогда можем переписать (2) в виде следующих инте-
гро-дифференциальных уравнений:
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, с начальным условием

	 h z v v v t r z, , , ,
0 1 2 0( ) = ( ) ,			         (4)

3. Метод асимптотического анализа

Так как прямое решение уравнения (3) не представляется 
возможным, то для решения задачи (3)–(4) воспользуемся ме-
тодом асимптотического анализа [26] в условии растущей ин-
тенсивности входящего потока. Запишем функцию распреде-
ления вероятностей длин интервалов между событиями 
входящего потока как A(Nz), где N → ∞ некоторый теоретиче-
ский параметр, используемый в теоретических выкладках 
асимптотического анализа. Тогда можно записать:
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с начальным условием (4).
Теорема. Допредельная характеристическая функция 

распределения вероятностей случайного процесса 
z t W t W t W t( ) ( ) ( ) ( ){ }, , ,

0 1 2
 имеет вид:
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где κ λ σ= −( )3 2 2a , a и σ2  – математическое ожидание и 
дисперсия случайной величины с функцией распределения 
A(z), a2

(i) – вторые начальные моменты случайных величин с 
функцией распределения вероятностей Gi(y).

Следствие. Полагая t = T, t0 → − ∞, учитывая (1), получим 
допредельную характеристическую функцию стационарного 
трехмерного распределения вероятностей суммарного объе-
ма занятых ресурсов на каждом блоке системы, которая совпа-
дает с характеристической функцией трехмерного гауссовско-
го распределения с вектором математического ожидания:
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где
	

b B d B d

b B B B

0 0

0

0 0

2

0

1 0 1 0

1 1= − ( )( ) = − ( )( )

= ( ) − ∗( )( )( )

∞ ∞

∫ ∫τ τ β τ τ

τ τ

, ,

dd B B B d

b B B B d

τ β τ τ τ

τ τ τ

0

1 0 1 0

2

0

2 0 2 0

∞ ∞

∫ ∫= ( ) − ∗( )( )( )

= ( ) − ∗( )( )( )

, ,

00

2 0 2 0

2

0

01 0 0 1 0
1

∞ ∞

∫ ∫= ( ) − ∗( )( )( )

= − ( )( ) ( ) − ∗(

, ,β τ τ τ

β τ τ

B B B d

B B B B ))( )( ) = − ( )( ) ( ) − ∗( )( )( )

=

∞ ∞

∫ ∫τ τ β τ τ τ τ

τ

d B B B B d

b B

0

02 0 0 2 0

0

012

1, ,

( )) ( * )( ) ( * )( ) ( ) ( ) ( )− − + − −








∫

∞

B B B B B x B x dB x
1 0 2 0 1 2 0

00

τ τ τ τ
τ

∫∫

∫= ( ) − ∗( )( )( ) ( ) − ∗( )( )( )
∞

d

B B B B B B d

τ

β τ τ τ τ τ

,

12 0 1 0 0 2 0

0

,

4. Численный анализ точности 
асимптотических результатов

Пусть входящий рекуррентный поток задан функцией 
распределения длин интервалов, которая соответствует рав-
номерному на [0,5N;1,5N] распределению, (при N →∞ , полу-
чаем асимптотическое условие растущей интенсивности вхо-
дящего потока). Время обслуживания имеет гамма 
распределение с параметрами α β

0 0
0 5= = , ; α β

1 1
1 5= = , ; 

α β
2 2

2 5= = , .

Ресурсы имеют равномерное распределение в диапазоне: 
[0;3] для первой фазы, [0;2] для первого блока второй фазы, 
[0;1] для второго блока второй фазы. Проведем серию экспе-
риментов, увеличивая значения N, и сравним асимптотиче-
ские распределения с эмпирическими, используя расстояние 
Колмогорова: ∆ = −max ( ) ( )x F x G x , где F(x) – допредельная 
гауссовская функция распределения, а G(x) – эмпирическая.

В таблице 1 приведены значения расстояний Колмогоро-
ва между асимптотическими и эмпирическими функциями 
распределения суммарных объемов занятых ресурсов на трех 
блоках системы (Δ0, Δ1, Δ2). Заметим, что точность аппроксима-
ции увеличивается с ростом интенсивности входящего потока 
N, а рисунок 1 демонстрирует это. Аналогичный вывод можно 
сделать и для совместного распределения, как показано в та-
блице 1 (Δ12) и на рисунке 2. Такие же результаты были получе-
ны и для других пар двумерных распределений вероятностей.

Таблица 1. Расстояния Колмогорова
Table 1. Kolmogorov Distances

N 1 3 5 7 10 20 50 100
Δ0 0,372 0,118 0,065 0,044 0,031 0,019 0,012 0,008
Δ1 0,374 0,102 0,056 0,040 0,030 0,020 0,013 0,009
Δ2 0,367 0,115 0,062 0,042 0,028 0,018 0,011 0,008
Δ12 0,374 0,118 0,068 0,046 0,031 0,019 0,012 0,008

А) N = 10

Б) N = 100 
Р и с. 1. Распределение вероятностей суммарного объема занятого ресурса 

на каждом блоке системы (‘theoretical’ – гауссовское, ‘simulation’ – 
эмпирическое)

F i g. 1. The probability distribution of the total volume of the occupied resource 
on each block of the system 

(‘Theoretical’ - Gaussian, ‘simulation’ - empirical)
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А) N = 10

Б) N = 100
Р и с. 2. Совместное распределение вероятностей суммарного объема 
занятого ресурса для первого и второго блоков второй фазы системы 

(фиолетовые точки – эмпирическое, зеленые линии – гауссовское)
F i g. 2. The joint probability distribution of the total volume of the occupied 

resource for the first and second blocks of the second phase of the system 
(purple dots - empirical, green lines - Gaussian)

Выполним оценку вероятности потери. Несмотря на то, 
что в этой работе РСМО аналитически исследовалась без отка-
зов в обслуживании, как уже упоминалось во введении, в тех-
нических устройствах запасы ресурса ограничены. Необходи-
мо определить размер предоставляемого ресурса таким 
образом, чтобы вероятность потери была минимальной. По-
скольку аппроксимирующее распределение является гауссов-
ским, воспользуемся известным правилом «трех сигм» 
(3-sigma rule): вероятность того, что случайная величина от-
клонится от своего математического ожидания более, чем на 
три среднеквадратических отклонения, практически равна 
нулю. Проверим данное предположение следующим образом: 
в имитационной модели установим ограничение на объем 
предоставляемого ресурса в количестве «математическое 
ожидание + 3 * среднеквадратическое отклонение» из (6) и (7). 
Тогда, когда запрос на ресурс больше, чем количество свобод-
ного ресурса в системе, требование получит отказ. Посчитаем 
количество требований, получивших отказ, разделим на коли-
чество моделируемых событий в системе, получим статисти-
ческую вероятность потери. В наших экспериментах для раз-
личных значений параметра интенсивности N (в том числе 
для 1, т.е. когда интенсивность поступления совпадает с ин-
тенсивностью обслуживания), мы получили вероятность от-
каза 0,004. По запросу поставщика услуг эту вероятность не-
трудно уменьшить, увеличивая ограничение на объем буфера.

Заключение

Была исследована бесконечнолинейная ресурсная СМО с 
неограниченным числом приборов, с копированием заявки на 
второй фазе системы и с входящим рекуррентным потоком. С 
помощью метода асимптотического анализа показано, что со-
вместное асимптотическое распределение вероятности сум-
марного объема занятого ресурса на каждой фазе системы схо-
дится к трехмерному гауссовскому распределению в 
асимптотическом условии растущей интенсивности входяще-
го потока.
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