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Аннотация

В данной работе мы рассматриваем математическую модель восстанавливаемой резервиро-
ванной системы передачи данных как модель замкнутой неоднородной системы холодного 
дублирования с одним ремонтным устройством, с произвольным числом источников данных 
с экспоненциальной функцией распределения времени безотказной работы и произвольной 
функцией распределения времени ремонта её элементов. Мы изучаем надежность системы, 
определяемую как стационарную вероятность безотказной работы системы. Предлагаемая 
аналитическая методология позволила оценить надежность всей системы при отказе её от-
дельных элементов. Получены явные аналитические и асимптотические выражения для стаци-
онарных вероятностей состояний системы и стационарной вероятности безотказной работы 
системы, которые позволяют анализировать другие операционные характеристики системы 
относительно производительности резервных элементов. Были выбраны следующие распре-
деления времени ремонта элементов: Экспоненциальное (M), Вейбулла-Гнеденко (GW), Парето 
(PAR), Гамма (G) и Логнормальное (LN) для анализа и сравнения результатов. Также изучалась 
проблема анализа чувствительности характеристик надежности рассматриваемой системы к 
видам распределений времени ремонта. Полученные формулы показали наличие явной зави-
симости этих характеристик от типов функций распределения времени восстановления эле-
ментов системы. Однако численные исследования и анализ построенных графиков показали, 
что эта зависимость становится исчезающе малой при «быстром» восстановлении элементов 
системы.
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Abstract

In this work, we consider the mathematical model of the repaired data transmission system as a model 
of a closed heterogeneous cold standby system with one repair device with an arbitrary number of 
data sources with an exponential distribution function of uptime and an arbitrary distribution function 
of the repair time of its elements. We study the reliability of the system, defined as the steady-state 
probability of failure-free system operation. The proposed analytical methodology made it possible 
to evaluate the reliability of the entire system in case of failure of its elements. Explicit analytic and 
asymptotic expressions are obtained for the steady-state probabilities of system and the steady-state 
probability of failure-free system operation. The problem of analyzing the sensitivity of the reliability 
characteristics of the system under consideration to the types of repair time distributions was also 
studied. The obtained formulas showed the presence of a clear dependence of these characteristics on 
the types of distribution functions of the recovery time of system elements. However, numerical studies 
and analysis of the constructed graphs showed that this dependence becomes vanishingly small with a 
“quick” restoration of system elements.
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Введение и мотивация

Ранее в [1] была изучена модель надежности однородной 
системы передачи данных облегчённого (теплого) резерви-
рования с произвольным распределением времени восста-
новления используя подход имитационного моделирования; 
где были получены значения относительной скорости вос-
становления, при котором достигается заданный уровень 
надежности с относительно небольшим превышением сред-
них значений времени безотказной работы на время ремонта, 
кроме случаев, когда время ремонта системы распределено 
по закону Вейбулла-Гнеденко; представлены графики зави-
симости вероятности безотказной работы системы и графики 
равномерной разности результатов имитационной модели 
для разных распределений в зависимости от относительной 
скорости восстановления. В [2-3] было показано, что не всегда 
можно получить явные аналитические выражения для стаци-
онарного распределения рассматриваемой системы передачи 
данных с холодным резервом. Имитационная модель позволи-
ла исследовать надежность системы, определяемую как ста-
ционарную вероятность безотказной работы системы, а также 
получить оценки характеристик надежности системы; также 
численное исследование и анализ графиков показали, что эта 
зависимость становится исчезающе малой при «быстрым» 
восстановления, то есть относительно скорости роста восста-
новления.
В [4] был сфокусирован анализ надежности общих систем с 
би-неопределенными переменными. Где предполагается, что 
время жизни компонентов системы имеет независимые и неи-
дентичные распределения неопределенности с неопределен-
ными параметрами. Функции надежности и среднее время до 
отказа общих систем исследуются в соответствии с теорией не-
определенности. Установлены и проанализированы базовые 
модели общих систем с би-неопределенными переменными, 
включая последовательные, параллельные и последователь-
но-параллельные системы. Представлены явные выражения 
функции надежности и среднего времени до отказа каждой 
модели. Приведены некоторые числовые примеры, иллюстри-
рующие применение разработанных моделей и сравнение 
моделей с неопределенными и би-неопределенными перемен-
ными. В [5] исследована параллельная восстанавливаемая си-
стема. Система, состоящая из двух одинаковых компонентов и 
ремонтника с одним отпуском, в котором предполагается, что 
срок службы компонента удовлетворяет экспоненциальному 
распределению, а время ремонта компонента и время отпуска 
ремонтника следуют за произвольным распределением, в то 
время как ремонтник занимает отпуск в начале. Приводится 
математическая модель с помощью дифференциальных урав-
нений в частных производных. В [6] исследована двух ремонт-
ная система с холодным резервированием, обслуживаемая ре-
монтником. Система выходит из строя из-за внутренних фак-
торов или внешних шоков. Предположим, что шоки приходят 
по ступенчатому пуассоновскому процессу, интенсивность ко-
торой (которая) изменяется относительно (в зависимости от) 
количества отказов рабочего компонента. Ремонт после сбоя 
несовершенен. Используя метод дополнительных переменных 
и векторную теорию марковских процессов, мы получаем важ-
ный показатель надежности системы. По теореме о продлении 
вознаграждения, оптимальная-ная политика замещения N ∗ 
определяется путем минимизации средней стоимости систе-

мы. Численные примеры представлены для проверки теоре-
тических результатов. В [7] Ying Liu, Zhigang Qu and Xiaozhong 
Li изучали моделирование надежности для ремонтируемых 
систем со стохастическим временем жизни и произвольным 
(неопределенным) временем ремонта. Устанавливаются мате-
матические модели надежности восстанавливаемых последо-
вательных систем, восстанавливаемых параллельных систем, 
восстанавливаемых последовательно-параллельных систем и 
восстанавливаемых параллельных последовательных систем, 
соответственно. Кроме того, получены формулы показателей 
надежности каждой ремонтируемой системы. Наконец, неко-
торые числовые примеры представлены для иллюстрации 
расчета показателей надежности. Также в [8] авторы иссле-
довали математические модели надежности ремонтируемых 
систем с произвольным временем жизни и временем ремонта. 
Здесь время жизни и время ремонта типичных ремонтируе-
мых систем предполагаются произвольным переменными. На 
основе вышеизложенных предположений устанавливаются 
математические модели произвольным надежности простых 
восстанавливаемых систем рядов, простых восстанавливае-
мых параллельных систем, простых восстанавливаемых после-
довательно-параллельных систем и простых ре-монтируемых 
систем параллельных рядов, соответственно. Предлагаются 
такие показатели надежности, как стационарная доступность 
состоянии, стационарная частота отказов состоянии, среднее 
время наработки и среднее время отказа. Наконец, некоторые 
числовые примеры приведены для иллюстрации.
В серии предыдущих исследований [9-12] были соответствен-
но изучены моделирование надежности: статистический под-
ход; моделирование надежности системы; Модели надежно-
сти и моделирование надежности и приложений. Далее сооб-
щалось в [13], что для анализа надежности систем холодного 
резерва применяется альтернативный подход на основе функ-
ции восстановления матрицы. В связи с этим, один сервер с 
двумя идентичными единицами системы холодного резерва 
с несовершенным коммутатором рассматривается как полу-
марковский процесс с тремя состояниями. Кроме того, в [14-
16] другие авторы сосредоточились на «анализе надежности 
системы холодного резерва».
В этой статье мы собираемся изучить модель замкнутой не-
однородной холодного резерва с одним устройством восста-
новления, произвольным числом источников данных, с экспо-
ненциальной функцией распределения времени безотказной 
работы и произвольной функцией распределения времени 
восстановления его элементов используя математического 
подхода.

Математическое моделирование: 
Описание модель и постановка задачи
Мы рассматриваем замкнутую неоднородную дублированную 
систему холодного резервирования с экспоненциальной функ-
цией распределения времени безотказной работы и произ-
вольной функцией распределения времени ремонта её эле-
ментов, который, согласно измененным обозначениям Кен-
далла [17], будет обозначаться как < >M GI2 1/ / . Система состо-
ит из двух разнотипных каналов передачи данных с одним ре-
монтным устройством. В данной работе будет рассмотрена 
зависимость вероятности безотказной работы системы от от-
носительной скорости восстановления. Кроме того, система 
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удовлетворяет следующим предположениям:
Предположение 1: первоначально, работает в системе только 
один элемент (основный элемент) с п риоритетом обслужива-
ния и восстановления.  
Предположение 2: при работе основного элемента, второй эле-
мент находятся в холодном резерве.
Предположение 3: резервный элемент участвует в функцио-
нировании системы только после отказа основного.
Мы можем разделить систему на следующие состояния:
Сос тояние 0 0*,( ) : основный 0*( )  элемент работает с приори-
тетом обслуживания, второй в холодном резерве;
Состояние 1 0*,( ) : основный элемент отказал и находится в ре-
монте, второй – работает;
Состояние 1 1*,( ) : оба элемента отказали, основный элемент 
находится в ремонте с приоритетом восстановления, второй 
ждёт своей очереди на ремонт; 
Состояние 0 1*,( ) : основный элемент работает, второй нахо-
дится в ремонте; 
Ставится задача нахождения явных аналитических выраже-
ний для стационарного распределения вероятностей состоя-
ний системы и для стационарной вероятности безотказной 
работы системы как в общем случае, так и для некоторых част-
ных случаев распределений. Для этого рассмотрим случайный 
процесс v t( )  число отказавших элементов системы в момент 
времени t ,
и множество состояний системы 
ε = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) ={ }0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 2*, , *, , *, , *, . Для марковиза-
ции этого процесса, то есть для описания поведения системы с 
помощью Марковского процесса (МП) [18], введём дополни-
тельную переменную x t R( )∈ −+

2  время, затраченное в момент 
t  на ремонт отказавшего элемента, и воспользуемся расши-
ренным пространством состояний E R= × +ε 2 . В результате по-
лучим двумерный [19] процесс v t x t( ) ( )( ),  с расширенным 
пространством состояний E x x x= ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 1 0 0 1 1 1*, , *, , , *, , , *, , .   
Предположим, что элементы системы функционируют незави-
симо друг от друга и введем следующие обозначения [2]:
Ai − случайная величина (с.в.), время до отказа основного эле-

мента, i =1 2, ;
B − с.в., время восстановления отказавшего элемента;

A xi ( ) −функция распределения (ФР) с.в. Ai , i =1 2, ;

B x( ) −функция распределения (ФР) с.в. B ;

b x( ) −плотность распределения (ПР) с.в. B ; 

b s e b x dxsx
 ( ) = ( ) −−

∞

∫
0

преобразование Лапласа (ПЛ) плотности 

b x( ) ;
EAi − среднее время безотказной работы элемента; 
EB − среднее время ремонта отказавшего элемента;

ρ = −EA
EB

2 относительная скорость восстановления;

β x
b x
B x

( ) = ( )
− ( )

−
1

условная ПР остаточной длительности ремон-

та элемента, находящегося в ремонте время t  (интенсивность 
восстановления [21]);
 λi − параметр экспоненциального распределения времени 
безотказной работы элемента, i =1 2, .

Обозначим через p t0 0*, ( )  вероятность того, что в момент вре-
мени t  система находится в состоянии i = ( )0 0*, , и через 
p t xi j*, ,( ) −ПР (по непрерывной компоненте) вероятностей 

того, что в момент времени t  система находится в состоянии 
i j= =( )0 1 0 1, ; , , и время, затраченное на ремонт отказавшего 

элемента, находится в интервале x x dx, +( ) ,
p t p v t0 0 0*, ( ) = ( ) ={ } ,

p t x dx p v t x x t x dx i j i ji j*, , , , , , , , .( ) = ( ) = < ( ) < +{ } = = ≠1 0 1 0 1

p t x dx p v t x x t x dx1 1 2*, , , .( ) = ( ) = < ( ) < +{ }

EB − среднее время ремонта отказавшего элемента; 

2EA
EBρ = − относительная скорость восстановления; 

( ) ( )
( )1

b x
x

B x
β = −

−
условная ПР остаточной длительности ремонта 

элемента, находящегося в ремонте время t  (интенсивность восстановления [21]); 
 iλ − параметр экспоненциального распределения времени безотказной 
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Асимптотическое выражение 
для вероятностей состояния системы 
при редких отказах
Пуст ь b e b x dxi

xi λ λ( ) = ⋅ ( ) −−
∞

∫
0

 преобразование Лапласа (ПЛ) 

плотность распределения (ПР) случайная величина (с.в.), вре-
мя восстановления отказавшего элемента.  
Рассмотрим случай, когда Max iλ( )→ 0
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Моменты k-ого поря дка время вос-

становления отказавшего элемента, np − номер порядка.
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Как видно из приведенных выражений, имее тся зависимость 
стационарных вероятностей состояний системы от вида рас-
пределений времени ремонта. Однако эта зависимость стано-
вится исчезающе малой при «быстром» ремонте отказавших 
элементов, т.е. с ростом относительной скорости восстановле-
ния ρ . Численные и графические результаты приведены в сле-
дующем разделе.

Численные и графические результаты

Рассмотрим частные случаи численных результатов модели 
при EB E B= =[ ] 1 системы передачи данных с разными извест-
ными распределениями времени ремонта. 
В Таблице 1, приведены точные и приближенные значения ве-
роятности безотказной работы восстанавливаемой системы, а 
в таблице 2, стационарных вероятностей состоянии.

Т а   б л и ц а 1. Точные знач ения (Т.з.) и Приближенные значения (П.з.) 
вероятности безотказной работы восстанавливаемой системы 1 2− p  
при np = 2
T a b l e 1. Exact values and Approximate values of the probability of 
failure-free operation of the restored system 1 2− p at np = 2

 
 

Т а б л и ц а 2. Точные значения (Т.з.) и Приближенные значения (П.з.) стационарных вероятностей 
состоянии восстанавливаемой системы ip  при 2np =  

 
 
Видно, что для всех рассматриваемых распределений, результаты 

асимптотического выражения с увеличением числа порядка разложения в ряд 
Тейлора отлично совпадают с результатами, полученными по точному выражению. 

 
В рисунке 2 представлены графики зависимости вероятности безотказной 

работы системы, а в рисунке 3 графики зависимости вероятности безотказной работы 
системы построенные по точным и по асимптотическим формулам. 

Для графических результатов, рассмотрим модели при 2EA
EBρ = ; где  и 

1EB = , используя Экспоненциальное (M), Вейбулла-Гнеденко (GW), Гамма (G) и 
Логнормальное (LN) распределение. 
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стац ионарных вероятностей состоянии восстанавливаемой системы 
pi  при np = 2

T a b l e 2. Exact values and Approximate values of stationary probabilities 
of the state of the restored system pi  at np = 2
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работы системы, а в рисунке 3 графики зависимости вероятности безотказной работы 
системы построенные по точным и по асимптотическим формулам. 

Для графических результатов, рассмотрим модели при 2EA
EBρ = ; где  и 

1EB = , используя Экспоненциальное (M), Вейбулла-Гнеденко (GW), Гамма (G) и 
Логнормальное (LN) распределение. 

Вид но, что для всех рассматриваемых распределений, резуль-
таты асимптотического выражения с увеличением числа по-
рядка разложения в ряд Тейлора отлично совпадают с резуль-
татами, полученными по точному выражению.

В рисунке 2 представлены граф ики зависимости вероятности 
безотказной работы системы, а в рисунке 3 графики зависи-
мости вероятности безотказной работы системы построенные 
по точным и по асимптотическим формулам.
Для графических результатов, рассмотрим модели при 
ρ = EA EB

2 ; где  и EB =1 , используя Экспоненциальное (M), Вей-
булла-Гнеденко (GW), Гамма (G) и Логнормальное (LN) распре-
деление.
Гра фические результаты демонстрируют, что чем большое 
среднее время безотказной работы основного элемента, тем 
большое надежность системы, и подтверждают вывод о высо-
кой асимптотической нечувствительности стационарной на-
дежности системы. А также подтверждают вышеприведенный 
вывод о совпадении точных значений с приближенных значе-
ний при «быстром» восстановлении. Это значит, что можно ис-
пользовать асимптотическое выражение в тех случаях, когда 
не удается получить выражения для стационарных вероятно-
стей состояний системы по точным формулам.
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Заключение

Для восстанавливаемой замкнутой неоднородной дублиро-
ванной системы < >M GI2 1/ /   холодного резервирования с од-
ним ремонтным устройством, с экспоненциальной ФР в.б.р. её 
элементов и произвольным законом распределения времени 
их ремонта. Были получены явные аналитические выражения 
для стационарного распределения вероятностей состояний 
системы как в общем случае, так и для некоторых частных слу-
чаев распределений (таких как Экспоненциальное распреде-
ление, распределение Вейбулла-Гнеденко, распределение Па-
рето, Гамма распределения и логнормальное распределение). 
Полученные формулы показывают, что имеется зависимость 
стационарных вероятностей состояний системы от вида рас-
пределений времени ремонта. Однако эта зависимость стано-
вится исчезающе малой при «быстром» ремонте отказавших 
элементов, т.е. с ростом относительной скорости восстановле-
ния. 
Графические результаты демонстрируют, что чем большое 
среднее время безотказной работы основного элемента, тем 
большое надежность системы, и подтверждают вывод о высо-
кой асимптотической нечувствительности стационарной на-
дежности системы при «быстром» восстановлении. 
А также можно использовать асимптотическое выражение в 
тех случаях, когда не удается получить выражения для стаци-
онарных вероятностей состояний системы по точным форму-
лам.
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ФР – функция распределения 
в.б.р. – время безотказной работы
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