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Аннотация

Построение многослойных приближённых решений дифференциальных уравнений, основан-
ное на классических численных методах, применяется для аппроксимации специальных функ-
ций как решений соответствующих дифференциальных уравнений. В работе исследуется урав-
нение Бесселя. Многослойные методы были введены авторами ранее как способ построения 
приближенных решений в аналитической форме, аналогичной нейронным сетям глубокого об-
учения без необходимости, но с возможностью такого обучения. Задача аппроксимации функ-
ций Бесселя считается классической, но сохраняет свою актуальность в связи с требованиями 
современной физики и связанными с ней вычислениями. В работе строятся единые параметри-
ческие приближенные решения для функций Бесселя разных порядков, приводятся примеры 
конкретных приближений для отрицательных и положительных порядков функций Бесселя 
первого рода, в том числе для полуцелых значений. В качестве базисных методов построения 
многослойных решений рассмотрены как явные, так и неявные методы. Применение явных ме-
тодов изучено в двух разных постановках. Показаны преимущества полученных результатов в 
сравнении с усеченным степенным рядом. Иллюстрируется возможность построения прибли-
жений с любой заданной точностью. Предложен способ увеличения точности аппроксимации с 
помощью использования оптимальной стартовой точки для явных схем.

Ключевые слова: приближенные решения, дифференциальные уравнения, функция Бессе-
ля, явные и неявные методы.
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Abstract

The construction of multilayer approximate solutions of differential equations based on classical numer-
ical methods is used to approximate special functions as solutions of the corresponding differential 
equations. In this paper, we investigate the Bessel equation. Multilayer methods were introduced by the 
authors earlier as a way to construct approximate solutions in an analytical form similar to deep learn-
ing neural networks without the need, but with the possibility of such training. The problem of approxi-
mating Bessel functions is considered classical, but it remains relevant due to the requirements of mod-
ern physics and related calculations. In this paper, we construct unified parametric approximate 
solutions for Bessel functions of different orders and give examples of specific approximations for nega-
tive and positive orders of Bessel functions of the first kind, including for half-integer values. Both explic-
it and implicit methods are considered as basic methods for constructing multi-layer solutions. The use 
of explicit methods has been studied in two different settings. The advantages of the obtained results in 
comparison with the truncated power series are shown. The possibility of constructing approximations 
with any given accuracy is illustrated. A method for increasing the approximation accuracy by using the 
optimal starting point for explicit schemes is proposed.
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Введение

Цилиндрические функции, в частности функции Бесселя, ши-
роко применяются при решении задач математической физи-
ки [1]. Они определяются как решения обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, к которым приводит применение ме-
тода разделения переменных при решении задач, содержащих 
оператор Лапласа в цилиндрических координатах.
Начальный отрезок степенного ряда для функций Бесселя 
даёт хорошее приближение только в достаточно малой окрест-
ности точки, в которой он построен. Таким образом, возникает 
проблема аппроксимации указанной функции более просты-
ми функциями, которые можно использовать в различных фи-
зических приложениях. Вопрос о решении упомянутой задачи 
аппроксимации поднимается регулярно. Так, в [2] рассмотрен 
высокоточный метод аппроксимации на основе разложений 
Ганкеля для функций Бесселя целого порядка первого и вто-
рого родов. Но получающиеся аппроксимации оказываются 
достаточно сложными. В [3] автор представляет приближение 
функции Бесселя нулевого порядка первого рода для малых 
аргументов вблизи начала координат, подчеркивая полезную 
относительную простоту получающегося приближения. В ра-
ботах [4-6] последовательно развивается подход, основанный 
на методе многоточечной квази-рациональной аппроксима-
ции, где итоговая высокоточная аппроксимация объединяет в 
себе асимптотическое и степенное разложения для функции 
Бесселя. Приведенные подходы не являются универсальными 
методами аппроксимации, существенно опираясь на особен-
ности функции Бесселя.
Современные задачи приближенных вычислений в матема-
тической физике часто требуют быстрого получения простых 
решений с применением единых подходов. Рассматривая 
функцию Бесселя как решение соответствующего дифферен-
циального уравнения, естественно применить для ее вычис-
ления методы приближенного интегрирования. Классические 
численные методы не дают автоматически функциональной 
аппроксимации; о недостатках разложения в ряд уже было 
упомянуто выше. Нами в работах [7-26] был предложен метод 
построения многослойных приближенных решений диффе-
ренциальных уравнений на основе классических итерацион-
ных формул. Возможность данного метода учитывать пара-
метры задачи позволяет построить единую параметрическую 
аппроксимацию для функций Бесселя различных порядков, 
как отрицательных, так и дробных. В данной статье представ-
лены результаты применения многослойных методов к задаче 
аналитического приближения функций Бесселя. Данные мето-
ды позволяют получить приближения в виде рациональных 
функций. Особенности применяемого метода позволяют стро-
ить приближение любой заданной точности.

Цель работы

Работа продолжает цикл статей, посвященных исследованию 
возможностей многослойных методов построения прибли-
жённых решений дифференциальных уравнений, впервые 
рассмотренных в [7]. В качестве задачи выбрана классическая 
проблема аппроксимации функций Бесселя, которая остается 
актуальной и по сей день. Рассмотрены результаты примене-
ния метода для различных базовых рекуррентных соотноше-
ний, основанных на классических численных методах реше-

ния обыкновенных дифференциальных уравнений. Результат 
сравнивается с усеченным степенным разложением. Кроме 
того, исследуется влияние на результат выбора оптимальной 
стартовой точки при построении многослойной аппроксима-
ции.

Методы 

Рассматривается задача Коши для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

y f y
y y
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где x принадлежит отрезку [ ; ]x x a0 0 + . В качестве базовых мето-
дов для построения многослойного решения рассматривают-
ся различные классические итерационные численные методы, 
такие как различные вариации метода Эйлера, как явные, так 
и неявные, методы Адамса, Рунге-Кутты, средней точки для 
уравнений первого порядка, а также метод Штёрмера при по-
становке задачи в виде краевой задачи для дифференциально-
го уравнения второго порядка [26].
Применяя данные методы к интервалу с переменным верхним 
пределом [ ; ] [ ; ]x x x x a0 0 0⊂ + , получим итерационную систему 
уравнений
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где h h xk k= ( ) - некоторое разбиение рассматриваемого интер-
вала, оператор F  определяет конкретный численный метод.
Разбиение h k nk , ,..., =1 , таким образом, определяет число сло-
ев n многослойного приближённого функционального реше-
ния yn x( ) задачи (1). Очевидно, что известные оценки точно-
сти используемого базового численного метода позволяют 
получить равномерные оценки точности решения yn x( ) .

Результаты вычислительных 
экспериментов  
Далее изложенный выше подход применяется для построения 
приближённых функциональных решений на примере диффе-
ренциального уравнения Бесселя вида
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на промежутке 0;l[ ] . Результаты вычислительных экспери-
ментов приведены в данной статье для l =10 .
После замены y x u= ν  уравнение (2) приводится к виду
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Для уравнения (3) будем решать задачу Коши u( )0 1= , ′ =u ( )0 0 . 
Точное решение этой задачи выражается через функцию Бес-
селя J x x u x
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но далее.
Для применения указанных выше многослойных методов ин-
тегрирования дифференциальных уравнений преобразуем 
уравнение (3) второго порядка в систему первого порядка
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В качестве разбиения интервала с переменным правым кон-
цом рассмотрим равномерное разбиение h x nk = / .
Так как уравнение (3) имеет особенность при x = 0 , проще все-
го применить к нему неявный метод Эйлера, для которого опе-
ратор F имеет вид F h x h xk k k k k k k( , , , , ) ( , )f y y f y+ + +=1 1 1

. Тогда 
систему (4) можно преобразовать к системе рекуррентных 
уравнений
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Подставляя первое равенство во второе и учитывая, что 
h x nk = / , x kx nk = / , получаем
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Рис. 1 иллюстрирует качество приближений, построенных для 
J x0 ( )  по многослойному методу с базовым неявным методом 
Эйлера для 10 слоев и по усечению степенного ряда соответ-
ствующего порядка. Очевидно, что многослойное решение 
имеет более равномерный характер приближения, а формула 
Маклорена дает большое отклонение в конце рассматривае-
мого промежутка. 

В качестве разбиения интервала с переменным правым концом рассмотрим равномерное разбиение 
/kh x n= . 

Так как уравнение (3) имеет особенность при 0x = , проще всего применить к нему неявный метод 
Эйлера, для которого оператор F имеет вид 1 1 1( , , , , ) ( , )k k k k k k kF h x h x+ + +=f y y f y . Тогда систему (4) можно 
преобразовать к системе рекуррентных уравнений 
  

                                                                  
1

1

,

(1 2 ) .

k k k k

k k k k k
k

u u h z

z z h z u
x
ν

−

−

= +


 + = − + 
 

                                                         (5) 

Подставляя первое равенство во второе и учитывая, что /kh x n= , /kx kx n= , получаем 

2 2 2

1 1 1
( ) / ( (1 2 ) / ),   / .

k k k k k k
z n nz xu n n k x u u xz nν

− − −
= − + + + = +  

Рис. 1 иллюстрирует качество приближений, построенных для 0 ( )J x  по многослойному методу с 
базовым неявным методом Эйлера для 10 слоев и по усечению степенного ряда соответствующего порядка. 
Очевидно, что многослойное решение имеет более равномерный характер приближения, а формула Маклорена 
дает большое отклонение в конце рассматриваемого промежутка.  

 
 

  
а)                                                                                              b) 

 
Р и с. 1. Графики функции Бесселя 0 ( )J x  и приближённых решений (2), построенных  

              а) по неявному методу Эйлера и b) разложением в ряд Маклорена  при 10n =  
 

Одним из главных преимуществ нашего метода является возможность построения единого 
параметрического приближения для функций Бесселя разных порядков. Такие решения представлены на рис. 2 
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было отмечено, использование классических методов как базовых позволяет построить сколь угодно точное 
приближенное решение путем выбора необходимого числа слоев метода. Рис. 3 иллюстрирует уменьшение 
ошибки для полуцелых порядков при увеличении числа слоев с 10 до 50 по сравнению с рис. 2. На рис.4 
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Р и с. 1. Графики функции Бесселя J x0 ( )  и приближённых решений (2), построенных 
а) по неявному методу Эйлера и b) разложением в ряд Маклорена при n =10

F i g. 1. Graphs of the Bessel function J x0 ( )  and approximate solutions (2), constructed
               a) using the implicit Euler method and b) expansion in a Maclaurin series for n =10

Одним из главных преимуществ нашего метода является воз-
можность построения единого параметрического приближе-
ния для функций Бесселя разных порядков. Такие решения 
представлены на рис. 2 для полуцелых отрицательного и по-
ложительного порядков в случае десятислойной аппроксима-
ции. Как уже было отмечено, использование классических ме-
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полуцелых порядков при увеличении числа слоев с 10 до 50 по 
сравнению с рис. 2. На рис.4 представлен аналогичный резуль-
тат для J x0 ( ) .
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Подставляя первое равенство во второе и учитывая, что /kh x n= , /kx kx n= , получаем 
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Рис. 1 иллюстрирует качество приближений, построенных для 0 ( )J x  по многослойному методу с 
базовым неявным методом Эйлера для 10 слоев и по усечению степенного ряда соответствующего порядка. 
Очевидно, что многослойное решение имеет более равномерный характер приближения, а формула Маклорена 
дает большое отклонение в конце рассматриваемого промежутка.  
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Р и с. 1. Графики функции Бесселя 0 ( )J x  и приближённых решений (2), построенных  

              а) по неявному методу Эйлера и b) разложением в ряд Маклорена  при 10n =  
 

Одним из главных преимуществ нашего метода является возможность построения единого 
параметрического приближения для функций Бесселя разных порядков. Такие решения представлены на рис. 2 
для полуцелых отрицательного и положительного порядков в случае десятислойной аппроксимации. Как уже 
было отмечено, использование классических методов как базовых позволяет построить сколь угодно точное 
приближенное решение путем выбора необходимого числа слоев метода. Рис. 3 иллюстрирует уменьшение 
ошибки для полуцелых порядков при увеличении числа слоев с 10 до 50 по сравнению с рис. 2. На рис.4 
представлен аналогичный результат для 0 ( )J x . 
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В качестве разбиения интервала с переменным правым концом рассмотрим равномерное разбиение 
/kh x n= . 
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Эйлера, для которого оператор F имеет вид 1 1 1( , , , , ) ( , )k k k k k k kF h x h x+ + +=f y y f y . Тогда систему (4) можно 
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Р и с. 2. Графики функций Бесселя J xν ( )  и приближённых решений (2), построенных 
по неявному методу Эйлера при n =10  для a) ν = 2 5.   и b) ν = −0 5.  

F i g. 2. Graphs of the Bessel function J xν ( )  and approximate solutions (2), constructed 
using the implicit Euler method for n =10   for a) ν = 2 5.  and b)  ν = −0 5.  
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a)                                                                           b) 
 

Р и с. 2. Графики функций Бесселя ( )J xν  и приближённых решений (2), построенных по неявному методу 
Эйлера при 10n =  для a) 2.5ν =   и b) 0.5ν = −   
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Р и с. 3. Графики функций Бесселя ( )J xν  и приближённых решений (2), построенных по неявному методу 
Эйлера при 50n =  для a) 2.5ν =   и b) 0.5ν = −  
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Р и с. 4. Графики функций Бесселя 0 ( )J x  и приближённых решений (2),  построенных по явному методу 
Эйлера при a) 10n =   и b) 50n =   

 
 
 
Далее представлены результаты применения явного метода. В этом случае будем считать, что 

(0) (0)z z
x

′= , откуда 1(0)
2(1 )

z
x ν

= −
+

.  

Рис. 5-6 иллюстрируют возрастание точности приближения при увеличении числа слоев и для явной схемы. 
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Р и с. 3. Графики функций Бесселя J xν ( )  и приближённых решений (2), построенных 
по неявному методу Эйлера при n = 50  для a) ν = 2 5.  и b) ν = −0 5.

F i g. 3. Graphs of the Bessel function J xν ( )  and approximate solutions (2), constructed 
using the implicit Euler method for n = 50  for  ν = 2 5.  and b) ν = −0 5.
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Р и с. 2. Графики функций Бесселя ( )J xν  и приближённых решений (2), построенных по неявному методу 
Эйлера при 10n =  для a) 2.5ν =   и b) 0.5ν = −   
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Эйлера при 50n =  для a) 2.5ν =   и b) 0.5ν = −  
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Р и с. 4. Графики функций Бесселя 0 ( )J x  и приближённых решений (2),  построенных по явному методу 
Эйлера при a) 10n =   и b) 50n =   
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Рис. 5-6 иллюстрируют возрастание точности приближения при увеличении числа слоев и для явной схемы. 
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Р и с. 4. Графики функций Бесселя J x0 ( )  и приближённых решений (2),  построенных 
по явному методу Эйлера при a) n =10  и b) n = 50  

F i g. 4. Graphs of the Bessel function J x0 ( )  and approximate solutions (2), constructed 
using the implicit Euler method for a) n =10  and b) n = 50

Далее представлены результаты применения явного метода. В 
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Рис. 5-6 иллюстрируют возрастание точности приближения 
при увеличении числа слоев и для явной схемы.
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Р и с. 5. Графики функций Бесселя ( )J xν  для 2.5ν = и приближённых решений (2), построенных по явному 

методу Эйлера при a) 10n =  и b) 50n =  
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Р и с. 6. Графики функций Бесселя ( )J xν  для 0.5ν = −  и приближённых решений (2),  

построенных по явному методу Эйлера при a) 10n =   и b) 50n =  
 

Как было заявлено, мы продолжаем исследование влияния выбора оптимальной (в смысле ошибки) 
начальной точки на точность аппроксимации многослойными методами. Сдвинем начальную точку 0x  в 
некоторое положение на промежутке [0;10] . Это, кроме того, позволяет применить к системе (4) явные методы. 
Применение явного метода Эйлера приводит к замене формул (5) рекуррентными соотношениями  
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Учитывая, что /kh x n= , /kx kx n= , получаем 
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Удовлетворение начальных условий приводит к равенствам (0) 1nu = , (0) 0nz = . Для нахождения постоянных 

0u  и 0z  подставим 0x = в соотношения (7). Решаем получившуюся систему относительно (0)ku  и (0)kz . При 
0ν =  получаем 
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Р и с. 5. Графики функций Бесселя J xν ( )  для ν = 2 5. и приближённых решений (2), построенных 
по явному методу Эйлера при a) n =10  и b) n = 50

F i g. 5. Graphs of the Bessel function J xν ( )  for ν = 2 5.  and approximate solutions (2), constructed 
using the implicit Euler method  for a) n =10   and b) n = 50
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Р и с. 5. Графики функций Бесселя ( )J xν  для 2.5ν = и приближённых решений (2), построенных по явному 

методу Эйлера при a) 10n =  и b) 50n =  
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Р и с. 6. Графики функций Бесселя ( )J xν  для 0.5ν = −  и приближённых решений (2),  

построенных по явному методу Эйлера при a) 10n =   и b) 50n =  
 

Как было заявлено, мы продолжаем исследование влияния выбора оптимальной (в смысле ошибки) 
начальной точки на точность аппроксимации многослойными методами. Сдвинем начальную точку 0x  в 
некоторое положение на промежутке [0;10] . Это, кроме того, позволяет применить к системе (4) явные методы. 
Применение явного метода Эйлера приводит к замене формул (5) рекуррентными соотношениями  
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Учитывая, что /kh x n= , /kx kx n= , получаем 
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Удовлетворение начальных условий приводит к равенствам (0) 1nu = , (0) 0nz = . Для нахождения постоянных 

0u  и 0z  подставим 0x = в соотношения (7). Решаем получившуюся систему относительно (0)ku  и (0)kz . При 
0ν =  получаем 
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Р и с. 6. Графики функций Бесселя J xν ( )  для ν = −0 5.  и приближённых решений (2), 
построенных по явному методу Эйлера при a) n =10  и b) n = 50

F i g. 6. Graphs of the Bessel function J xν ( )  for ν = −0 5.  and approximate solutions (2), constructed 
using the implicit Euler method  for a) n =10  and b) n = 50

Как было заявлено, мы продолжаем исследование влияния 
выбора оптимальной (в смысле ошибки) начальной точки на 
точность аппроксимации многослойными методами. Сдвинем 
начальную точку x0  в некоторое положение на промежутке 
[ ; ]0 10 . Это, кроме того, позволяет применить к системе (4) яв-
ные методы. Применение явного метода Эйлера приводит к 
замене формул (5) рекуррентными соотношениями 
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Удовлетворение начальных условий приводит к равенствам 
un ( )0 1= , zn ( )0 0= . Для нахождения постоянных u0  и z0  подста-
вим x = 0 в соотношения (7). Решаем получившуюся систему 
относительно uk ( )0  и zk ( )0 . При ν = 0  получаем
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Вычислительный процесс разбивается на два этапа. Сперва 
вычисляем по формулам (8) от k n= −1  до k = 0 , потом по фор-
мулам (7) от k = 0  до k n= −1 . 
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Вычислительный процесс разбивается на два этапа. Сперва вычисляем по формулам (8) от 1k n= −  до 0k = , 
потом по формулам (7) от 0k =  до 1k n= − .  
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Р и с. 7. Графики функций Бесселя J x0 ( )  и приближённых решений (2), построенных 
по явному методу Эйлера при n =10  для a) x0 0=  и b) x0 5 2= .

F i g. 7. Graphs of the Bessel function J x0 ( )  and approximate solutions (2), constructed 
using the implicit Euler method for n =10  for a) x0 0=  and b) x0 5 2= .  
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Р и с. 8. Графики функций Бесселя J x0 ( )  и приближённых решений (2), построенных 
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F i g. 8. Graphs of the Bessel function J x0 ( )  and approximate solutions (2), constructed 
using the implicit Euler method for n = 50  for a) x0 0=  and b) x0 5 2= . 2
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Для этого метода на рис. 10 приведены результаты для 10 и 20 слоёв. В связи с особенностями формул (9) 
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координат получается совершенно неудовлетворительным, поэтому не приводится.  
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Так же, как и в предыдущих случаях, с ростом числа слоёв точ-
ность увеличивается.
Улучшает результаты применение более точных методов. Так, 
применение уточнённого метода Эйлера [5] приводит к заме-
не соотношений (7) рекуррентными формулами: 
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Для этого метода на рис. 10 приведены результаты для 10 и 
20 слоёв. В связи с особенностями формул (9) сложность по-
лучающегося решения для данного метода примерно совпа-
дает со сложностью решения, полученного по методу Эйлера 
с половинным числом слоёв. Решение с начальной точкой в 
окрестности начала координат получается совершенно неу-
довлетворительным, поэтому не приводится. Так же, как и в 
предыдущих случаях, с ростом числа слоёв точность увеличи-
вается.
Заметим, что при n =10  получается вполне обозримое реше-
ние в виде рациональной функции
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Заключение

В данной статье успешно применен универсальный метод 
построения многослойных приближённых решений диффе-
ренциальных уравнений, основанных на классических итера-
ционных формулах, к решению задачи аналитической аппрок-
симации функций Бесселя первого рода. Особенности метода 
позволяют построить сколь угодно точные приближения. 
Кроме того, точность приближения может быть увеличена 

при сохранении меньшего числа слоев путем использования 
оптимальной стартовой точки для многослойной схемы. Од-
ним из преимуществ рассматриваемого метода является есте-
ственная возможность построения единой параметрической 
аппроксимации для функций Бесселя разных порядков.
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