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Аннотация

Работа посвящена построению и исследованию математической модели  автоколебаний аэро-
динамического маятника в потоке среды. В качестве модели воздействия среды на тело  приня-
та модель квазистатического обтекания пластинки средой. Согласно этой гипотезе, аэродина-
мические силы, действующие на тело, прикладываются в   центре давления. В рассматриваемой 
задаче центр давления является подвижным относительно пластинки. Получены уравнения 
движения для рассматриваемого тела. Проведен переход к новым безразмерным переменным.  
Показано нарушение единственности при определении угла атаки. Проведен параметрический 
анализ областей неоднозначности. Найдены все стационарные точки, являющиеся  решениями 
уравнений равновесия. Показано, что в наиболее характерном положении равновесия, соответ-
ствующем состоянию покоя областей неоднозначности нет. Проведено исследование устойчи-
вости различных положения равновесия, в которых реализован  критерий Гурвица и изобра-
жены области  устойчивости.  Показано, что силы аэродинамического воздействия для тел с 
одними формами могут способствовать развитию автоколебаний, а для других затуханию. В 
математическом пакете MATLAB 18 написан комплекс программ, позволяющий строить обла-
сти устойчивости и проводить численное интегрирование уравнений, описывающих колеба-
ния тела, для того, чтобы подтвердить адекватность построенной модели. 

Ключевые слова: тело, стационарный режим, устойчивость, область устойчивости флат-
тер.
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Abstract

The paper is devoted to the construction and research of a mathematical model of self-oscillations of 
an aerodynamic pendulum in the flow of a medium. As a model of the influence of the medium on the 
body, the model of quasi-static flow around the plate by the medium is adopted. According to this hy-
pothesis, the aerodynamic forces acting on the body are applied at the center of pressure. In this prob-
lem, the center of pressure is mobile relative to the plate. The equations of motion for the body under 
consideration are obtained. The transition to new dimensionless variables is performed. Violation of 
uniqueness in determining the angle of attack is shown. Parametric analysis of ambiguity areas is per-
formed. All stationary points that are solutions of the equilibrium equations are found. It is shown that 
there is no ambiguity in the most characteristic equilibrium position corresponding to the state of rest. 
A study of the stability of various equilibrium positions in which the Hurwitz criterion is implemented 
and the stability regions are depicted. It is shown that the forces of aerodynamic action for bodies with 
some shapes can contribute to the development of self-oscillations, and for others to damping. In the 
MATLAB 18 mathematical package, a set of programs is written that allows you to build stability re-
gions and perform numerical integration of equations describing body vibrations in order to confirm 
the adequacy of the constructed model.
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Введение

Под флаттером в широком смысле понимают самовозбужда-
ющиеся колебания упругой системы в потоке. Эти колебания 
возникают, если энергия, получаемая за цикл колебаний от 
потока, превышает затраты энергии, необходимые для прео-
доления конструкционного демпфирования. Амплитуда этих 
колебаний может увеличиваться столь быстро, что за несколь-
ко циклов колебаний в конструкции возникают деформации, 
опасные для её прочности. Колебания начинаются с опреде-
лённой скорости потока, которую принято называть крити-
ческой скоростью, или скоростью флаттера. При детальном 
изучении флаттера почти во всех случаях обнаруживаются не-
линейные аэродинамические эффекты. Однако в ряде ситуа-
ций оказалось возможным успешно решить задачу с помощью 
методов теории устойчивости по первому приближению. Рас-
смотрим одну модельную задачу, которая часто обсуждается в 
литературе, в которой можно использовать такой подход.

Постановка задачи

Рассматривается задача о теле, представляющем из себя тон-
кую пластинку, установленную ортогонально стержню длины 
r . Тело закреплено в центре масс с помощью двух упругих эле-
ментов и совершает  автоколебания в потоке среды (см. рису-
нок 1). Введем неподвижную систему координат XoY . Будем 
считать, что в положении покоя маятник занимает положение 
равновесия, в котором он ориентирован по потоку. Будем счи-
тать, что центр масс тела может двигаться только по верти-
кальной прямой, а силы деформации элементов крепления 
зависят от отклонений линейным образом и сводятся к вос-
станавливающей силе F kx= − и возвращающему моменту 
M c= − ϑ
Аэродинамические силы, приложенные к телу приняты в соот-
ветствии с эмпирической теорией стационарного обтекания 
плоской пластины [21-23]. 
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F i g. 1. Oscillations of a body of complex configuration in a medium flow

В рассматриваемой модели предполагается, что центр давле-
ния пластинки точку А можно считать подвижной относитель-
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центром давления рассматривалась в работе [1]. Сдвиг центра 
давления описывается функцией l( )α (см. рис 4 для λ = 8 ), 

которая описывает расстояние между центром давления А и 
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направленные ей  ортогонально [15].  При этом  величины аэ-
родинамических  сил равны:   
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где α - угол атаки между вектором 


VA  и пластинкой   p s, - аэ-
родинамические функции углов атаки, Ax , Ay  - безразмерные 
аэродинамические функции(см. рис 2,3 для λ = 8 ), ρ  - плот-
ность воздуха, σ  - площадь одной пластинки. Вид аэродина-
мических функций для разных форм пластинок приводится в 
[6]. Будем считать, что среда не влияет на стержень.
Составим уравнения движения рассматриваемого тела. В каче-
стве обобщенных координат, определяющих положение тела, 
введем координату y центра масс тела и угол ϑ  отклонения 
пластинки от горизонтали.
Тогда теорема о движении центра масс в проекции на ось oY  и 
теорема  об изменении кинетического момента будут иметь 
вид:
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Таким образом,   построена математическая модель колебаний 
пластинки, представляющая замкнутую систему уравнений 
(1)-(2)
Введем новые безразмерным переменным:

Y y
b

=    безразмерная координата центра масс (здесь b -  ши-

рина пластинки)

τ =
V
b
t   безразмерное время

Ω =
b
V

ϑ   безразмерная угловая скорость

U V
V
A=    безразмерная  скорость центра давления

M mb
=

0 5. ρσ
 безразмерная масса

K kb
V

=
0 5 2. ρσ

 безразмерный  коэффициент жесткости пружины
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C c
V

=
0 5 2. ρσ

  безразмерный  коэффициент восстанавливаю-

щего момента пружины
I J

b
=

0 5. ρσ
 безразмерный момент инерции

ε α
α

( )
( )

=
l
b

 безразмерная функция сдвига центра давления

R r
b

=  безразмерная длина стержня

При переходе к новым безразмерным переменным уравнения 
(1) преобразуются к виду:
MY c U R Y
c U R

x

y

 = + − +

+ + +
( ) ( cos ( )sin )

( ) ( sin ( ) cos
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2
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−
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 (3) 

cn ( )α , cτ α( )  изображены на рисунках 5,6 для λ = 8
После простых преобразований кинематические соотношения 
(2) будут иметь вид:

U Y
U R Y

sin ( ) sin cos

cos cos sin

α ε α ϑ ϑ

α ϑ ϑ

= − +

= + +

Ω

Ω


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Таким образом, построена математическая модель колебаний 
пластинки, представляющая замкнутую систему уравнений 
(3)-(4)

Неоднозначность определения угла 
атаки
В уравнения движения (3)-(4) рассматриваемой  задачи входят 
функции c c lx y( ), ( ), ( )α α α , являющиеся экспериментальны-
ми данными. Решение задачи (3)-(4) можно найти только чис-
ленно.    При численном интегрировании  уравнений движе-
ния, нужно сначала определить угол атаки из соотношений 
(4). Разделим первое уравнение  (4) на второе и, избавляясь от 
U , получим: 

tg Y
R Y

α
ε α ϑ ϑ

ϑ ϑ
=

− +
+ +

( ) sin cos

cos sin

Ω
Ω





 (5)

Умножим правую и левую части уравнения (5) на знаменатель
R YΩ+ + ≠ cos sinϑ ϑ 0

Если знаменатель все-таки обращается в нуль, то тогда может 
быть потеряно решение  α

π
=

2
.

Получим нелинейное уравнение (6), равносильное соотноше-
нию (5): 

( cos sin ) cos sin ( )R Y tg YΩ Ω+ + − − = ϑ ϑ α ϑ ϑ ε α  (6)

Мы можем решить уравнение (6) и найти угол атаки  α при 
различных значениях  фазовых переменных  Y , ,ϑ ϑ . Поверх-
ность α α ϑ ϑ= ( , , ) Y  можно изобразить только в четырехмер-
ном пространстве. Мы будем   изображать поверхность 
α α ϑ ϑ= ( , )  только при фиксированных значениях скорости 
центра масс Y . Приведем графическую интерпретацию  ре-
зультатов  решений уравнения (6) для пластинки шириной 
один метр  с удлинением λ = 8 , из которой следует наруше-
ние единственности определения угла атаки при некоторых 
значениях    Y , ,ϑ ϑ .  

Ω Ω> + + >0 0, cos sinR Y ϑ ϑ

Ω Ω< + + <0 0, cos sinR Y ϑ ϑ

Ω Ω< + + >0 0, cos sinR Y ϑ ϑ

Р и с. 2. Неоднозначность углов атаки
F i g. 2. Ambiguity of the angles of attack

Ω Ω< + + <0 0, cos sinR Y ϑ ϑ
Таким образом, существуют значения  Y , ,ϑ ϑ ., при которых 
поверхность α α ϑ ϑ= ( , )  имеет  складку, внутри которой 
кинематические соотношения (4) имеют ровно по три реше-
ния. Участок области неоднозначности для поверхности 

α α ϑ ϑ= ( , )   при фиксированном значении Y = 8  изобра-
жен на рисунке 3 для рассматриваемых пластинок. 
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Р и с. 3. Решения уравнения (6) в случае Y = 8
F i g. 3. Solutions to equation (6) in the case Y = 8

При уменьшении значения скорости центра масс Y  до нуля на 
рассматриваемой поверхности, эта тенденция не сохраняется, 
и  области неоднозначности исчезают. 
Изобразим на рисунке 4, последовательно находя численное  
решение уравнения (6), другую  поверхность  α α= ( , )Ω Y  на 
участке неоднозначности при фиксированных значениях угла 
ϑ  ориентации тела. Построенная для  случая ϑ = 0  поверх-

ность симметрична относительно точки ( , , )0 0
2

≠  и имеет по 
краям две складки.  

Р и с. 4. Решения уравнения (6) при ϑ = 0 . Области неоднозначности.
F i g. 4. Solutions to equation (6) when ϑ = 0 . Areas of ambiguity.

Возникает вопрос: какое решение при прохождении области 
неоднозначности является истинным, и по какому правилу 
можно выбирать нужную ветвь при моделировании? Ведь не-
однозначность определения угла атаки означает, что неодно-
значно определятся аэродинамические функции и сдвиг цен-
тра давления. Учитывая то, что характер обтекания маятника 
носит непрерывный характер, значения угла атаки α нужно 
выбирать, сохраняя его непрерывность. Приступим к проведе-
нию анализа положений равновесий для нашего тела1,2.

1  Паршин, Д. Е. Качественный анализ в задаче о движении аэродинамического маятника / Д. Е. Паршин, В. А. Самсонов. -
2  Локшин, Б. Я. Качественный анализ движения твердого тела в сопротивляющейся среде / Б. Я. Локшин, В. А. Привалов, В. А. Самсонов // Шестой Всесоюзный 
съезд по теоретической и прикладной механике. -

Решение уравнений равновесия

Рассмотрим поступательное движение тела. Найдем возмож-
ные стационарные решения.
При  Y = =0 0,θ  из кинематических соотношений (4), учиты-
вая, что θ* *,= =const Y const  следует, что tg ctgα θ* *= , откуда 
α θ

π
* *+ =

2
.  Запишем уравнения равновесия для системы (7)

При 0, 0Y = =  из кинематических соотношений (4), учитывая, что  * *,const Y const = =    следует, 

что * *tg ctg = , откуда  * * 2
 + = .  Запишем уравнения равновесия для системы (7) 

 

                                                 (7) 

 

 

Проведем анализ решений  системы (7) в системе MATLAB для пластинок, имеющих удлинение восемь при 

уменьшении коэффициента жесткости с  от больших значений до нуля. Второе уравнение системы (7) всегда 

имеет решение 
2
 = , которое соответствует стационарной точке - состоянию покоя 0, 0y = = , 

причем  правая часть второго уравнения системы (3) симметрична относительно этой точки и имеет период 

2 . Сначала рассмотрим случай 0R   (тело ориентировано по потоку) [11], [12]. 

• При C>>1 имеем только одну стационарную точку 0, 0y = =  (см. Рис. 1). 

• При уменьшении  коэффициента  жесткости с прямая в правой части второго уравнения системы (3) 

становится более пологой,  появляются новые положения равновесия, происходит их ветвление  и  

число  стационарных точек увеличивается.  Добавляются еще два решения, изображенных на 

рисунке 2. Этим решениям соответствуют два изолированных положения равновесия, 

симметричных относительно 0, 0y = =  (см. рис. 3). 

 
Р и с. 5. Решение уравнений равновесия 
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Проведем анализ решений  системы (7) в системе MATLAB для 
пластинок, имеющих удлинение восемь при уменьшении ко-
эффициента жесткости с  от больших значений до нуля. Второе 
уравнение системы (7) всегда имеет решение α

π
=

2
, которое 

соответствует стационарной точке - состоянию покоя 
θ = =0 0, y , причем  правая часть второго уравнения системы 
(3) симметрична относительно этой точки и имеет период 

2≠ . Сначала рассмотрим случай R > 0  (тело ориентировано 
по потоку) [11], [12].

•	 При C>>1 имеем только одну стационарную точку
θ = =0 0, y  (см. Рис. 1).
•	 При уменьшении  коэффициента  жесткости с прямая в 
правой части второго уравнения системы (3) становится бо-
лее пологой,  появляются новые положения равновесия, про-
исходит их ветвление и число стационарных точек увеличива-
ется. Добавляются еще два решения, изображенных на рисун-
ке 2. Этим решениям соответствуют два изолированных поло-
жения равновесия, симметричных относительно θ = =0 0, y  
(см. рис. 3).

Р и с. 5. Решение уравнений равновесия
F i g. 5. Solutions of the equilibrium equations
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Р и с. 6. 
F i g. 6.

•	 Далее этот процесс ветвления стационарных точек про-
должается. При  малом значения C Число положений равнове-
сия становится уже достаточно большим. 

Р и с. 7. Решение уравнений равновесия 
F i g. 7. Solutions of the equilibrium equations

Р и с. 8. Решения уравнений равновесия при  с=0 
F i g. 8. Solution of the equilibrium equation when с = 0 

В случае C=0 имеем  счетное множество стационарных реше-
ний, как в [4], [7], [8].
Продолжим анализ стационарных точек в случае R = 0 (пла-
стинка ориентирована поперек потока). Если С>>1 имеем одно 

тривиальное положение равновесия в состоянии покоя 
θ = =0 0, y . При уменьшении с появляются сначала 2 а потом 4 
симметричных стационарных точки (см. рис. 15, 16). 

Р и с. 9. Решение уравнения равновесия  в случае r = 0, C >>1
F i g. 9. Solution of the equilibrium equation when r = 0, C >>1

Р и с. 10. Решение уравнения равновесия  в случае r = 0
F i g. 10. Solution of the equilibrium equation when r = 0

Р и с. 11. Решение уравнения равновесия  в случае r = 0
F i g. 11. Solution of the equilibrium equation when r = 0

•	 Далее этот процесс ветвления стационарных точек про-
должается. При  малом значения C Число положений равнове-
сия становится уже достаточно большим. 
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•	 В случае C=0 имеем  счетное множество стационарных ре-
шений.
•	 Продолжим анализ стационарных точек в случае R < 0
(пластинка ориентирована навстречу потоку). Если с>>1 име-
ем одно тривиальное положение равновесия в состоянии по-
коя (см. рис. 12) θ = =0 0, y . 
•	 При уменьшении  коэффициента  жесткости с прямая в 
правой части второго уравнения системы (3) становится бо-
лее пологой,  появляются новые положения равновесия, про-
исходит их ветвление по аналогии с уже ранее рассмотренны-
ми случаями.

Р и с. 12. Решение уравнения равновесия  в случае r < 0
F i g. 12. Solution of the equilibrium equation when r < 0

Р и с. 13. Решение уравнения равновесия  в случае r < 0, C = 0
F i g. 13. Solution of the equilibrium equation when r < 0, C = 0

В случае, когда C=0, имеем счетное множество стационарных 
точек.  
Таким образом, у рассматриваемого тела есть интересные и 
неочевидные изолированные положения равновесия. Все най-
денные стационарные точки симметричны относительно по-
ложения θ = =0 0,Y , что подтверждает симметрию рассма-
триваемой задачи. Для всех найденных стационарных точек 
уравнение (6) преобразуется к виду:  tg ctgα θ= .  Это уравне-
ние при фиксированном θ  имеет  только одно решение, кото-
рое никогда  не попадает в область неоднозначности. Таким 
образом,  целесообразно проводить исследование устойчиво-
сти в рассматриваемых стационарных точках. 
На этом анализ  простейших положений равновесия можно за-

кончить. Далее будет проведено исследование устойчивости 
произвольного  положения равновесия: θ θ= =* *,Y Y  в общем 
случае.

Построение области устойчивости для 
произвольных стационарных точек
Будем считать, что маятник совершает малые колебания око-
ло произвольного положения равновесия Y Y= =* *,ϑ ϑ . Ис-
следуем его устойчивость. Для исследования устойчивости 
воспользуемся критерием Гурвица для системы четвертого 
порядка.
Пусть Y Y→ *  и ϑ ϑ→ * . Введем малые отклонения:  
Y Y Y= +* ∆ , ϑ ϑ ϑ= +* ∆ .
Линеаризуем уравнения движения (3) - (4),  если ∆Y → 0  и 
∆ϑ → 0

M Y c c Y Ky
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 (15)

Здесь a b b b b( ), ( ), ( ), ( ), ( )* * * * *ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ1 2 3
 — некоторые функции 

угла ϑ*   вид которых мы приводить не будем из-за того, что 
это достаточно большие и громоздкие выражения.
Характеристическое уравнение системы (15) имеет вид:
a a a a a0
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Сначала изобразим область устойчивости для положения 
Y* *,= =0 0ϑ  на плоскости безразмерных параметров (R2, )! . 
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Р и с. 14. Область устойчивости (выше черной прямой)
F i g. 14. Stability area (above the black line)

Можно изобразить область устойчивости для положения 
Y* *,= =0 0ϑ  на плоскости безразмерных параметров  (R, )! . 

Р и с. 15. Область устойчивости (выше черной параболы)
F i g. 15. Stability area (above the black parabola)

Область устойчивости для произвольного положения равно-
весия Y* *,ϑ , будем брать положения равновесия, лежащие  
слева недалеко от состояния покоя, изобразим  на плоскости 
безразмерных параметров  (R, )! (выше синей параболы). 

Р и с. 16.
F i g. 16.

Область устойчивости для произвольного положения рав-
новесия, справа недалеко от состояния покоя, изобразим на 
плоскости безразмерных параметров (выше черной и синей 
Парабол).

Р и с. 17.
F i g. 17.

Область устойчивости для произвольного положения рав-
новесия, слева недалеко от состояния покоя, изобразим  на 
плоскости безразмерных параметров (выше черной и синей 
Парабол).
Граница области устойчивости является  параболой и соответ-
ствует появлению нулевого корня в характеристическом урав-
нении. С ростом скорости потока условие a4 >0  нарушается. 
Такая форма потери устойчивости сопровождается ветвлени-
ем положений равновесия. 
Исследование показало, что силы аэродинамического воздей-
ствия для тел с одними формами могут способствовать разви-
тию автоколебаний, а для других затуханию.
Перейдем к следующему этапу данной работы - построению 
программы, которая строит области устойчивости и реализу-
ет численное интегрирование системы уравнений движения

Построение области устойчивости в 
состоянии покоя
Написана программа, которая реализует критерий Гурвица 
для уравнения (8) и изображает на плоскости параметров  
R C2 ,  область устойчивости. В начале работы программы вво-

дятся основные параметры m J V k c, , , , . Далее используются 
аэродинамические функции c c cx y( ), ( ), ( )α α ατ  для пластин-
ки с удлинением λ = 8 , которые являются экспериментальны-
ми данными и получены из публикации [6]. Далее реализуется 
критерий Гурвица. При выполнении условий критерия Гурви-
ца  выводится сообщение: «Система устойчива». В противном 
случае выводится сообщение: «Система неустойчива».  

Р и с. 18. Область устойчивости (выше черной прямой)
F i g. 18. Stability area (above the black line)
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Программа, интегрирующая уравнения 
движения
В математическом пакете MATLAB 18 написана программа, 
реализующая численное интегрирование уравнений  (3)-(4), 
описывающих колебания пластинки. При поиске численного 
решения используется процедура ode45, реализующая методы 
Рунге-Кутта четвертого и пятого порядка с переменным ша-
гом. При поиске численного решения аэродинамические функ-
ции  интерполируются кубическим сплайном. 
В программе Задается интервал интегрирования,  Значения R 
и C вводятся путем выбора точки на графике области устой-
чивости. Начальные условия  также выбираются графически. 
Полученные путем интегрирования точки , изображаются как 
траектории в конфигурационном пространстве системы.

Р и с. 19.
F i g. 19.

Заключение

Таким образом, в работе:
1. Создана математическая модель колебаний аэродинами-
ческого маятника.
2. Показано нарушение единственности при определении 
угла атаки. Проведен параметрический анализ областей неод-
нозначности.
3. Проведены численные исследования устойчивости, в кото-
рых реализован  критерий Гурвица и изображены области 
устойчивости при различных значениях параметров ! R, .
4. Предложен комплекс программ, позволяющий строить об-
ласти устойчивости и проводить численное интегрирование 
уравнений движения для исследуемой модели.
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