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Аннотация
В теории дискретных функций, помимо всюду определенных функций k-значной логики, изуча-
ются и функции, определенные не на всех наборах. В этом случае неопределенность понимает-
ся по-разному, в зависимости от рассматриваемого класса задач. Если образ элемента является 
произвольным конечным подмножеством, то такие функции принято называть мультиопера-
циями. Теория мультиопераций является достаточно новым направлением в математике, и ее 
развитие, в перспективе, может привести к разработке новых подходов в теоретической инфор-
матики, математической кибернетики и их приложений. Как и в любом новом направление, в 
теории мультиопераций имеется много открытых проблем. Для решения таких задач необходи-
мо разрабатывать алгоритмы, которые способны работать с большим объемом данных, так как 
с увеличением параметров число мультиопераций экспоненциально растет. Статья посвящена 
разработке алгоритма для поиска минимальных алгебр бинарных мультиопераций на трехэле-
ментном множестве. Работа алгоритма основывается на двух этапах. Первый этап сделан для 
того, чтобы найти часть минимальных алгебр для второго этапа. Во втором этапе проверяются 
все алгебры на основе результата из первого этапа. С помощью такого подхода удалось обнару-
жить все минимальные алгебры, а также найти все минимальные алгебры с дополнительной 
метаоперацией объединения.
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Abstract
The theory of discrete functions studies not only the everywhere defined functions of k-valued logic, 
but also functions that are not defined on all sets. Uncertainty can be understood in different ways 
depending on the class of problems under consideration. If the image of an element is an arbitrary 
finite subset, then such functions are usually called multioperations. The theory of multioperations is 
a fairly new direction in mathematics and has many open problems. The development of this theory, 
in the future, can lead to the development of new approaches in theoretical informatics, mathematical 
cybernetics and their applications. To solve such problems, it is necessary to develop algorithms that 
are capable of working with a large amount of data, since with an increase in parameters, the number 
of multioperations grows exponentially. The article proposes an algorithm for finding all minimal alge-
bras of binary multioperations of rank 3. The algorithm is based on two stages. The first stage prepares 
the base of minimal algebras for the second stage. In the second step, all algebras are checked based on 
the result of the first step. This algorithm helped to find all minimal algebras of binary multioperations 
of rank 3, as well as find all minimal algebras closed with union.
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Введение

Для современного уровня развития общества характерным 
является переработка громадного объема информации, что 
естественным образом связано с развитием вычислительной 
техники, которая зависит от уровня разработки математиче-
ских моделей дискретных преобразователей информации. На 
сегодняшний день булевы функции являются основным аппа-
ратом для построения таких математических моделей.
Суперпозиция – один из основных способов задания булевых 
функций. Множество функций замкнутое относительно супер-
позиции называют замкнутыми классами. Основоположником 
теории замкнутых классов является Э. Пост [1,2], деятельность 
которого пришлась на первую половину 20го века. Основным 
его достижением в этом направлении является описание всех 
замкнутых относительно суперпозиции множеств булевых 
функций, о котором стало известно в 1921 году, а спустя 20 лет 
появилась официальная публикация этого результата с дока-
зательством.
Бурное развитие вычислительной техники, а также запросы 
со стороны смежных разделов математики поставили перед 
специалистами по булевым функциям целый ряд математиче-
ских проблем: анализ различных форм и возможностей пред-
ставления булевых функций, оценки сложности реализации 
булевых функций формулами и схемами, оценка сложности 
построения оптимальных схем и другие. Эти проблемы и на-
правления исследований по сей день, остаются актуальными 
не только в теории булевых функций, но и во всей теории 
функций. [3,4]
Со временем обработка информации посредством математи-
ческих моделей, основанных на теории булевых функций, ста-
ла затруднительной из-за постоянного быстрого роста объема 
информации. Для решения этой проблемы стали развиваться 
новые направления. Одним из таких направлений является 
теория функциональных систем.
Теория функциональных систем – сравнительно молодое на-
правление в дискретной математике. Становление и развитие 
нового направления происходило в значительной степени 
благодаря трудам отечественных математиков и прежде всего 
С.В. Яблонского [5].
Интенсивные исследования основных классов дискретных 
функций, проводимые как специалистами по дискретной ма-
тематике и математической кибернетике, так и специалиста-
ми из других областей математики, поставили задачу форми-
рования такого понятия, в рамках которого можно было бы 
говорить о различных классах функций и о различных опера-
циях над этими функциями. Таким понятием явилось понятие 
функциональной системы.
С содержательной точки зрения понятие функциональной си-
стемы близко к понятию универсальной алгебры, но в отличие 
от универсальной алгебры, где носителем служит множество 
произвольной природы, в теории функциональных систем но-
ситель должен быть множеством функций.
Наиболее распространенные дискретные функциональные 
системы имеют в качестве носителей множество функций од-
ного из трех типов: функции многозначной логики, функции 
натурального аргумента и автоматные функции. Список опе-
раций, рассматриваемых в теории функциональных систем го-

раздо шире: суперпозиция и ее различные модификации, опе-
рации логического типа, «схемные» операции, примитивная 
и другие виды рекурсий, минимизация, обращение, введение 
обратной связи и ряд других [6].
Впервые алгебраический подход к изучению функциональ-
ных систем был предложен А.И. Мальцевым. [7] Среди алгебр 
функций наибольшее распространение получили клоны – ал-
гебры операций, замкнутые относительно суперпозиции и со-
держащие метаоперации проекции. [8,9]
В последние десятилетия интенсивно развивается теория 
мультиопераций на конечных множествах. Стоит сказать, что 
теория операций на конечных множествах содержит в себе 
много не решенных принципиальных вопросов, а современное 
состояние теории мультиопераций находится в своей ранней 
стадии развития. В настоящее время изучаются разные во-
просы теории мультиопераций, в частности, вопросы полноты 
[10], связь клонов функций и клонов мультиопераций [11, 12], 
рассматриваются вопросы функциональной разделимости 
[13], вопросы представления мультиопераций в различных 
формах [14] и их минимизация [15-17], вопросы связанные с 
алгебрами операций и мультиопераций [18-24]. При этом не-
обходимо отметить, что результаты данной теории востребо-
ваны в таких разделах науки как информатика, математиче-
ская логика, криптография, теория алгоритмов, синтез управ-
ляющих систем.
Работы по теории мультиопераций интересны как специали-
стам по дискретной математике, так и специалистам по при-
ложениям математики, занимающихся разработкой электрон-
ных схем, синтезом дискретных преобразователей информа-
ции, защитой информации, разработкой систем искусственно-
го интеллекта и поддержки принятия решений.

Цель исследования

Целью данного исследования является нахождение всех мини-
мальных алгебр бинарных мультиопераций ранга 3. Для реше-
ния поставленной задачи необходимо произвести теоретиче-
ский и практический анализ. Отметим, что по этой задаче име-
ются только схожие исследования, которые касаются унарных 
операций и мультиопераций, но разница в том, что количество 
унарных и бинарных мультиопераций ранга 3 очень сильно 
различается (количество унарных мультиопераций = 512, а 
количество бинарных мультиопераций = 134 217 728). Полу-
чается, что все разработанные алгоритмы не подходят для 
решения поставленной задачи, и основная проблема заключа-
лось в том, что необходимо было разработать такой алгоритм, 
который будет способен работать с большим объемом данных 
за приемлемое время.
При всем вышеописанном цель исследования включала в себя 
следующие задачи:
1) произвести анализ близких по постановке исследова-

ний с целью нахождения некоторых минимальных ал-
гебр теоретическим способом;

2) разработать алгоритм, способный в большом диапазо-
не алгебр находить минимальные алгебры; 

3) на основе разработанного алгоритма найти все мини-
мальные алгебры бинарных мультиопераций ранга 3.
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Основная часть

Основные понятия
Пусть 2А – множество всех подмножеств. Отображение из Аn 
в 2А называется n-местной мультиоперацией на А. Множество 
всех n-местных мультиопераций на А будем обозначать через 
МnA. Под рангом мультиоперации понимается мощность мно-
жества А. При |А| = k будем использовать обозначение Мnk. Ис-
пользуем также обозначения:

M M M MA A
n

n
k k

n

n

= =
≥ ≥0 0

 

;

Мультиоперации заданные на k-элементном множестве А бу-
дем называть мультиоперациями ранга k.
Для более простого понимания, n-местную мультиоперацию f 
на множестве А = {1,2,4} будем представлять, как отображение 
[25]

f n
1 2 0 1 2 3 4 5 6 7, , , , , , , ,{ } →{ }

используя следующие кодировки

∅{ }→{ } { }→{ } { }→{ } { }→ { }→
→ { }→ { }→

0 1 1 2 2 1 2 3 4

4 1 4 5 2 4 6 1 2

; ; ; , ,

, , , , , , ,, 4 7{ }→
Также n-местную мультиоперацию f можно представить в виде 
вектора всех её значений α α

1 2
, ,…( )n , где f n iα α α

1
, ,…( ) = , 

если α α
1

1 1− … −( ), , n  есть представление числа i-1 в двоич-
ной системе счисления.
Определим следующие мультиоперации на А размерности 2:
•	 пустая: o a an

n1
, ,…( ) =∅ ;

•	 полная: u a a An
n1

, ,…( ) = .

•	 проекция по первому аргументу: e a a a
1

2

21 1
,( ) =

•	 проекция по второму аргументу: e a a a
2

2

21 2
,( ) =

Определим следующие метаоперации на множестве МnA:
•	 суперпозиция: 

f f f f a a f b bn m nb f a ai i m
* , , , , , ,

, ,1 1 1
1

…( ) …( ) = …( )
∈ …( )

;

•	 разрешимость мультиоперации 
µi n i i i nf a a a a f a a a a a( ) …( ) = ∈ … …( )− +1 1 1 1

, , { | , , , , , } ;
•	 пересечение мультиоперации 

f g a a f a a g a an n n∩( ) …( ) = …( )∩ …( )1 1 1
, , , , , ,

•	 объединение мультиопераций 
f g a a f a a g a an n n∪( ) …( ) = …( )∪ …( )1 1 1

, , , , , ,

Определение 1. Алгеброй мультиопераций ранга k, размерно-
сти n называется любое подмножество R ⊆ Мnk, содержащее 
все n-местные проекции, пустую, полную n-местную мультио-
перацию и замкнутое относительно метаопераций суперпози-
ции, разрешимости и пересечения.
Если мы рассматриваем алгебры с объединением, то алгебра 
должна быть также замкнута относительно объединения.
Очевидно, что такие алгебры образуют решетку по включе-
нию. Если алгебра A полностью содержаться в другой алгебре 
B, то говорят, что А является подалгеброй В. Также в решетке 

имеются наименьшая, полная, минимальные и максимальные 
алгебры.
Определение 2. Наименьшей алгеброй называется алгебра, у 
которой нет других подалгебр отличных от ее самой.
Определение 3. Полной алгеброй мультиопераций ранга k раз-
мерности n называется алгебра, состоящая из всех мультиопе-
раций Мnk.
Определение 4. Минимальной алгеброй называется алгебра, 
которая в качестве подалгебр содержит только саму себя и 
наименьшую алгебру.
Определение 5. Максимальной алгеброй называется алгебра, 
которая содержится в качестве подалгебры только в самой 
себе и в полной алгебре.
В работе не рассматриваются максимальные алгебры, так как 
работа ориентирована на поиск всех минимальных бинарных 
алгебр мультиопераций ранга 3.

Алгоритм для поиска минимальных 
алгебр
Перед разработкой алгоритма, при рассмотрении схожих ис-
следований, стали известны 18 мультиопераций, которые за-
ведомо порождают минимальные алгебры бинарных мультио-
пераций ранга 3. Эти мультиоперации входят в подмножество 
максимальных функций в теории клонов и с помощью связи 
Галуа можно интерпретировать данные функции в мультиопе-
рации для суперклонов. В суперклонах эти 18 мультиопераций 
порождают минимальные суперклоны и это говорит о том, что 
эти 18 мультиопераций также будут порождать и минималь-
ные алгебры, но разница между суперклонами и алгебрами в 
том, что минимальных алгебр может быть больше, чем мини-
мальных суперклонов. Также стоит отметить, что эти 18 муль-
тиопераций порождают минимальные алгебры в сигнатуре 
без объединения.
Помимо этого, рассматривались работы, в которых приводи-
лись алгоритмы для работы с алгебрами операций. При изу-
чении алгоритмов стало очевидно, что использование схожих 
идей или алгоритмов для поставленной задачи невозможно, 
так как размер алгебр операций значительно меньше, чем раз-
мер алгебр мультиопераций. Касательно исследований алгебр 
мультиопераций, то большинство работ основываются на те-
оретическом подходе, или же предложенные методы созданы 
для решения совершенно других задач. Исходя из этого было 
принято решения разработать новый алгоритм для решения 
поставленной задачи.
Для того, чтобы обнаружить минимальные алгебры бинарных 
мультиопераций ранга 3, как минимум необходимо породить 
алгебры от 134 217 728 бинарных мультиопераций, где размер 
каждой алгебры лежит в диапазоне от 6 (наименьшая алгебра) 
до 134 217 728 (полная алгебра). Очевидно, что на данный мо-
мент обработать такой большой объем данных физически не-
возможно. Для того, чтобы получить результат, алгоритм был 
разбит на два этапа.
При первом этапе устанавливается небольшой размер алгебр, 
так как размер минимальных алгебр не очень большой. Затем 
начинается порождение алгебр от одной мультиоперации. В 
качестве порождающей мультиоперации рассматриваются все 
бинарные мультиоперации. Если во время порождения алге-
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бры её размер становится больше установленного значения, 
то алгебра отбрасывается. Далее начинается проверка найден-
ных алгебр на минимальность, то есть каждый элемент алге-
бры должен породить всю алгебру. С помощью первого этапа 
планировалось получить еще часть минимальных алгебр пе-
ред выполнением второго этапа.
При втором этапе берутся все имеющиеся минимальные алге-
бры и снова порождаются алгебры от всех бинарных мульти-
операций. Если при замыкании алгебры находилась мультио-
перация, которая содержится в одной из минимальных алгебр, 
то такая алгебра отбрасывается, в противном случае сохраня-
ется. После, среди сохраненных алгебр, происходит поиск ми-
нимальных алгебр. По окончанию выполнения первого и вто-
рого этапа, алгоритм находит все минимальные алгебры би-
нарных мультиопераций ранга 3. Ниже представлен алгоритм:
1. Первый этап:
1.1. Устанавливаем размер алгебры
1.2. Берем новую бинарную мультиоперацию и порожда-
ем от неё алгебру. Если размер алгебры меньше установлен-
ного размера алгебры, то сохраняем эту алгебру, иначе пропу-
скаем её.
1.3. Если есть еще бинарные мультиоперации, то перехо-
дим на шаг 1.2, иначе переходим к шагу 1.4
1.4. Проверяем сохраненные алгебры на минимальность. 
Если алгебра минимальна, то сохраняем её, иначе удаляем.
2. Второй этап:
2.1. Берем все мультиоперации в минимальных алгебрах 
и сохраняем в один список.
2.2. Берем новую бинарную мультиоперацию и порожда-
ем от неё алгебру. Если в этой алгебре нет ни одной мультиопе-
рации из списка, то сохраняем её, иначе пропускаем её.
2.3. Если есть еще бинарные мультиоперации, то перехо-
дим на шаг 2.2, иначе переходим на шаг 2.4
2.4. Проверяем сохраненные алгебры на минимальность. 
Если алгебра минимальна, то сохраняем её, иначе удаляем.
Реализация алгоритма была осуществлена в Microsoft Visual 
Studio на языке программирования C#. Для быстродействия 
программы были использованы практические и теоретиче-
ские ухищрения. Самым главным способом, который позволил 
увеличить скорость работы алгоритма, стала конструкция 
для представления мультиопераций в памяти компьютера. 
Каждая мультиоперация представляла из себя три бинарных 

массива (для логических элементов 1, 2 и 4 соответственно). 
Например, мультиоперацию (734 513 440) представлялась 
в алгоритме как: (110 111 000) для 1, (110 001 000) для 2 и 
(101 100 110) для 4. Такой подход позволил уменьшить время 
выполнения всех метаоперации, что привело к увеличению 
скорости выполнения алгоритма при порождении алгебр. 
Также очевидно, что операция суперпозиция является самой 
дорогостоящей и её выполнение должно быть в самый послед-
ний момент. Так как мы работаем с границами алгебр, то было 
разумно сначала выполнять быстродействующие метаопера-
ции, для того чтобы увеличить размер алгебры, и быстрее дать 
понять алгоритму подходит нам текущая алгебра или нет. Еще 
одним способом для улучшения быстродействия программы 
стало использование словарей. Во время порождения алгебры 
получается много новых мультиопераций, и каждый раз необ-
ходимо проверять имеется ли в алгебре мультиоперация, ко-
торая получилась при замыкании, или нет. Так как обращение 
к словарю это О(1), то было решено для каждой мультиопера-
ции дать свой ключ, а всю алгебру хранить в словаре. Таким 
образом, во время проверки нам не нужно было проверять всю 
алгебра, а достаточно было посмотреть принадлежит ли ключ 
алгебре или нет. Ключ же представляется следующим обра-
зом. Например, у нас имеется мультиоперация (471 040 112). 
Так как это бинарная мультиоперация ранга 3, то мы возводим 
8 (2^3) в степень позиции элемента и на этот элемент. То есть 
ключ для мультиоперации (471 040 112) строится следующим 
образом: 8^8 * 4 + 8^7 * 7 + … + 8^0 * 2 = 82 067 529.

Полученные результаты

С помощью разработанного алгоритма удалось добиться по-
ставленной цели и найти все минимальные алгебры бинарных 
мультиопераций ранга 3. В результате оказалось, что кроме 
заранее известных 18 минимальных бинарных алгебр муль-
тиопераций ранга 3, больше никаких минимальных бинарных 
алгебр мультиопераций ранга 3 нет. Из этого не следует общий 
вывод о том, что число минимальных суперклонов всегда бу-
дет совпадать с числом минимальных алгебр. Также удалось 
найти все минимальные алгебры бинарных мультиопераций 
ранга 3 в сигнатуре с объединением. Их оказалось 5 штук. В 
таблице 1 приведены полученные результаты для алгебр без 
объединения, а в таблице 2 для алгебр с объединением.

Т а б л и ц а 1. Минимальные алгебры без объединения
T a b l e 1. Minimal algebras without union

Порождающая 
мультиоперация

Размер 
алгебры Элементы алгебры

(111 111 111) 16

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (111 111 111), (777 000 000),
(700 700 700), (100 010 001), (700 000 000), (111 000 000),
(100 100 100), (100 000 000), (124 000 000), (100 200 400)

(222 222 222) 16

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (222 222 222), (000 777 000),
(070 070 070), (200 020 002), (000 070 000), (000 222 000),
(020 020 020), (000 020 000), (000 124 000), (010 020 040)
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Порождающая 
мультиоперация

Размер 
алгебры Элементы алгебры

(444 444 444) 16

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (444 444 444), (000 000 777),
(007 007 007), (400 040 004), (000 000 007), (000 000 444),
(004 004 004), (000 000 004), (000 000 124), (001 002 004)

(333 333 333) 23

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (333 333 333), (777 777 000),
(770 770 770), (300 030 003), (700 070 000), (111 222 000),
(120 120 120), (100 020 000), (124 124 000), (110 220 440),
(333 333 000), (330 330 330), (300 030 000), (770 770 000),
(330 330 000), (110 220 000), 120 120 000)

(555 555 555) 23

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (555 555 555), (777 000 777),
(707 707 707), (500 050 005), (700 000 007), (111 000 444),
(104 104 104), (100 000 004), (124 000 124), (101 202 404),
(555 000 555), (505 505 505), (500 000 005), (707 000 707),
(505 000 505), (101 000 404), (104 000 104)

(666 666 666) 23

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (666 666 666), (000 777 777),
(077 077 077). (600 060 006), (000 070 007), (000 222 444),
(024 024 024), (000 020 004), (000 124 124), (011 022 044),
(000 666 666), (066 066 066), (000 060 006), (000 077 077),
(000 066 066), (000 022 044), (000 024 024)

(166 166 166) 13

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (166 166 166), (700 077 077),
(100 060 006), (100 022 044), (111 666 666), (100 024 024),
(100 066 066)

(525 525 525) 13

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (525 525 525), (707 070 707),
(500 020 005), (101 020 404), (555 222 555), (104 020 104),
(505 020 505)

(334 334 334) 13

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (334 334 334), (770 770 007),
(300 030 004), (110 220 004), (333 333 444), (120 120 004),
(330 330 004)

(175 175 175) 30

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (175 175 175), (777 070 077),
(726 726 726), (100 070 005), (111 020 044), (111 777 555),
(700 777 707), (124 020 024), (777 222 666), (100 222 404),
(700 020 006), (175 070 075), (100 124 104), (111 175 155),
(111 070 055), (777 020 066), (726 020 026), (100 777 505),
(100 175 105), (100 726 504), (175 020 064), (726 222 626),
(700 222 606), (700 726 706)

(327 327 327) 30

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (327 327 327), (707 777 007),
(574 574 574), (300 020 007), (101 222 004), (333 222 777),
(770 070 777), (104 124 004), (555 777 444), (110 020 444),
(500 070 004), (307 327 007), (120 020 124), (323 222 327),
(303 222 007), (505 777 004), (504 574 004), (330 020 777),
(320 020 327), (130 020 574), (105 327 004), (554 574 444),
(550 070 444), (570 070 574)

(764 764 764) 30

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (764 764 764), (700 770 777),
(137 137 137), (700 060 004), (100 220 444), (777 666 444),
(777 077 007), (100 120 124), (111 333 777), (111 022 004),
(100 030 007), (700 760 764), (124 024 004), (764 664 444),
(700 660 444), (100 330 777), (100 130 137), (777 066 004),
(764 064 004), (137 026 004), (100 320 764), (111 133 137),
(111 033 007), (137 037 007)
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Порождающая 
мультиоперация

Размер 
алгебры Элементы алгебры

(735 735 735) 15

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (735 735 735), (777 770 707),
(700 030 005), (111 220 404), (777 333 555), (124 120 104),
(735 730 705), (735 331 515), (777 330 505), (735 330 505)

(376 376 376) 16

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (376 376 376), (770 777 077),
(300 070 006), (110 222 044), (333 777 666), (120 124 024),
(370 376 076), (332 376 266), (330 777 066), (330 376 066)

(567 567 567) 16

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (567 567 567), (707 077 777),
(500 060 007), (101 022 444), (555 666 777), (104 024 124),
(507 067 567), (545 466 567), (505 066 777), (505 066 567)

(241 241 241) 20

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (241 241 241), (007 700 070),
(412 412 412), (200 040 001), (001 200 040), (222 444 111),
(400 010 002), (070 007 700), (004 100 020), (444 111 222),
(020 004 100), (010 002 400), (002 400 010), (040 001 200)

(142 421 214) 7

(000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (000 000 000), (777 777 777),
(111 222 444), (124 124 124), (700 070 007), (100 020 004),
(142 421 214)

(735 376 567) 7 (000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (735 376 567)

Т а б л и ц а 2. Минимальные алгебры с объединением
T a b l e 2. Minimal algebras with union

Порождающая 
мультиоперация

Размер 
алгебры Элементы алгебры

(142421214) 17 (000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (135 326 564), (711 272 447),
(724 174 127), (735 376 567), (142 421 214), (153 623 654),
(166 525 334), (742 471 217), (177 727 774), (753 673 657),
(766 575 337)

(735376777) 16 (000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (135 326 564), (711 272 447),
(724 174 127), (735 376 567), (735 376 777), (775 776 567),
(737 377 567), (775 776 777), (777 777 567), (737 377 777)

(735377577) 16 (000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (135 326 564), (711 272 447),
(724 174 127), (735 376 567), (735 377 577), (777 376 567),
(735 776 767), (777 377 577), (777 776 767), (735 777 777)

(735777567) 16 (000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (135 326 564), (711 272 447),
(724 174 127), (735 376 567), (735 777 567), (737 376 767),
(775 376 577), (737 777 767), (777 376 777), (775 777 577)

(737776577) 12 (000 000 000), (777 777 777), (111 222 444), (124 124 124),
(700 070 007), (100 020 004), (135 326 564), (711 272 447),
(724 174 127), (735 376 567), (737 776 577), (775 377 767)
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В итоге, на основе проделанных вычислений и рассуждений, 
получается следующие предложение.
Предложение. Верны следующие утверждения:
1. Количество минимальных алгебр бинарных мультиопера-
ций ранга 3 в сигнатуре < ∩ >u e e, , , , , , , *       θ µ µ

2

1

2

2

1 2
 равно 

18.
2. Количество минимальных алгебр бинарных мультиопера-
ций ранга 3 в сигнатуре < ∩ ∪ >u e e, , , , , , , *       , θ µ µ

2

1

2

2

1 2
 рав-

но 5.

Заключение

Представленное исследование позволило, во-первых, найти 
все минимальные алгебры бинарных мультиопераций над 
трехэлементным множеством. Во-вторых, был разработан но-
вый алгоритм для проведения исследований в теории мульти-
операций. Благодаря хорошей конструкции и оптимизации ал-
горитма поиск минимальных алгебр был осуществлен за при-
емлемое время и обработал большое количество информации.
 В дальнейшем планируется на основе приведенного алгорит-
ма разрабатывать и улучшать методы и алгоритмы для реше-
ния задач, которые связанны с исследованиями алгебр муль-
тиопераций. Стоит отметить, что если рассматривать другие 
задачи в этом направлении, или же увеличить размерность 
или ранг мультиопераций, то разработанный алгоритм будет 
уже не так эффективен и для решения таких задач необходи-
мы новые решения.
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