
Том 16, № 4. 2020          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru

Современные 
информационные 
технологии 
и ИТ-образование

БОЛЬШИЕ ДАННЫЕ И ПРИЛОЖЕНИЯ /  BIG DATA AND APPLICATIONS

УДК 517.946
DOI: 10.25559/SITITO.16.202004.862-871

Периодические решения уравнения Эйлера-Бернулли 
колебаний балки с жестко заделанными концами
И. А. Рудаков1,2*, М. Д. Зиновьев1

1 ФГБОУ ВО «Московский государственный технический университет имени Н.Э. Баумана (на-
циональный исследовательский университет)», г. Москва, Российская Федерация
105005, Российская Федерация, г. Москва, 2-я Бауманская ул., д. 5, стр. 1 
2 Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), г. Мо-
сква, Российская Федерация
125993, Российская Федерация, г. Москва, Волоколамское шоссе, д. 4
* rudakov_ia@mail.ru

Аннотация
Исследуется задача о периодических по времени решениях квазилинейного уравнения вы-
нужденных колебаний двутавровой балки с закрепленными концами. Нелинейное слагаемое 
и правая часть уравнения являются периодическими по времени функциями. В работе изуча-
ется случай, когда период времени соизмерим с длиной балки. Решение ищется в виде ряда 
Фурье. Для построения соответствующей ортонормированной системы исследуется задача 
Штурма-Лиувилля на собственные функции и собственные значения. Исследовано трансцен-
дентное уравнение, которому удовлетворяют собственные значения задачи Штурма-Лиувилля. 
Из него получена асимптотика собственных значений, которая используется при обосновании 
гладкости решения уравнения Эйлера-Бернулли. Доказана равномерная ограниченность соб-
ственных функций   задачи Штурма-Лиувилля и получены оценки для их производных. Получе-
ны условия обратимости дифференциального оператора уравнения Эйлера-Бернулли. Доказа-
на вполне непрерывность резольвенты этого оператора на дополнении к спектру. С помощью 
исследования двойных сумм рядов Фурье доказано существование и регулярность решений 
соответствующей линейной задачи. Исследована задача о периодических решениях квазили-
нейного уравнения колебаний балки. Рассмотрен случай, когда при достаточно больших по 
модулю значениях аргумента отношение нелинейного слагаемого к аргументу не совпадает с 
собственными значениями дифференциального оператора. Доказана теорема о существовании 
обобщенного периодического решения, для которого граничные условия выполнены в клас-
сическом смысле. Периодическое решение найдено как неподвижная точка соответствующего 
оператора с помощью топологических методов.
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Abstract
The problem of time-periodic solutions of the quasilinear equation of forced vibrations of an I-beam 
with fixed ends is investigated. The nonlinear term and the right-hand side of the equation are time-pe-
riodic functions. In the paper we study the case when the time period is comparable to the length of the 
beam. The solution is sought in the form of Fourier series. To construct the corresponding orthonormal 
system, we study the Sturm-Liouville problem on eigenfunctions and eigenvalues. A transcendental 
equation that satisfies the eigenvalues of the Sturm-Liouville problem is investigated. The eigenval-
ue asymptotics is derived from it, which is used to justify the smoothness of the solution of the Eul-
er-Bernoulli equation. The uniform boundedness of the eigenfunctions of the Sturm-Liouville problem 
is proved and estimates for their derivatives are obtained. Invertibility conditions for the differential 
operator of the Euler-Bernoulli equation are obtained. The complete continuity of the resolvent of this 
operator on the complement to the spectrum is proved. The existence and regularity of solutions to 
the corresponding linear problem are proved by studying double sums of Fourier series. The problem 
of periodic solutions of the quasilinear equation of beam vibrations is investigated. We consider the 
case when, for sufficiently large modulo values of the argument, the ratio of the nonlinear term to 
the argument does not coincide with the eigenvalues of the differential operator. We prove a theorem 
on the existence of a generalized periodic solution for which the boundary conditions are met in the 
classical sense. Using the topological methods, we found the periodic solution as a fixed point of the 
corresponding operator.

Keywords: Euler-Bernoulli equation, periodic solutions, Fourier series, fixed points. 

Funding: The work was carried out with the financial support of the Ministry of Science and Higher 
Education of the Russian Federation (project No. 0705-2020-0047).

The authors declare no conflict of interest.

For citation: Rudakov I.A., Zinovyev M.D. Periodic Solutions of the Euler-Bernoulli Equation for Vi-
brations of a Beam with Fixed Ends. Sovremennye informacionnye tehnologii i IT-obrazovanie = Modern 
Information Technologies and IT-Education. 2020; 16(4):862-871. DOI: https://doi.org/10.25559/
SITITO.16.202004.862-871 

Original article



864 БОЛЬШИЕ ДАННЫЕ И ПРИЛОЖЕНИЯ И. А. Рудаков, 
М. Д. Зиновьев

Том 16, № 4. 2020          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru

Современные 
информационные 
технологии 
и ИТ-образование

Из неравенств 𝐺𝐺𝐺𝐺(2𝑛𝑛𝑛𝑛) < 0 и 𝐺𝐺𝐺𝐺(2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
) > 0 следует, что на 

интервале (2𝑛𝑛𝑛𝑛; 2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
) уравнение (6) имеет решение. Для 

любого натурального числа 𝑛𝑛𝑛𝑛 имеет место неравенсто 
𝐺𝐺𝐺𝐺(2𝑛𝑛𝑛𝑛− 1) > 0, а также найдется такое натуральное 𝑁𝑁𝑁𝑁1, что 
для любого 𝑛𝑛𝑛𝑛 > 𝑁𝑁𝑁𝑁1 имеет место неравенство 𝐺𝐺𝐺𝐺(2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

2
) < 0. 

Поэтому при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ⩾ 𝑁𝑁𝑁𝑁1 существует корень уравнения (6) на 
интервале (2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1; 2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

2
). Если 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ [2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
; 2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1], то 

sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋) ⩾ 0, cos(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋) ⩽ 0,𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑏𝑏𝑏𝑏) > 0, и значит на данном отрезке 
уравнение (6) не имеет корней.  

Осталось проверить, что при достаточно больших 𝑛𝑛𝑛𝑛 на 
отрезке �2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

2
; 2𝑛𝑛𝑛𝑛� нет корней уравнения (6). Для 

доказательства данного факта рассмотрим уранение (6) на 
отрезках �2𝑛𝑛𝑛𝑛− 1

2
; 2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

4
� и �2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

4
; 2𝑛𝑛𝑛𝑛�. Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁2 есть такое 

натуральное число, что при любом 𝑏𝑏𝑏𝑏 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеют место 
оценки 

4𝑏𝑏𝑏𝑏2

ch(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑐𝑐)
 ≤ 𝑎𝑎𝑎𝑎, ch(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋)  ≥ 2, 𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋)  ≥ 3

4
. 

Отсюда и (9) следует, что для любого натурального числа 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈
(𝑁𝑁𝑁𝑁2, +∞) имеем неравенства 

 𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑏𝑏𝑏𝑏) < −1
2

(√2 − 1) < 0 ∀ 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ (2𝑛𝑛𝑛𝑛− 1
4

; 2𝑛𝑛𝑛𝑛], 𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑏𝑏𝑏𝑏) < 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑏𝑏𝑏𝑏
�1
4
−

3
8√2� < 0 ∀ 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ �2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

2
; 2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

4
�. 

Поэтому при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ (𝑁𝑁𝑁𝑁2, +∞) на отрезке �2𝑛𝑛𝑛𝑛− 1
2

; 2𝑛𝑛𝑛𝑛� уравнение 
(6) решений не имеет. 

 Покажем, что для достаточно больших 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ на интервалах 
(𝑛𝑛𝑛𝑛;𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
) уравнение (6) имеет единственный корень 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛. Пусть 

𝑁𝑁𝑁𝑁3 = max(𝑁𝑁𝑁𝑁1,𝑁𝑁𝑁𝑁2). При 𝑛𝑛𝑛𝑛 > 𝑁𝑁𝑁𝑁3 корень 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ (𝑛𝑛𝑛𝑛;𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
) уравнения 

(6) можно записать следующим образом: 

 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
− 𝜌𝜌𝜌𝜌, 𝜌𝜌𝜌𝜌 ∈ (0; 1

2
).  

Используя данное соотношение, уравнение (6) можно 
привести к виду  

 sin(𝜌𝜌𝜌𝜌𝜋𝜋𝜋𝜋) = (−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

ch(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) + 𝑎𝑎𝑎𝑎 cos(𝜌𝜌𝜌𝜌𝜋𝜋𝜋𝜋) th(𝑐𝑐𝑐𝑐𝜋𝜋𝜋𝜋) 1
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑐𝑐

.  

Из данного равенства следует 𝜌𝜌𝜌𝜌 → 0 при 𝑛𝑛𝑛𝑛 → ∞. Для 
производной 𝐺𝐺𝐺𝐺′ имеет место следующее представление 

 𝐺𝐺𝐺𝐺′(𝑏𝑏𝑏𝑏) = 𝜋𝜋𝜋𝜋 sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑏𝑏𝑏𝑏), 

где 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑏𝑏𝑏𝑏) = 𝑂𝑂𝑂𝑂 � 1
𝑏𝑏𝑏𝑏2
� при 𝑏𝑏𝑏𝑏 → ∞. Поэтому найдется натуральное 

число 𝑁𝑁𝑁𝑁4 > 𝑁𝑁𝑁𝑁3, такое, что  

 |𝐺𝐺𝐺𝐺′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| ≥  √2𝑐𝑐𝑐𝑐
2
− |𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑏𝑏𝑏𝑏)| > 0 ∀ 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ [𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

4
,𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
), 

если 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁4. Отсюда вытекает единственность корня 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 
уравнения (6) на каждом интервале (𝑛𝑛𝑛𝑛;𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
) при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁4. 

Таким образом, согласно (8) при 𝑛𝑛𝑛𝑛 =  𝑁𝑁𝑁𝑁4,  𝑁𝑁𝑁𝑁4 + 1, … получим 
равенства 

 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
− 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛,   (10) 

  𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
− 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛)4 + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
− 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛)2,   (11) 

где 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈  (0; 1
2
) и lim

𝑛𝑛𝑛𝑛→∞
𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. Выведем оценку скорости 

стремления к нулю последовательности 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛.  

Из (10) и уравнения (6) следует равенство  

 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑐𝑐𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛
sin(𝑐𝑐𝑐𝑐𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛)

1
ch(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛) + 𝑎𝑎𝑎𝑎

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛
th(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛)cos(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛

sin(𝑐𝑐𝑐𝑐𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛)
 . (12) 

Здесь 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎. Поскольку 1 < 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛𝑛𝑛/sin(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 для 
любого 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁4, то из (12) вытекает существование 𝑁𝑁𝑁𝑁0 ∈ ℕ и 
𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 ∈ ℝ таких, что при всех натуральных числах 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁0 
имеет место следующее двойное неравенство 

 𝐶𝐶𝐶𝐶1
𝑛𝑛𝑛𝑛2
⩽ 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛 ⩽

𝐶𝐶𝐶𝐶2
𝑛𝑛𝑛𝑛2

. (13)  

Поскольку [31] множество собственных значений задачи (5) 
не имеет предельных точек, кроме бесконечности, то на 
интервале (0,𝜆𝜆𝜆𝜆𝑁𝑁𝑁𝑁0) имеется не более конечного числа 
собственных значений. Из общей формулы (7.2) работы [32] 
для дифференциального оператора четного порядка с 
переменными коэффициентами и однородными 
разделенными граничными условиями следует, что  

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁0 − 1.  

Для данного дифференциального оператора 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥4

− 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2

 с 
постоянными коэффициентами формула (11) является 
уточнением формулы (7.2). Таким образом, все собственные 
значения задачи (5) можно перенумеровать в порядке 
возрастания: 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ (с учетом кратности на интервале 
(0,𝜆𝜆𝜆𝜆𝑁𝑁𝑁𝑁0), на промежутке [𝜆𝜆𝜆𝜆𝑁𝑁𝑁𝑁0 , +∞) все собственные значения 
простые) и при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁0 имеет место представление (11) и 
оценка (13). Собственные функции 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥) соответствующие 
𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛𝑛𝑛 при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁0 имеют следующий вид. 

 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛((𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋) − cos(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋))(sh(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛

sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥)) + 

 + (cos(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥) − ch(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥))(sh(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛

sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋))).   

Если нормировать собственные функции 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 в 𝐿𝐿𝐿𝐿2(0;𝜋𝜋𝜋𝜋), то для 
множителя 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 будет иметь место следующее представление: 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1/(𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋)(𝜋𝜋𝜋𝜋 + 𝑂𝑂𝑂𝑂 �1
𝑛𝑛𝑛𝑛
�))�2

𝑐𝑐𝑐𝑐
.  

Отсюда вытекает существование констант 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 > 0,𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ ℤ+ 
таких, что для любого натурального 𝑛𝑛𝑛𝑛 имеет место 
неравенство  

 |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛
(𝑘𝑘𝑘𝑘)| ⩽ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 ⋅ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘  ∀𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [0,𝜋𝜋𝜋𝜋].  

 

Введение 
Рассмотрим квазилинейное уравнение колебаний балки  

 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), 0 < 𝑥𝑥𝑥𝑥 < 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ ℝ; (1) 

с однородными граничными условиями вида 

 𝑢𝑢𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 0, 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ ℝ;  (2) 

и условием периодичности 

 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑇𝑇𝑇𝑇) = 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), 0 < 𝑥𝑥𝑥𝑥 < 𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ ℝ.   (3) 

Уравнение Эйлера-Бернулли (1) является математической 
моделью продольных колебаний стержней и проводов, 
способных сопротивляться изгибу, двутавровых балок [1]. 
Правая часть 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡) этого уравнения и нелинейное слагаемое 
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) являются 𝑇𝑇𝑇𝑇–периодическими по времени 
функциями. Начиная с 70-х годов прошлого века вышло 
достаточно большое количество работ, посвященных 
проблеме существования периодических решений 
эволюционных уравнений таких как волновое уравнение [2] 
– [12]. При 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 задача о периодических колебаниях балки 
изучалась в достаточно большом числе работ (см., например, 
[12] – [23]). В работе [25] S. Ji H. Wei исследовали уравнение 
Эйлера-Бернулли с переменными коэффициентами и с 
однородными граничными условиями общего вида также 
при 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0. Такое уравнение представляет собой 
математическую модель колебаний неоднородного стержня. 
В [25] доказано существование периодического решения в 
случае резонанса на собственном значении 
дифференциального оператора Эйлера-Бернулли. В работе 
[26] доказано существование счетного числа решений для 
различных однородных граничных условий. Статья [12] 
представляет одну из первых работ, в которой исследована 
задача о периодических решениях уравнения (1) для случая 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 0 и с граничными условиями вида  

 𝑢𝑢𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(0, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 0, 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈  ℝ.  (4) 

В [12] доказано существование периодического решения 
малой амплитуды, если правая часть 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡) уравнения (1) 
достаточно мала. В работе [27] при 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 0 доказано 
существование бесконечного числа решений задачи (1) – (3) с 
граничными условиями (4), если нелинейное слагаемое 𝑔𝑔𝑔𝑔 
имеет степенной рост. В статьях [28], [29] исследована задача 
о периодических решениях уравнения (1), когда на одном 
конце отрезка выполнено условие жесткого закрепления (2), 
а на другом конце выполнено условие (4) (шарнирно-
опертый конец балки). При изучении этих задач возникает 
задача Штурма-Лиувилля на собственные функции и 
собственные значения для дифференциального оператора 
четвертого порядка. В случае граничных условий (4) 
соответствующее уравнение на собственные значения легко 
явно решается (собственные значения равны 𝑛𝑛𝑛𝑛4 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛2, 
собственные функции sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥). При рассмотрении смешанных 
граничных условий вида (2) и (4) на разных концах, 
возникает громоздкое трансцендентное уравнение на 

собственные значения. В работах [28], [29] получена 
асимптотика собственных значений и доказана 
ограниченность собственных функций. Основной теоремой в 
[28] является теорема о существовании счетного числа 
периодических решений для уравнения (1) со смешанными 
граничными условиями. В [29] доказано существование 
периодического решения в случае резонанса на 
произвольном собственном значении дифференциального 
оператора. В случае граничных условий (2) возникает еще 
более громоздкое трансцендентное уравнение на 
собственные значения, исследованию которого посвящена 
первая часть данной работы. Целью работы является 
получение асимптотических формул для собственных 
значений задачи Штурма-Лиувилля, доказательство 
ограниченности собственных функций и основной теоремы о 
существовании решения задачи (1) – (3) для произвольной 
периодической по времени правой части 𝑓𝑓𝑓𝑓, без 
предположения ее малости. <<Eqn0001.eps>> 

Задача на собственные значения  
и собственные функции 
Уравнению (1) с граничными условиями (2) соответствует 
следующая задача Штурма-Лиувилля на собственные 
функции и собственные значения 

 �
𝑋𝑋𝑋𝑋(4) − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑋𝑋𝑋𝑋, 0 < 𝑥𝑥𝑥𝑥 < 𝜋𝜋𝜋𝜋,𝑎𝑎𝑎𝑎 > 0;
𝑋𝑋𝑋𝑋(0) = 𝑋𝑋𝑋𝑋′(0) = 0;
𝑋𝑋𝑋𝑋(𝜋𝜋𝜋𝜋) = 𝑋𝑋𝑋𝑋′(𝜋𝜋𝜋𝜋) = 0.

  (5) 

Стандартно доказывается, что собственные значения 𝜆𝜆𝜆𝜆 
задачи (5) являются положительными и удовлетворяют 
следующему уравнению  

 cos(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋) = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)

+ 𝑎𝑎𝑎𝑎
2𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑐𝑐

sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋)th(𝑐𝑐𝑐𝑐𝜋𝜋𝜋𝜋).  (6) 

Здесь 

 𝑏𝑏𝑏𝑏 = �1
2

(√𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 4𝜆𝜆𝜆𝜆 − 𝑎𝑎𝑎𝑎), 𝑐𝑐𝑐𝑐 = �1
2

(𝑎𝑎𝑎𝑎+ √𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 4𝜆𝜆𝜆𝜆).  (7) 

Собственные функции примут вид  

𝑋𝑋𝑋𝑋 = 𝐶𝐶𝐶𝐶1�ch(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥)− cos(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥)�+ 𝐶𝐶𝐶𝐶2 �sh(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏

sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥)� ,𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 ∈ ℝ.   

Выразим 𝜆𝜆𝜆𝜆 из (7):  

 𝜆𝜆𝜆𝜆 = 𝑏𝑏𝑏𝑏4 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏2.  (8) 

Покажем, что найдется 𝑛𝑛𝑛𝑛0 ∈ ℕ, такое, что для любого 
натурального 𝑛𝑛𝑛𝑛 ⩾ 𝑛𝑛𝑛𝑛0 на интервале (𝑛𝑛𝑛𝑛;𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
) существует 

единственный корень 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 уравнения (6), а на отрезке [𝑛𝑛𝑛𝑛 +
1
2

; 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1] это уравнение не имеет решений. Рассмотрим 
функцию  

 𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑏𝑏𝑏𝑏) = 1
ch(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) + 𝑎𝑎𝑎𝑎

2𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑐𝑐
sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋) th(𝑐𝑐𝑐𝑐𝜋𝜋𝜋𝜋) − cos(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋)  (9) 
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Из неравенств 𝐺𝐺𝐺𝐺(2𝑛𝑛𝑛𝑛) < 0 и 𝐺𝐺𝐺𝐺(2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
) > 0 следует, что на 

интервале (2𝑛𝑛𝑛𝑛; 2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
) уравнение (6) имеет решение. Для 

любого натурального числа 𝑛𝑛𝑛𝑛 имеет место неравенсто 
𝐺𝐺𝐺𝐺(2𝑛𝑛𝑛𝑛− 1) > 0, а также найдется такое натуральное 𝑁𝑁𝑁𝑁1, что 
для любого 𝑛𝑛𝑛𝑛 > 𝑁𝑁𝑁𝑁1 имеет место неравенство 𝐺𝐺𝐺𝐺(2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

2
) < 0. 

Поэтому при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ⩾ 𝑁𝑁𝑁𝑁1 существует корень уравнения (6) на 
интервале (2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1; 2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

2
). Если 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ [2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
; 2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1], то 

sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋) ⩾ 0, cos(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋) ⩽ 0,𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑏𝑏𝑏𝑏) > 0, и значит на данном отрезке 
уравнение (6) не имеет корней.  

Осталось проверить, что при достаточно больших 𝑛𝑛𝑛𝑛 на 
отрезке �2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

2
; 2𝑛𝑛𝑛𝑛� нет корней уравнения (6). Для 

доказательства данного факта рассмотрим уранение (6) на 
отрезках �2𝑛𝑛𝑛𝑛− 1

2
; 2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

4
� и �2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

4
; 2𝑛𝑛𝑛𝑛�. Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁2 есть такое 

натуральное число, что при любом 𝑏𝑏𝑏𝑏 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеют место 
оценки 

4𝑏𝑏𝑏𝑏2

ch(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑐𝑐)
 ≤ 𝑎𝑎𝑎𝑎, ch(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋)  ≥ 2, 𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋)  ≥ 3

4
. 

Отсюда и (9) следует, что для любого натурального числа 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈
(𝑁𝑁𝑁𝑁2, +∞) имеем неравенства 

 𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑏𝑏𝑏𝑏) < −1
2

(√2 − 1) < 0 ∀ 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ (2𝑛𝑛𝑛𝑛− 1
4

; 2𝑛𝑛𝑛𝑛], 𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑏𝑏𝑏𝑏) < 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑏𝑏𝑏𝑏
�1
4
−

3
8√2� < 0 ∀ 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ �2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

2
; 2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

4
�. 

Поэтому при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ (𝑁𝑁𝑁𝑁2, +∞) на отрезке �2𝑛𝑛𝑛𝑛− 1
2

; 2𝑛𝑛𝑛𝑛� уравнение 
(6) решений не имеет. 

 Покажем, что для достаточно больших 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ на интервалах 
(𝑛𝑛𝑛𝑛;𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
) уравнение (6) имеет единственный корень 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛. Пусть 

𝑁𝑁𝑁𝑁3 = max(𝑁𝑁𝑁𝑁1,𝑁𝑁𝑁𝑁2). При 𝑛𝑛𝑛𝑛 > 𝑁𝑁𝑁𝑁3 корень 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ (𝑛𝑛𝑛𝑛;𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
) уравнения 

(6) можно записать следующим образом: 

 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
− 𝜌𝜌𝜌𝜌, 𝜌𝜌𝜌𝜌 ∈ (0; 1

2
).  

Используя данное соотношение, уравнение (6) можно 
привести к виду  

 sin(𝜌𝜌𝜌𝜌𝜋𝜋𝜋𝜋) = (−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

ch(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) + 𝑎𝑎𝑎𝑎 cos(𝜌𝜌𝜌𝜌𝜋𝜋𝜋𝜋) th(𝑐𝑐𝑐𝑐𝜋𝜋𝜋𝜋) 1
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑐𝑐

.  

Из данного равенства следует 𝜌𝜌𝜌𝜌 → 0 при 𝑛𝑛𝑛𝑛 → ∞. Для 
производной 𝐺𝐺𝐺𝐺′ имеет место следующее представление 

 𝐺𝐺𝐺𝐺′(𝑏𝑏𝑏𝑏) = 𝜋𝜋𝜋𝜋 sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑏𝑏𝑏𝑏), 

где 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑏𝑏𝑏𝑏) = 𝑂𝑂𝑂𝑂 � 1
𝑏𝑏𝑏𝑏2
� при 𝑏𝑏𝑏𝑏 → ∞. Поэтому найдется натуральное 

число 𝑁𝑁𝑁𝑁4 > 𝑁𝑁𝑁𝑁3, такое, что  

 |𝐺𝐺𝐺𝐺′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| ≥  √2𝑐𝑐𝑐𝑐
2
− |𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑏𝑏𝑏𝑏)| > 0 ∀ 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ [𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

4
,𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
), 

если 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁4. Отсюда вытекает единственность корня 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 
уравнения (6) на каждом интервале (𝑛𝑛𝑛𝑛;𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
) при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁4. 

Таким образом, согласно (8) при 𝑛𝑛𝑛𝑛 =  𝑁𝑁𝑁𝑁4,  𝑁𝑁𝑁𝑁4 + 1, … получим 
равенства 

 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
− 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛,   (10) 

  𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
− 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛)4 + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

2
− 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛)2,   (11) 

где 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈  (0; 1
2
) и lim

𝑛𝑛𝑛𝑛→∞
𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. Выведем оценку скорости 

стремления к нулю последовательности 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛.  

Из (10) и уравнения (6) следует равенство  

 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑐𝑐𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛
sin(𝑐𝑐𝑐𝑐𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛)

1
ch(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛) + 𝑎𝑎𝑎𝑎

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛
th(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛)cos(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛

sin(𝑐𝑐𝑐𝑐𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛)
 . (12) 

Здесь 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎. Поскольку 1 < 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛𝑛𝑛/sin(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 для 
любого 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁4, то из (12) вытекает существование 𝑁𝑁𝑁𝑁0 ∈ ℕ и 
𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 ∈ ℝ таких, что при всех натуральных числах 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁0 
имеет место следующее двойное неравенство 

 𝐶𝐶𝐶𝐶1
𝑛𝑛𝑛𝑛2
⩽ 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛 ⩽

𝐶𝐶𝐶𝐶2
𝑛𝑛𝑛𝑛2

. (13)  

Поскольку [31] множество собственных значений задачи (5) 
не имеет предельных точек, кроме бесконечности, то на 
интервале (0,𝜆𝜆𝜆𝜆𝑁𝑁𝑁𝑁0) имеется не более конечного числа 
собственных значений. Из общей формулы (7.2) работы [32] 
для дифференциального оператора четного порядка с 
переменными коэффициентами и однородными 
разделенными граничными условиями следует, что  

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁0 − 1.  

Для данного дифференциального оператора 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥4

− 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2

 с 
постоянными коэффициентами формула (11) является 
уточнением формулы (7.2). Таким образом, все собственные 
значения задачи (5) можно перенумеровать в порядке 
возрастания: 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ (с учетом кратности на интервале 
(0,𝜆𝜆𝜆𝜆𝑁𝑁𝑁𝑁0), на промежутке [𝜆𝜆𝜆𝜆𝑁𝑁𝑁𝑁0 , +∞) все собственные значения 
простые) и при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁0 имеет место представление (11) и 
оценка (13). Собственные функции 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥) соответствующие 
𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛𝑛𝑛 при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑁𝑁0 имеют следующий вид. 

 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛((𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋) − cos(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋))(sh(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛

sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥)) + 

 + (cos(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥) − ch(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥))(sh(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛

sin(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋))).   

Если нормировать собственные функции 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 в 𝐿𝐿𝐿𝐿2(0;𝜋𝜋𝜋𝜋), то для 
множителя 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 будет иметь место следующее представление: 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1/(𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋)(𝜋𝜋𝜋𝜋 + 𝑂𝑂𝑂𝑂 �1
𝑛𝑛𝑛𝑛
�))�2

𝑐𝑐𝑐𝑐
.  

Отсюда вытекает существование констант 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 > 0,𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ ℤ+ 
таких, что для любого натурального 𝑛𝑛𝑛𝑛 имеет место 
неравенство  

 |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛
(𝑘𝑘𝑘𝑘)| ⩽ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 ⋅ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘  ∀𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [0,𝜋𝜋𝜋𝜋].  
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Теорема о существовании решения 
задачи (1) – (3) 
Будем предполагать, что период в условии (3) представлен в 
виде:  

 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐

,𝑏𝑏𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ ℕ, (𝑏𝑏𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑐𝑐) = 1.  (14) 

Введем обозначение: Ω = [0;𝜋𝜋𝜋𝜋] × ℝ/(𝑇𝑇𝑇𝑇ℤ). Решение исходной 
задачи (1) – (3) будет представлено в виде ряда Фурье по 
следующей полной ортонормированной в 𝐿𝐿𝐿𝐿2(Ω) системе 
функций:   

 � 1
𝑇𝑇𝑇𝑇
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,�2

𝑇𝑇𝑇𝑇
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛cos(𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡),�2

𝑇𝑇𝑇𝑇
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛sin(c

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡) �, 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝑚𝑚𝑚𝑚 ∈ ℤ+. (15) 

Предположим, что коэффициент 𝑎𝑎𝑎𝑎 в уравнении (1) 
удовлетворяет следующим условиям: 

 𝑎𝑎𝑎𝑎 > 0, 1
2
�𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1

2
� 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∉ ℕ.  (16) 

Для функций из системы (15) введем следующее 
обозначение: 

 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐 = �2
𝑇𝑇𝑇𝑇
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛cos(𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 = �2

𝑇𝑇𝑇𝑇
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛sin(c

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡)  (17) 

Обозначим 𝐷𝐷𝐷𝐷 множество конечных линейных комбинаций 
функций из системы (15). Пусть 𝐴𝐴𝐴𝐴0: 𝐿𝐿𝐿𝐿2(Ω) → 𝐿𝐿𝐿𝐿2(Ω) есть 
оператор с областью определения 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝐴𝐴𝐴𝐴0) = 𝐷𝐷𝐷𝐷, и такой, что 
𝐴𝐴𝐴𝐴0𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝐷𝐷𝐷𝐷. Далее обозначим 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴0∗  в 
𝐿𝐿𝐿𝐿2(Ω). Оператор 𝐴𝐴𝐴𝐴 является самосопряженным в 𝐿𝐿𝐿𝐿2(Ω). 
Обозначим  

 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝑏𝑏𝑏𝑏2
𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚)(𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑐𝑐𝑐𝑐
�𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛𝑛𝑛 +𝑚𝑚𝑚𝑚),  (18) 

где 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚) = (𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐
�𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑚𝑚𝑚𝑚). Числа 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 являются собственными 

значениями оператора 𝐴𝐴𝐴𝐴, которым соответствуют 
собственные функции (17). 

Пусть 𝐻𝐻𝐻𝐻1(Ω) = 𝑊𝑊𝑊𝑊2
1(Ω),  𝐻𝐻𝐻𝐻2(Ω) = 𝑊𝑊𝑊𝑊2

2(Ω) есть пространства 
Соболева, 𝜎𝜎𝜎𝜎 = {𝜇𝜇𝜇𝜇𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛| 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝑚𝑚𝑚𝑚 ∈ ℤ+} есть множество 
собственных значений 𝐴𝐴𝐴𝐴. Обозначим  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑔𝑔𝑔𝑔) = ∫ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑, ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ = �(𝑓𝑓𝑓𝑓, 𝑓𝑓𝑓𝑓) 
Ω  ∀𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑔𝑔𝑔𝑔 ∈  𝐿𝐿𝐿𝐿2(Ω).  

Лемма. Пусть выполнены условия (14), (16). Тогда 
существует 𝑁𝑁𝑁𝑁5 ∈ ℕ и положительные константы 𝛼𝛼𝛼𝛼0, 𝑐𝑐𝑐𝑐0, такие, 
что 

 |𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚)| ⩾ 𝛼𝛼𝛼𝛼0,∀𝑛𝑛𝑛𝑛 > 𝑁𝑁𝑁𝑁5,𝑚𝑚𝑚𝑚 ∈ ℤ+;  (19) 

 |𝜇𝜇𝜇𝜇𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛| ⩾ 𝑐𝑐𝑐𝑐0(𝑛𝑛𝑛𝑛2 +𝑚𝑚𝑚𝑚),  (20) 

если 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ≠ 0. Оператор 𝐴𝐴𝐴𝐴−1:𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴) → 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴) является вполне 
непрерывным и имеют место следующие включения:  

 

 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝐴𝐴𝐴𝐴−1𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(Ω) ∩ 𝐶𝐶𝐶𝐶(Ω),𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(Ω)  ∀ 𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(Ω) ∩ 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴), (21) 

 𝐴𝐴𝐴𝐴−1𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻2(Ω) ∩ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(Ω) ∀𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(Ω)∩ 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴).  (22) 

Доказательство. Рассмотрим выражение  

 �𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑛𝑛𝑛𝑛 +
1
2
− 𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛𝑛𝑛)2�1 +

𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1/2− 𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛𝑛𝑛)2

 . 

Для произвольного 𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ (0; 1/2) обозначим 𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜙𝜙𝜙𝜙) =
[𝜙𝜙𝜙𝜙�𝑎𝑎𝑎𝑎/(1 − 2𝜙𝜙𝜙𝜙)] + 1. Тогда для любого натурального 𝑛𝑛𝑛𝑛 ⩾
𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜙𝜙𝜙𝜙) имеет место соотношение  

 �𝜆𝜆𝜆𝜆𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
2
− 𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛𝑛𝑛)2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾(𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑎𝑎𝑎𝑎,𝛾𝛾𝛾𝛾(𝑛𝑛𝑛𝑛) ∈ (𝜙𝜙𝜙𝜙, 1/2).  (23) 

Зафиксируем 𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ (0, 1/2). Из (23) следует, что при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ⩾ 𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜙𝜙𝜙𝜙) 
имеет место равенство 

 |𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚)| = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐

|𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑛𝑛𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑛𝑛𝑛𝑛) + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛|, 

где 𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛𝑛𝑛2 − (2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1)𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛𝑛𝑛),𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑏𝑏(1
4

+ 𝛾𝛾𝛾𝛾(𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑎𝑎𝑎𝑎). Из условия 
(16) следует  

 1
2

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1
2
)𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 1,𝑘𝑘𝑘𝑘),𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ ℕ. 

Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Тогда 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 2
𝑏𝑏𝑏𝑏
− 1

2
, 𝑏𝑏𝑏𝑏 < 4 и для 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛 будет справедлива 

оценка  

 0 < 𝑏𝑏𝑏𝑏
4

< 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛 < 1
2

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1
2
)𝑏𝑏𝑏𝑏 < 1.  (24) 

Рассмотрим случай 𝑘𝑘𝑘𝑘 ⩾ 2. Тогда если 𝑘𝑘𝑘𝑘 ⩾ 𝑏𝑏𝑏𝑏
4

+ 1, то 
зафиксируем 𝜙𝜙𝜙𝜙 = ((2(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 1)/𝑏𝑏𝑏𝑏 − 1/2)/𝑎𝑎𝑎𝑎+ 1)/4 ∈ (0; 1/2). Для 
любого 𝑛𝑛𝑛𝑛 ⩾ 𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜙𝜙𝜙𝜙) будет иметь место оценка 

 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 1 < 1
4

(1 + (2(𝑘𝑘𝑘𝑘−1)
𝑏𝑏𝑏𝑏

− 1
2

+ 𝑎𝑎𝑎𝑎))𝑏𝑏𝑏𝑏 < 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛 < 1
2

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1
2
)𝑏𝑏𝑏𝑏 < 𝑘𝑘𝑘𝑘  (25) 

Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 > 4 и 𝑘𝑘𝑘𝑘 ⩽ 𝑏𝑏𝑏𝑏
4

+ 1, то для 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 1
4
 при 𝑛𝑛𝑛𝑛 ⩾ 𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜙𝜙𝜙𝜙) получим 

следующие неравенства:  

 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 1 < 1
4

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝑏𝑏𝑏𝑏 < 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛 < 1
2

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1
2
)𝑏𝑏𝑏𝑏 < 𝑘𝑘𝑘𝑘.  (26) 

Из (24), (25), (26) следует существование 𝛼𝛼𝛼𝛼1 ∈ (0,1) такого, 
что для любого целого числа 𝑙𝑙𝑙𝑙 имеет место неравенство  

 |𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑙𝑙𝑙𝑙| ⩾ 𝛼𝛼𝛼𝛼1.  (27) 

 

Из (13) следует, что если зафиксировать 𝑛𝑛𝑛𝑛1 ⩾ 𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜙𝜙𝜙𝜙), то для 
любого 𝑛𝑛𝑛𝑛 ⩾ 𝑛𝑛𝑛𝑛1 имеет место оценка |𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛| < 𝛼𝛼𝛼𝛼1

2
. Отсюда и (27) 

получим (19). Неравенcтво (20) вытекает из (11), (18), (19). 
Вполне непрерывность оператора 𝐴𝐴𝐴𝐴−1:𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴) → 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴) и 
включения (21), (22) доказываются по плану леммы 2.2 
работы [30]. Лемма доказана. 

 

 

Будем полагать, что нелинейное слагаемое 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) 
удовлетворяет условиям:  

 𝑔𝑔𝑔𝑔 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(Ω× 𝑅𝑅𝑅𝑅),𝑇𝑇𝑇𝑇 периодична по 𝑡𝑡𝑡𝑡;  (28) 

Существуют константы 𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽,𝑢𝑢𝑢𝑢� , что  

 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑢𝑢𝑢𝑢

 ∈ [𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽] ∀(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ Ω,∀ 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ (−∞;−𝑢𝑢𝑢𝑢�] ∪ [𝑢𝑢𝑢𝑢� ; +∞).  (29) 

Определение. Обобщенным решением задачи (1) – (3) 
называется функция 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(Ω), такая, что  

 (𝑢𝑢𝑢𝑢,𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑𝜑𝜑𝜑) = (𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡),𝜑𝜑𝜑𝜑) ∀𝜑𝜑𝜑𝜑 ∈ 𝐷𝐷𝐷𝐷.  

Теорема. Пусть выполнены условия (14), (16), (28), (29), где 

 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 𝛽𝛽𝛽𝛽,𝑢𝑢𝑢𝑢� > 0, [𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽] ∩ 𝜎𝜎𝜎𝜎 = ∅,  (30) 

Тогда задача (1) – (3) имеет обобщенное решение 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻2(Ω) ∩
𝐶𝐶𝐶𝐶1(Ω) для любой 𝑇𝑇𝑇𝑇–периодической по 𝑡𝑡𝑡𝑡 правой части 𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈
𝐻𝐻𝐻𝐻1(Ω) и 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(Ω). 

Доказательство. Введем обозначения: 𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐿𝐿𝐿𝐿2(Ω), 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) =
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑢𝑢𝑢𝑢. Из леммы следует вполне непрерывность 
оператора 𝐴𝐴𝐴𝐴:𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴) → 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴). Так как 𝛼𝛼𝛼𝛼 ∈ 𝜎𝜎𝜎𝜎, то оператор (𝐴𝐴𝐴𝐴 −
𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼)−1:𝐻𝐻𝐻𝐻 → 𝐻𝐻𝐻𝐻 также является вполне непрерывным. 

Будем искать обобщенное решение задачи (1) – (3), как 
решение операторного уравнения  

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑓𝑓𝑓𝑓  (31) 

Для доказательства существования решения уравнения (31) 
воспользуемся методом работы [2]. Если обозначить 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑢𝑢𝑢𝑢) =
(𝐴𝐴𝐴𝐴− 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼)−1(𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑓𝑓𝑓𝑓), то уравнение (31) можно переписать 
в виде  

 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑢𝑢𝑢𝑢)  (32) 

Оператор 𝑇𝑇𝑇𝑇:𝐻𝐻𝐻𝐻 → 𝐻𝐻𝐻𝐻 является вполне непрерывным. 
Воспользуемся принципом Лере-Шаудера о неподвижной 
точке и рассмотрим уравнение 

 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜉𝜉𝜉𝜉𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑢𝑢𝑢𝑢)  (33) 

с параметром 𝜉𝜉𝜉𝜉 ∈ (0,1]. Оценим 𝐿𝐿𝐿𝐿2-норму возможных 
решений уравнения (33). Обозначим 𝜔𝜔𝜔𝜔 = (𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼)−1𝑓𝑓𝑓𝑓 и 
перепишем уравнение в следующем виде: 

 r(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) = −1
𝜉𝜉𝜉𝜉

(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔).  (34) 

Пусть 𝜆𝜆𝜆𝜆1, 𝜆𝜆𝜆𝜆2 есть соседние собственные значения оператора 𝐴𝐴𝐴𝐴, 
т.е. (𝜆𝜆𝜆𝜆1, 𝜆𝜆𝜆𝜆2) ∩ 𝜎𝜎𝜎𝜎 = ∅, потребуем, чтобы [𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽] ⊂ (𝜆𝜆𝜆𝜆1,𝜆𝜆𝜆𝜆2). 
Умножим равенство (34) скалярно на 𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔 в 𝐻𝐻𝐻𝐻. 
Воспользуемся тем, что 𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝜆𝜆𝜆𝜆2 является наименьшим по 
модулю отрицательным собственным значением оператора 
𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 и неравенством Брезиса-Ниренберга [2]. 

 

 

(𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢),𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔) = −
1
𝜉𝜉𝜉𝜉
�(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔),𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔� ⩽ 

 ⩽ 1
𝜉𝜉𝜉𝜉(𝜆𝜆𝜆𝜆2−𝛼𝛼𝛼𝛼)

‖(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔)‖2 = 𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜆𝜆𝜆𝜆2−𝛼𝛼𝛼𝛼

‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖2.  (35) 

Из условий (29), (30) вытекает существование 
положительных констант 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2, таких, что 

 𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅ 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) ⩾ −𝐶𝐶𝐶𝐶1, |𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)| ⩽ (𝛽𝛽𝛽𝛽 − 𝛼𝛼𝛼𝛼)|𝑢𝑢𝑢𝑢| + 𝐶𝐶𝐶𝐶2 ∀(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) ∈
Ω× ℝ.  

Из этих неравенств и (35) получим:  

 𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜆𝜆𝜆𝜆2−𝛼𝛼𝛼𝛼

‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖2 ⩾ ∫Ω |𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) ⋅ 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝐶𝐶𝐶𝐶1|𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝐶𝐶𝐶𝐶1‖Ω‖− ‖𝜔𝜔𝜔𝜔‖ ⋅
‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖ ⩾  

 ⩾ �
Ω

(|𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) ⋅ 𝑢𝑢𝑢𝑢| − 𝐶𝐶𝐶𝐶1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝐶𝐶𝐶𝐶1‖Ω‖ − ‖𝜔𝜔𝜔𝜔‖ ⋅ ‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖ ⩾ 

 ⩾ �
Ω

|𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)| ⋅ |𝑢𝑢𝑢𝑢|𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 − 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶1 − ‖𝜔𝜔𝜔𝜔‖ ⋅ ‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖ ⩾ 

 ⩾ 1
𝛽𝛽𝛽𝛽−𝛼𝛼𝛼𝛼

‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖2 − 𝐶𝐶𝐶𝐶3‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖ − 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶1, (36) 

где 𝐶𝐶𝐶𝐶3 есть некоторая положительная константа. Из (35), (36) 
получим следующие оценки  

 ‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖ ⩽ 𝐶𝐶𝐶𝐶4, ‖(𝐴𝐴𝐴𝐴− 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼)(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔)‖ ⩽ 𝐶𝐶𝐶𝐶4.   

Константа 𝐶𝐶𝐶𝐶4 не зависит от 𝜉𝜉𝜉𝜉. Так как 𝛼𝛼𝛼𝛼 ∈ 𝜎𝜎𝜎𝜎, из последнего 
неравенства получим ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ ⩽ 𝐶𝐶𝐶𝐶5, 𝐶𝐶𝐶𝐶5 также не зависит от 𝜉𝜉𝜉𝜉. 
Следовательно, выполнены условия принципа Лере-Шаудера 
о неподвижной точке. Из него вытекает существование 
решения 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻 уравнения (32). Гладкость обобщенного 
решения вытекает из конечномерности ядра оператора 𝐴𝐴𝐴𝐴 
(согласно (20)) и леммы. Теорема доказана. 

Замечание (о единственности решения). Если 
дополнительно условиям теоремы функция 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) 
удовлетворяет условию  

 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⩽ 𝑔𝑔𝑔𝑔′𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) ⩽ 𝛽𝛽𝛽𝛽 ∀(𝑢𝑢𝑢𝑢, 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ ℝ× Ω,  то задача (1) – (3) имеет 
единственное решение. 

Заключение 
 
В работе получены асимптотические оценки собственных 
значений задачи на собственные функции и собственные 
значения, доказана ограниченность собственных функций, 
получена оценка модулей их производных, доказана теорема 
о существовании периодического по времени решения для 
квазилинейного уравнения (1) с граничными условиями, 
соответствующими жестко заделанным концам балки. 
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Будем полагать, что нелинейное слагаемое 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) 
удовлетворяет условиям:  

 𝑔𝑔𝑔𝑔 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(Ω× 𝑅𝑅𝑅𝑅),𝑇𝑇𝑇𝑇 периодична по 𝑡𝑡𝑡𝑡;  (28) 

Существуют константы 𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽,𝑢𝑢𝑢𝑢� , что  

 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑢𝑢𝑢𝑢

 ∈ [𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽] ∀(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ Ω,∀ 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ (−∞;−𝑢𝑢𝑢𝑢�] ∪ [𝑢𝑢𝑢𝑢� ; +∞).  (29) 

Определение. Обобщенным решением задачи (1) – (3) 
называется функция 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(Ω), такая, что  

 (𝑢𝑢𝑢𝑢,𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑𝜑𝜑𝜑) = (𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡),𝜑𝜑𝜑𝜑) ∀𝜑𝜑𝜑𝜑 ∈ 𝐷𝐷𝐷𝐷.  

Теорема. Пусть выполнены условия (14), (16), (28), (29), где 

 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 𝛽𝛽𝛽𝛽,𝑢𝑢𝑢𝑢� > 0, [𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽] ∩ 𝜎𝜎𝜎𝜎 = ∅,  (30) 

Тогда задача (1) – (3) имеет обобщенное решение 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻2(Ω) ∩
𝐶𝐶𝐶𝐶1(Ω) для любой 𝑇𝑇𝑇𝑇–периодической по 𝑡𝑡𝑡𝑡 правой части 𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈
𝐻𝐻𝐻𝐻1(Ω) и 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(Ω). 

Доказательство. Введем обозначения: 𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐿𝐿𝐿𝐿2(Ω), 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) =
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑢𝑢𝑢𝑢. Из леммы следует вполне непрерывность 
оператора 𝐴𝐴𝐴𝐴:𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴) → 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴). Так как 𝛼𝛼𝛼𝛼 ∈ 𝜎𝜎𝜎𝜎, то оператор (𝐴𝐴𝐴𝐴 −
𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼)−1:𝐻𝐻𝐻𝐻 → 𝐻𝐻𝐻𝐻 также является вполне непрерывным. 

Будем искать обобщенное решение задачи (1) – (3), как 
решение операторного уравнения  

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑓𝑓𝑓𝑓  (31) 

Для доказательства существования решения уравнения (31) 
воспользуемся методом работы [2]. Если обозначить 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑢𝑢𝑢𝑢) =
(𝐴𝐴𝐴𝐴− 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼)−1(𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑓𝑓𝑓𝑓), то уравнение (31) можно переписать 
в виде  

 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑢𝑢𝑢𝑢)  (32) 

Оператор 𝑇𝑇𝑇𝑇:𝐻𝐻𝐻𝐻 → 𝐻𝐻𝐻𝐻 является вполне непрерывным. 
Воспользуемся принципом Лере-Шаудера о неподвижной 
точке и рассмотрим уравнение 

 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜉𝜉𝜉𝜉𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑢𝑢𝑢𝑢)  (33) 

с параметром 𝜉𝜉𝜉𝜉 ∈ (0,1]. Оценим 𝐿𝐿𝐿𝐿2-норму возможных 
решений уравнения (33). Обозначим 𝜔𝜔𝜔𝜔 = (𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼)−1𝑓𝑓𝑓𝑓 и 
перепишем уравнение в следующем виде: 

 r(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) = −1
𝜉𝜉𝜉𝜉

(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔).  (34) 

Пусть 𝜆𝜆𝜆𝜆1, 𝜆𝜆𝜆𝜆2 есть соседние собственные значения оператора 𝐴𝐴𝐴𝐴, 
т.е. (𝜆𝜆𝜆𝜆1, 𝜆𝜆𝜆𝜆2) ∩ 𝜎𝜎𝜎𝜎 = ∅, потребуем, чтобы [𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽] ⊂ (𝜆𝜆𝜆𝜆1,𝜆𝜆𝜆𝜆2). 
Умножим равенство (34) скалярно на 𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔 в 𝐻𝐻𝐻𝐻. 
Воспользуемся тем, что 𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝜆𝜆𝜆𝜆2 является наименьшим по 
модулю отрицательным собственным значением оператора 
𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 и неравенством Брезиса-Ниренберга [2]. 

 

 

(𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢),𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔) = −
1
𝜉𝜉𝜉𝜉
�(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔),𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔� ⩽ 

 ⩽ 1
𝜉𝜉𝜉𝜉(𝜆𝜆𝜆𝜆2−𝛼𝛼𝛼𝛼)

‖(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔)‖2 = 𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜆𝜆𝜆𝜆2−𝛼𝛼𝛼𝛼

‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖2.  (35) 

Из условий (29), (30) вытекает существование 
положительных констант 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2, таких, что 

 𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅ 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) ⩾ −𝐶𝐶𝐶𝐶1, |𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)| ⩽ (𝛽𝛽𝛽𝛽 − 𝛼𝛼𝛼𝛼)|𝑢𝑢𝑢𝑢| + 𝐶𝐶𝐶𝐶2 ∀(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) ∈
Ω× ℝ.  

Из этих неравенств и (35) получим:  

 𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜆𝜆𝜆𝜆2−𝛼𝛼𝛼𝛼

‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖2 ⩾ ∫Ω |𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) ⋅ 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝐶𝐶𝐶𝐶1|𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝐶𝐶𝐶𝐶1‖Ω‖− ‖𝜔𝜔𝜔𝜔‖ ⋅
‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖ ⩾  

 ⩾ �
Ω

(|𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) ⋅ 𝑢𝑢𝑢𝑢| − 𝐶𝐶𝐶𝐶1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝐶𝐶𝐶𝐶1‖Ω‖ − ‖𝜔𝜔𝜔𝜔‖ ⋅ ‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖ ⩾ 

 ⩾ �
Ω

|𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)| ⋅ |𝑢𝑢𝑢𝑢|𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 − 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶1 − ‖𝜔𝜔𝜔𝜔‖ ⋅ ‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖ ⩾ 

 ⩾ 1
𝛽𝛽𝛽𝛽−𝛼𝛼𝛼𝛼

‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖2 − 𝐶𝐶𝐶𝐶3‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖ − 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶1, (36) 

где 𝐶𝐶𝐶𝐶3 есть некоторая положительная константа. Из (35), (36) 
получим следующие оценки  

 ‖𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢)‖ ⩽ 𝐶𝐶𝐶𝐶4, ‖(𝐴𝐴𝐴𝐴− 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼)(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜔𝜔𝜔𝜔)‖ ⩽ 𝐶𝐶𝐶𝐶4.   

Константа 𝐶𝐶𝐶𝐶4 не зависит от 𝜉𝜉𝜉𝜉. Так как 𝛼𝛼𝛼𝛼 ∈ 𝜎𝜎𝜎𝜎, из последнего 
неравенства получим ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ ⩽ 𝐶𝐶𝐶𝐶5, 𝐶𝐶𝐶𝐶5 также не зависит от 𝜉𝜉𝜉𝜉. 
Следовательно, выполнены условия принципа Лере-Шаудера 
о неподвижной точке. Из него вытекает существование 
решения 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻 уравнения (32). Гладкость обобщенного 
решения вытекает из конечномерности ядра оператора 𝐴𝐴𝐴𝐴 
(согласно (20)) и леммы. Теорема доказана. 

Замечание (о единственности решения). Если 
дополнительно условиям теоремы функция 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) 
удовлетворяет условию  

 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⩽ 𝑔𝑔𝑔𝑔′𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡,𝑢𝑢𝑢𝑢) ⩽ 𝛽𝛽𝛽𝛽 ∀(𝑢𝑢𝑢𝑢, 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ ℝ× Ω,  то задача (1) – (3) имеет 
единственное решение. 

Заключение 
 
В работе получены асимптотические оценки собственных 
значений задачи на собственные функции и собственные 
значения, доказана ограниченность собственных функций, 
получена оценка модулей их производных, доказана теорема 
о существовании периодического по времени решения для 
квазилинейного уравнения (1) с граничными условиями, 
соответствующими жестко заделанным концам балки. 
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