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Аннотация
Рассматриваются вопросы комплексирования измерений с двух датчиков, моменты полу-
чения измерений с которых не совпадают по времени, при этом требуемые моменты выдачи 
результатов их обработки также лежат внутри интервалов между показаниями. Предложено 
несколько вариантов алгоритмов объединения на основе калмановской фильтрации как с ис-
пользованием централизованного фильтра, так и на основе параллельно работающих частных 
фильтров в рамках децентрализованной фильтрации. Описана адаптация параметров фильтра 
к работе в условиях неэквидистантной сетки рабочих тактов. Рассмотрены варианты объеди-
нения оценок состояния процесса внутри контура фильтрации и за его пределами. Сравнение 
методов выполняется с точки зрения величины относительной среднеквадратической ошибки 
получаемой на выходе оценки. Отдельно анализируются случай равноточных измерений и слу-
чай, когда уровень шумов в показаниях датчиков значительно различается. Работоспособность 
методов исследуется при различных значениях ширины полосы пропускания, определяемой 
соотношением интенсивности шума процесса и шума измерения.
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Abstract
The problem of measurement fusion from two sensors with no coincident pairs of measurement at any 
time is considered. Besides, the required moments of returning the result also lie between indication 
times. Several association algorithms based on Kalman filtering both with use of the centralized filter, 
and on the basis of two parallel local filters as a part of decentralized filtration approach are proposed. 
Filter parameter adjustment to operation at non-equidistant times is described. The options for com-
bining the assessments of the process state inside the filtration loop and outside it are considered. Com-
parison of methods is carried out in terms of the relative mean square error value of result estimate. 
The case of uniformly precise measurements and a case when the noise level into indications of sensors 
considerably differs are separately analyzed. The operability of methods is investigated at various val-
ues of bandwidth determined by a ratio of process noise intensity and the measurement noise one.
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Введение

При разработке информационно-измерительных систем ча-
сто возникают задачи объединения показаний с нескольких 
датчиков. Объединение позволяет снизить итоговую погреш-
ность в получаемом результате. Наиболее простой задачей яв-
ляется комплексирование данных с одинаковыми частотами 
следования отсчетов. Теория и методы решения такой задачи 
с применением калмановской теории фильтрации были разра-
ботаны в 70-80-е годы в работах [1-3]. На практике столь иде-
альная ситуация встречается не всегда. Зачастую интервалы 
следования измерений с каждого из датчиков оказываются 
различными вследствие как физической природы датчиков, 
так и особенностей обмена информацией между ними и вычис-
лительным блоком. Наиболее характерным случаем является 
система, состоящая из двух датчиков, один из которых выда-
ет недостаточно точные показания, а другой характеризует-
ся повышенной точностью, при этом частота следования его 
отсчетов в несколько раз ниже, чем у первого. В этом случае 
показания второго датчика либо экстраполируют на каждый 
такт их отсутствия с использованием прежних полученных 
значений, сводя задачу таким образом к комплексированию 
данных с равными частотами следования, либо не учитывают 
вовсе, пока не будет получено новое значение [4,5]. Однако, 
если частоты следования отсчетов некратны, возникает не-
сколько альтернативных путей объединения таких данных. В 
предлагаемом докладе рассмотрены подходы к комплексиро-
ванию таких показаний с точки зрения минимизации ошибки 
получаемой оценки.

Постановка задачи

Рассмотрим систему двух датчиков, выдающих показания с пе-
риодами следования отсчетов Т1 и Т2 соответственно, причем 
HOK T T Tнабл1 2

,( ) >> , где Tнабл — суммарное время наблюде-
ния, НОК — наименьшее общее кратное. Требуется провести 
оценку вектора состояния с требуемой частотой следования 
выходных отсчетов f

T
М

вых =
2

, где М — некоторое целое число. 

Некратность частот получения измерений, а также отличие их 
от требуемой частоты выходных оценок обуславливает необ-
ходимость использования экстраполяции с переменным ша-
гом.
Комплексирование таких показаний можно обеспечить следу-
ющим образом:
1) объединением измерений с частотами следования fi в еди-
ном централизованном фильтре Калмана с формированием 
вектора состояния с выходной частотой fвых;
2) объединением измерений с частотами fi  на входе фильтра 
Калмана путем приведения к частоте fвых с помощью экстра-
поляции и последующей оценкой вектора состояния в едином 
централизованном фильтре;
3) получением оценок состояния в частных фильтрах Калмана, 
соответствующих каждый отдельному измерителю, с частота-
ми fi  с последующим приведением их к частоте fвых и объеди-
нением в блоке безынерционного осреднения [6];
4) путем формированием прогноза вектора состояния на осно-
ве единой объединенной оценки с последующим получением 

частных оценок состояния с использованием данных соответ-
ствующих измерителей, приведением полученных оценок к 
частоте fвых, объединением в блоке безынерционного осред-
нения и использованием на следующем такте прогнозирова-
ния.

Оценивание с использованием 
централизованного фильтра
При попытке использовать для решения задачи уравнения 
классического фильтра Калмана в соответствии с временной 
динамикой поступления измерений обновление оценки век-
тора состояния будет приходиться на моменты времени 
t kTk1 1, =  и t pTp2 2, = , k =1 2, ... , p =1 2, ... . Таким образом, 
фильтр будет работать на неэквидистантной сетке временных 
отсчетов, что определяет, с одной стороны, переменный харак-
тер интервалов экстраполяции вектора состояния и дисперси-
онной матрицы, а с другой стороны необходимость адаптации 
матрицы шума процесса, выбираемой в обычных условиях ра-
боты фильтра неизменной. Уравнения фильтрации запишутся 
следующим образом:

( )1 1( )x
0
ˆ x

0
ˆ|n n n n−( ) = −Φ ,

( )( )( )| ,( )1 1P Ф P Φ Qn n n n n n− = ( ) − +T

K P H H P Hn n n n n Ri i i i( ) = −( ) −( ) +( )−| | ,T T1 1
1

K H− −( )1 1| | ,i in n n n z n n n( ) = −( ) + ( ) ( ) ( )x
0
ˆ x

0
ˆx

0
ˆ

P P K H Pn n n n n ni( ) = −( ) − ( ) −( )| | ,1 1

где i =1 2,  - номер измерителя, с которого получено наблюде-
ние z ni ( ) , xo n( )  — оценка вектора состояния наблюдаемого 
процесса, xo n n| −( )1  — прогноз оценки состояния, ( )Φ n  — 
матрица упреждения, Hi  — матрицы наблюдения, соответ-
ствующие i-ому измерителю, K n( )  — матрица коэффициен-
тов усиления, P n n| −( )1  — дисперсионная матрица предска-
зания вектора состояния наблюдаемого процесса, P n( )  — 
дисперсионная матрица оценки вектора состояния наблюдае-
мого процесса, Ri — мощность шума измерений i-ого измери-
теля, Q n( )  — мощность шума процесса.
Считая порождающий процесс шум ξ n( )  белым, таким, что 
E nξ ( )  = 0 , E n lT

nlξ ξ δ( ) ( )  =Q0 , где δnl  — дельта-функ-
ция, 

Q0
0

0

0
0

=










q
q

, для неэквидистантной сетки частот и 

фильтра второго порядка определим мощность шума процесса 
зависящей от длительности интервала между моментами вы-
числения оценок:

Q Q? t t dt q

t t

t t

T
t

n n

n
n

n

( ) = ( ) ( ) =




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








∫ Φ Φ
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∆
∆

∆

0
0

0

3 2

2

3 2

2

.

С учетом требований к частоте выдачи оценок на выход филь-
тра оценка, полученная с использованием наблюдения со вто-
рого датчика, может быть использована в качестве выходного 
результата только в моменты времени tm , когда m

M
p= . На 
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остальных тактах для получения выходной оценки вектора со-
стояния необходимо выполнять прогнозирование с использо-
ванием переменной матрицы динамики Φ( )∆tm  последней 
вычисленной в момент прихода измерения от первого датчика 
оценки на интервал ( )d ,∆t mT Tm                               вых=mo

1
, где mod ⋅( )  — оста-

ток от деления. 

Оценивание с использованием 
централизованного фильтра и 
экстраполяции измерений
В отличие от предыдущего варианта, фильтр в данном случае 
работает с постоянным шагом ( )d ,∆t mT Tm                               вых=mo

1
. На каждом шаге использу-

ются показания обоих измерителей, экстраполированные со-
ответственно на интервалы 

1 1
d ,( )∆t nT Tn                              вых,

mo=  и 
2 2

d ,( )∆t nT Tn                              вых,
mo= . Матрица усиления рассчитывается от-

дельно для каждого измерителя:
K P H H P Hi i i i in n n n n R( ) = −( ) −( ) +( )−| | ,T T1 1

1

Обновление оценки будет выглядеть следующим образом:

K Hn n− −( )1 1| | ,i i i i
i

n n n n n z n( ) = −( ) + ( ) ( ) ( ) ( )
=
∑
1

2

Ξx
0
ˆx

0
ˆ x

0
ˆ

где Ξ Φi i i in n n( ) = − ( )( ) ( )I K H , I — единичная матрица.

Комплексирование оценок с выходов 
двух параллельных фильтров
При использовании децентрализованного способа получения 
оценки состояния частные фильтры Калмана работают на ча-
стотах, равных частотам следования показаний соответству-
ющих им измерителей. Интервалы следования вырабатывае-
мых ими оценок не совпадают:

Перед объединением частных оценок необходимо приведение 
их к единой частоте следования:

,

P F P F Qi i i im n n m n n m n m| , , ,( ) = ( ) ( ) ( ) + ( )T .

Интервалы экстраполяции 
1 1

d ,( )∆t mT Tm                                вых,
mo=  и 

.
Объединенная оценка получается из частных путем безынер-
ционного осреднения:

P P( ) | ,m m ni
i

= ( )( )









−

=

−

∑ 1

1

2 1

x P xo i io
i

m m n m n( ) = ( )( ) ( )( )−

=
∑ | |

1

1

2

.

Стоит отметить, что операция прогнозирования в каждом 
частном фильтре проходит с постоянным шагом:

,

P P Qi i i i i i i in n n| −( ) = −( ) +1 1Φ Φ T .

Оценивание с помощью единого 
централизованного предсказателя 
и частных блоков обновления оценок
Существует также возможность охватить обратной связью 
цепь фильтрации и взвешивания, использовав вычисленную в 
блоке безынерционного осреднителя итоговую оценку состо-
яния в качестве исходной на следующем такте предсказания. В 
таком случае предсказание вектора состояния выполняется с 
использованием единой оценки, а полученная оценка посту-
пает в 2 канала и в каждом из них корректируется путем учета 
инновации в соответствии с полученным измерением и экс-
траполяции для приведения к частоте следования отсчетов 

, после чего результаты объединяются. 
Очевидно, обновление оценок частных фильтров, приведения 
их к единой частоте следования и объединение происходят 
аналогично соответствующим операциям, описанным выше 
для набора двух параллельных фильтров Калмана. Прогнози-
рование единой оценки осуществляется следующим образом:

,

.

В отличие от неизменных во времени матриц экстраполяции в 
параллельных фильтрах Калмана без перезапуска по объеди-
ненной оценке, в данном случае прогнозирование осущест-
вляется с учетом различия моментов получения измерений. 
Интервалы экстраполяция для первого и второго измерите-
лей соответственно составят  и 

.

Результаты моделирования

Рассмотрим линейную динамическую систему второго поряд-
ка, поведение которой описывается уравнением:

Φ

где x( )m
x m
x m

=
( )
( )











0

0
 - вектор состояния, Φ  — 

матрица динамики, ξ ( )m  — шум процесса, E mξ ( )  = 0 , 
E m lT

mlξ ξ δ( ) ( )  =Q0 , Q0  — ковариационная матрица 
шума процесса, δml  — дельта-функция. Показания на входе си-
стемы описываются следующими уравнениями: 
z n n v ni i i i i i( ) = ( ) + ( )H x , i =1 2, ,

где H H1 2 1 0= = [ ]  - матрицы наблюдения, E v ni ( )  = 0 , 
E v n v p Ri i

T
i np( ) ( )  = δ , Ri  - дисперсия шума i-ого измерите-

ля, E v n pi
T( ) ( )  =ξ 0 , E pTx 0 0( ) ( )  =ξ , 

E x v pi
T0 0( ) ( )  = . 

Моделирование работы алгоритмов проводилось на примере 
оценивания состояния процесса при различных значениях 
ширины полосы пропускания фильтров. Отдельно рассматри-
вались случаи наличия равноточных измерений (рис. 1) и не-
равноточных (рис.2), когда значение отношения сигнал/шум 
для показаний первого датчика на 20 дБ меньше, чем для вто-
рого. Результаты свидетельствуют о том, что при фильтрации 
равноточных измерений с умеренными уровнями шумов воз-
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можна оптимальная настройка параметров, определяющих 
частотные свойства фильтров. По мере увеличения уровня 
шумов в показаниях одного из датчиков зависимость ошибки 
оценивания на выходе от частоты настройки стремится к мо-
нотонной, снижая, таким образом, удельный вклад показаний 
менее точного датчика в итоговую обновленную оценку.

Р и с. 1. Относительная погрешность оценивания состояния процесса при 
комплексировании равноточных измерений с помощью различных 

вариантов реализации фильтров (1 (CF) — единый централизованный 
фильтр с экстраполяцией оценки на выходе, 2 (ME) — централизованный 
фильтр с экстраполяцией измерений на входе, 3 (SVF вне контура) — два 

частных фильтра фильтр с экстраполяцией оценок на выходе и 
объединением вне контура фильтрации; 4 — два частных фильтра с 

объединением в контуре фильтрации)
F i g. 1. Relative error in estimating the process state when combining 

equal-current measurements using various filter implementations  (1 (CF) – sin-
gle centralized filter with extrapolation of the output estimate, 2 (ME) – central-
ized filter with extrapolation of input measurements, 3 (SVF out-of-loop) - two 
partial filters a filter with extrapolation of the output estimates and combining 

out-of-loop; 4 – two individual filters combined in a filter loop)

Р и с. 2. Относительная погрешность оценивания состояния процесса при 
комплексировании неравноточных измерений 

F i g. 2. Relative error in estimating the state of the process when combining 
non-uniform measurements

В случае наличия равноточных измерений наилучшую точ-
ность оценивания при любой полосе пропускания фильтра по 
сравнении с остальными вариантами дает вариант с прогно-
зированием оценок с выходов двух параллельных фильтров, 
последующим их объединением и использованием объеди-
ненной оценки на следующем такте фильтрации - минималь-
ная относительная погрешность оценивания отмечается на 
уровне 0.3%. Централизованный фильтр в любом из вариан-
тов реализации проигрывает в точности децентрализован-
ному. Вариант централизованного фильтра с экстраполяцией 
измерений при расширении полосы становится неработоспо-
собным. 
В случае неравноточных измерителей при наличии в пока-
заниях одного из измерителей значительного уровня шумов 
децентрализованный фильтр с экстраполяцией измерений 
является наименее точным при любом выборе полосы пропу-
скания, давая итоговую ошибку оценивания в 2% и более. Объ-
единение экстраполированных оценок частных фильтров вне 
контура фильтрации способно показать слегка более лучший 
результат по сравнению с объединением в контуре фильтра-
ции. Так, при сужении ширины полосы пропускания относи-
тельная ошибка оценивания достигает значений менее 0.7%.

Заключение

С использованием рассмотренных в работе методов комплек-
сирования проведено моделирование оценивания состояния 
процесса при некратности частот поступления измерений. 
Выявлено, что результаты зависят от соотношения уровней 
шумов измерителей. При высоком уровне шумов хотя бы в од-
ном канале экстраполяция измерений на входе нежелательна 
и приводит к повышению ошибки оценивания. Независимо от 
уровней шумов нежелательно использование данного метода 
и при настройке фильтров на широкую полосу пропускания 
для исключения возможных переходных процессов, посколь-
ку ошибка в выходном результате начинает возрастать не-
контролируемо. Использование централизованного фильтра, 
работающего на неэквидистантной сетке частот, также мало-
эффективно при высоком уровне шумов и достаточно широ-
кой полосе, поскольку из-за различия ковариаций инноваций, 
соответствующих разным измерителям, невозможна стабили-
зация значений коэффициентов усиления, следовательно, в 
системе будут регулярно происходить локальные переходные 
процессы. Наиболее универсальным методом можно считать 
формирование единой оценки состояния по результатам ком-
плексирования оценок частных фильтров с последующим ее 
использованием для прогнозирования оценок.
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