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В	 работе	 рассматривается	 задача	 о	 классификации	 пар	 коммутирующих	 матриц	 и	
приводится	ее	доказательство.	Задача	о	классификации	пар	коммутирующих	матриц	
равносильна	задаче	о	классификации	s-наборов	некоммутирующих	матриц.	Поскольку	s	
здесь	 произвольное,	 то	 эта	 задача	 представляется	 бесконечно	 сложной.	 Решение	 ее	
известно	только	для	s=1	и	вытекает	из	теории	жордановых	форм	матриц.		
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Введение 

Традиционно считается, что линеи̮ная алгебра представляет собои̮ раздел математики, в 
котором все поставленные задачи имеют решение и, более того, это решение записывается в явном 
виде. Однако это мнение ошибочно. В линеи̮нои̮ алгебре есть задачи, которые не только не решены 
до сих пор, но и, скорее всего, никогда не будут решены [1,2,4,5]. Такие задачи называют «дикими». 
Возникает вопрос, как строго математически обосновать, что поставленная задача является 
«дикои̮»? Впервые такое обоснование было получено И.М. Гельфандом и В.А. Пономаревым в 1969 
году для задачи о классификации пар коммутирующих матриц. А именно, в статье [3] они показали, 
что задача о классификации пар коммутирующих матриц равносильна задаче о классификации s-
наборов некоммутирующих матриц. Поскольку s здесь произвольное, то эта задача представляется 
бесконечно сложнои̮. Решение ее известно только для s=1 и вытекает из теории жордановых форм 
матриц.  

Работа сыграла важную роль в развитии алгебры. В настоящее время задача считается 
«дикои̮», если в качестве подзадачи она содержит задачу о паре коммутирующих матриц [4,5,6,7,8].  

Работа [3] представляет собои̮ короткую заметку, в которои̮ основные результаты только 
сформулированы, но не доказаны. Цель статьи: дать развернутое доказательство утверждении̮ этои̮ 
работы. Настоящая работа состоит из 2-х частеи̮. Основным результатом первои̮ части является 
теорема 1, сформулированная в работе [3]. Согласно этои̮ теореме задача о паре коммутирующих 
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матриц равносильна задаче о классификации троек матриц. Формулируются и доказываются 
вспомогательные Леммы. Сама теорема доказывается достаточно подробно, приводится диаграмма 
рассуждении̮. Во второи̮ части доказана основная теорема о равносильности задачи о паре 
коммутирующих матриц задаче о классификации произвольных s-наборов матриц.  

Часть 1. Задача о паре коммутирующих матриц 

Пусть даны 7 линеи̮ных n-мерных подпространств ܸ ଵ , … ܸ над полем ℂ. Обозначим ܸ =⊕ ܸ . 
Выберем в каждом из них базис ℯ

 , 1 ≤ ݅ ≤ ݊, 1 ≤ ݉ ≤ 7. 
Введем отношения порядка на базисе ℰ = {ℯ

}, согласно которому ℯ
 < ℯ

 , если ݉ <
݇или ݉ = ݇, ݅ < ݆. 

Тогда упорядоченныи̮ набор  
{ℯ

|1 ≤ ݅ ≤ ݊, 1 ≤ ݉ ≤ 7}     (1.1) 
это базис в ܸ. 

Назовем этот базис (1.1) стандартным. 
Пусть А = ܤ ,(ߙ) = ߚ) ܥ ,( = ൫ܿ൯ ݊×݊- матрицы.  
Определим в пространстве ܸ линеи̮ные операторыࣛ и ℬпо трем ݊×݊- матрицам А =  ,(ߙ)

ܤ = ܥ ,(ߚ) = ൫ܿ൯ при помощи следующеи̮ диаграммы 1 (Рис.1) 

 
Рис.	1.	Диаграмма	1	

	
Оператор ࣛ  деи̮ствует «горизонтально» или построчно, согласно диаграмме 1. А именно: 

ࣛ(ℯ
ଵ) = ℯ

ଶ , 
ࣛ(ℯ

ଶ) = ℯ
ସ , 

ࣛ(ℯ
ସ) = ℯ

 , 
ࣛ(ℯ

ଷ) = ℯ
ହ , 

ࣛ൫ℯ
ହ൯ = ∑ ܽℯ

, 
ࣛ(ℯ

) = ∑ ܾℯ
, 

ࣛ(ℯ
) = 0. 

Оператор ℬ деи̮ствует «вертикально» согласно диаграмме 1. А именно: 
ℬ(ℯ

ଵ) = ℯ
ଷ , 

ℬ(ℯ
ଷ) = ℯ

, 
ℬ(ℯ

) = ∑ сℯ
, 

ℬ(ℯ
ଶ) = ℯ

ହ, 
ℬ൫ℯ

ହ൯ = ∑ ܾℯ
, 

ℬ(ℯ
ସ) = ∑ ܽℯ

 , 
ℬ(ℯ

) = 0. 
Лемма 1.1 Операторы ࣛ и ℬ коммутируют.  
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Доказательство. 
ࣛℬ = ℬࣛ.	
ݒ  ∈ ܸ .	
ࣛℬݒ = ℬࣛݒ. 
Для доказательства достаточно показать, что  ࣛℬℯ

 = ℬࣛℯ
 ,∀ ݅, ݉. 

ࣛ(ℯ
) = 0, 

ࣛℬℯ
 = 0 = ℬࣛℯ

, 
ࣛℬℯ

 = ࣛ൫∑ ܽℯ


 ൯ = 0, 
ℬࣛℯ

 = ℬ൫∑ ܽℯ


 ൯ = 0. 
Лемма доказана. 
Лемма 1.2 
Пусть ߮, ߰, ࣮ - операторы в линеи̮ном пространстве ܸ. 
Предположим, что ߮ = ࣮࣮߰ିଵ.  
Тогда ࣮(߰݉ܫ) =  .߮݉ܫ
Доказательство. 

߮ = ࣮࣮߰ିଵ ⟹ ࣮߮ = ࣮߰, 
߰݉ܫ = ,ݔ ∃|ݕ} ݕ =  ,{(ݔ)߰

࣮߰݉ܫ = (߰݉ܫ)࣮ ⟹ ࣮߰݉ܫ = ࣮߮݉ܫ =  .߮݉ܫ
Итак,  

(߰݉ܫ)࣮ = 	.߮݉ܫ
Лемма доказана. 
Пусть даны еще три матрицы ܣᇱ, ,ᇱܤ  ᇱ, которые определяют операторы и матрицы ࣛᇱ и ℬᇱܥ

точно также как изложено выше. Предположим, что матрицы ܥи ܥᇱневырождены. Будем говорить, 
что пара коммутирующих матриц (ࣛ, ℬ) сопряжена паре (ࣛᇱ, ℬᇱ), если существует невырожденная 
7݊×7݊-матрица ࣮ такая, что ࣛᇱ = ࣮࣮ࣛିଵ и ℬᇱ = ࣮ℬ࣮ିଵ. 

Будем говорить, что трои̮ки (ܣ, ,ܤ ,ᇱܣ) и (ܥ ,ᇱܤ  ᇱ) сопряжены, если существуетܥ
невырожденная ݊×݊ − матрица ܶтакая, что ܣᇱ = ᇱܤ ,ଵି࣮ܣ࣮ = ᇱܥ ,ଵି࣮ܤ࣮ =  .ଵି࣮ܥ࣮

Теорема 1. Пара коммутирующих матриц (ࣛ, ℬ) сопряжена паре (ࣛᇱ , ℬᇱ) тогда и только 
тогда, когда трои̮ка (ܣ, .ܤ ,ᇱܣ) сопряжена трои̮ке(ܥ ,ᇱܤ  .(ᇱܥ

Доказательство. 
Пункт 1. Пусть пара (ࣛ, ℬ) сопряжена паре (ࣛᇱ, ℬᇱ). Покажем, что существует 

невырожденная ݊×݊ − матрица ܶ такая, что ܣᇱ = ᇱܤ ,ଵିܶܣܶ = ᇱܥ ,ଵିܶܤܶ =  .ଵିܶܥܶ
Существует невырожденная 7݊×7݊-матрица ࣮ такая, что ࣛᇱ = ࣮࣮ࣛିଵ,(࣮ࣛ = ࣛᇱ࣮) и ℬᇱ =

࣮ℬ࣮ିଵ , (࣮ℬ = ℬᇱ࣮ ). Покажем, что матрица ࣮ блочно нижнетреугольная. Для этого покажем, что  
࣮( ܸ) ⊂ ܸ ⊕ (⊕ழ ܸ)	

для любого 1 ≤ ݅ ≤ 7. Для ݅ = 1 это очевидно. 
Заметим, что  

(ࣛᇱ)(ℬᇱ) = ࣮ࣛℬ࣮ିଵ    (1.2) 
для любых ݅, ݆.  
(т. е. (1): (ࣛᇱ)(ℬᇱ) = (࣮࣮ࣛିଵ) … (࣮࣮ࣛିଵ)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ



(࣮ℬ࣮ିଵ) … (࣮ℬ࣮ିଵ)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ


= ࣮ࣛℬ࣮ିଵ) 

࣮: ܸ  → ܸ  	
Тогда из Леммы 2 получаем: 
࣮ ቀ݉ܫ(ࣛℬ)ቁ =  ,((ℬᇱ)(ᇱࣛ))݉ܫ

где Im обозначает образ оператора.  
Так как ଶܸ ⊂ ݅ то применим (1.2), положив ,ࣛ݉ܫ = 1, ݆ = 0. Получаем	
࣮( ଶܸ) ⊂ ᇱࣛ݉ܫ = ଶܸ ⊕ ସܸ ⊕ ହܸ ⊕ ܸ.	
Так как ଷܸ ⊂ )࣮ ℬ, то݉ܫ ଷܸ) ⊂ ℬᇱ݉ܫ = ଷܸ ⊕ ହܸ ⊕ ܸ ⊕ ܸ.	
Так как ସܸ ⊂ )࣮ ଶ, тоࣛ݉ܫ ସܸ) ⊂ ᇱଶࣛ݉ܫ = ସܸ ⊕ ܸ.	
Так как ହܸ ⊂ )࣮ ℬ, тоࣛ݉ܫ ହܸ) ⊂ ᇱℬᇱࣛ݉ܫ = ହܸ ⊕ ܸ .	
Так как ܸ ⊂ )࣮ ℬଶ, то݉ܫ ܸ) ⊂ ℬᇱଶ݉ܫ = ܸ ⊕ ܸ.	
Так как ܸ ⊂   то ,(ܥ здесь используется невырожденность матрицы) ℬଷ݉ܫ

࣮( ܸ) ⊂ ℬᇱଷ݉ܫ = ܸ.	
Что доказывает (1.1). 
Обозначим через ܶ , 1 ≤ ݉ ≤ 7 диагональные ݊×݊ блоки в матрице  ࣮. Тогда 

࣮(ℯ
) = ܶ(ℯ

) + ൛лин. комбинация ℯ
 , ݇ > ݉ൟ	 	 	 (1.3)	

Из теоремы Лапласа вытекает, что матрица ࣮ невырожденная, то и все диагональные блоки 
ܶ  невырожденные. Обратная матрица ࣮ ିଵ также блочно нижнетреугольная и для нее имеет место 
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(1.2). 
Матрица ܣ также блочно нижнетреугольная. Для любого 1 ≤ ݉ ≤ 7 обозначим через ܽ(݉) 

номер, для которого ܸи ܸ()  скреплены горизонтальнои̮ стрелкои̮ на диаграмме 1. Например 
ܽ(1)=2, ܽ(2)=4, ܽ(5)=7. Из определения матрицы (оператора)  ࣛ вытекает, что  

ࣛ(ℯ
) = ℯܣ

() , 
где ܣесть ݊×݊ − матрица, соответствующая переходу по горизонтальнои̮ стрелке. Например, для 
ଵܣ = ,ܧ ଶܣ = ,ܧ ହܣ = ,ܣ ܣ =   .единичная матрица –ܧ Здесь .ܤ

Распишем для ܤ.  
Матрица ܤ также блочно нижнетреугольная. Для любого 1 ≤ ݉ ≤ 7 обозначим через ܾ(݉) 

номер, для которого ܸи ܸ()  скреплены вертикальнои̮ стрелкои̮ на диаграмме. Например,ܾ(1)=3, 
ܾ(3) =6, ܾ(2) =5. Из определения матрицы (оператора) ℬ вытекает, что  

ℬ(ℯ
) = ℯܤ

(), 
где ܤесть ݊×݊ − матрица, соответствующая переходу по вертикальнои̮ стрелке. Например, для 
ଵܤ = ,ܧ ଶܤ = ,ܧ ସܤ = ,ܣ ହܤ = ,ܤ ܤ  =   .ܥ

Аналогично  
ࣛᇱ(ℯ

) = ࣛ
ᇱ ℯ

() , 
ℬᇱ(ℯ

) = ℬ
ᇱ ℯ

(). 
Тогда 

࣮࣮ࣛିଵ(ℯ
) = ࣮()ࣛ ࣮

ିଵ൫ℯ
()൯ + ൛лин. комбинация ℯ

 , ݇ > ܽ(݉)ൟ	
ࣛᇱ(ℯ

) = ࣛ
ᇱ ℯ

() , 
Поскольку ࣛᇱ = ࣮࣮ࣛିଵ, то 

ܣ
ᇱ = ܶ()ܣ ܶ

ିଵ     (1.4) 
для любого 1 ≤ ݉ ≤ 7. 

Рассмотрим для ℬ. 
࣮ℬ࣮ିଵ (ℯ

) = ࣮()ℬ ࣮
ିଵ൫ℯ

()൯ + ൛лин. комбинация ℯ
 , ݇ > ܾ(݉)ൟ 

ℬᇱ(ℯ
) = ℬ

ᇱ ℯ
(), 

Так как ℬᇱ = ܶℬܶିଵ ,  то 
ܤ

ᇱ = ܶ()ܤ ܶ
ିଵ     (1.5) 

для любого 1 ≤ ݉ ≤ 7. 
Положим в (1.4) ݉ = 1. Так как ܣଵ = ଵܣ

ᇱ = ܧ то ,ܧ = ଶܶܧ ଵܶ
ିଵ, то есть ଵܶ = ଶܶ . 

Положим в (1.5) ݉ = 1. Так как ܤଵ = ଵܤ
ᇱ = ܧ то ,ܧ = ଷܶܧ ଵܶ

ିଵ, то есть ଵܶ = ଷܶ.	
Положим в (1.4) ݉ = 2. Так как ܣଶ = ଶܣ

ᇱ = ܧ то ,ܧ = ସܶܧ ଶܶ
ିଵ, то есть ଶܶ = ସܶ. 

Положим в (1.4) ݉ = 3. Так как ܣଷ = ଷܣ
ᇱ = ܧ то ,ܧ = ହܶܧ ଷܶ

ିଵ, то есть ଷܶ = ହܶ. 
Положим в (1.5) ݉ = 3. Так как ܤଷ = ଷܤ

ᇱ = ܧ то ,ܧ = ܶܧ ଷܶ
ିଵ, то есть ଷܶ = ܶ .	

Положим в (1.4) ݉ = 4. Так как ܣସ = ସܣ
ᇱ = ܧ то ,ܧ = ܶܧ ସܶ

ିଵ, то есть ସܶ = ܶ . 
Таким образом, получили, что ଵܶ = ଶܶ = ଷܶ = ସܶ = ହܶ = ܶ = ܶ . 
Обозначим эту матрицу через ܶ. 
Положим в (1.5) ݉ = 4. Так как ܤସ = ଵܤ и ܣ

ᇱ = ᇱܣ ᇱ, тоܣ =  .ଵିܶܣܶ
Положим в (1.5) ݉ = 5. Так как ܤହ = ହܤ и ܤ

ᇱ = ᇱܤ ᇱ, тоܤ =  .ଵିܶܤܶ
Положим в (1.5) ݉ = 6. Так как ܤ = ܤ и ܥ

ᇱ = ᇱܥ ᇱ, тоܥ =  .ଵିܶܥܶ
Что доказывает утверждение пункта 1. 
Пункт 2. Покажем, что пары (ܣ, ,(ܤ ,ᇱܣ)  .ᇱ) сопряженыܤ

Пусть ൝
ᇱܣ = ଵିܶܣܶ

ᇱܤ = ଵିܶܤܶ

ᇱܥ = ଵିܶܥܶ
. Рассмотрим блочно диагональныи̮ оператор ࣮: ܸ → ܸ, для которого 

࣮(ℯ
) = ℯ

   для ݉ = 1, 2, 3, 7 
࣮(ℯ

) = ∑ ݐ

ୀଵ ℯ

   для ݉ = 4, 5, 6 
Обозначим 

ሚܣ =  ࣮࣮ࣛିଵ, 
෨ܤ =  ࣮ℬ࣮ିଵ. 

Получаем, что 
ሚࣛ = ࣛᇱ, 

ℬ෩ = ℬᇱ. 
Деи̮ствительно: 
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ቐ
ሚࣛℯ

ଵ = ℯ
ଶ = ᇱℯܣ

ଶ ,
ሚࣛℯ

ଶ = ℯ
ସ = ᇱℯܣ

ଶ,
ሚࣛℯ

ହ = ࣮࣮ࣛିଵℯ
ହ = ℯ(ଵିܶܣܶ)

ହ = ᇱℯܣ
ହ.

 

Окончательно 
ᇱܣ =  ,ଵିܶܣܶ
ᇱܤ =  .ଵିܶܤܶ

Утверждение доказано. 

Часть 2. Основная теорема 

Рассмотрим теперь общии̮ случаи̮ на диаграмме 2 (Рис. 2). 

 
Рис.	2.	Диаграмма	2	

Пусть оператор ࣛ также деи̮ствует «горизонтально» или построчно, согласно диаграмме 2. 
А именно: 

ࣛ(ℯ
ଵ) = ℯ

ଶ , 
ࣛ(ℯ

ଶ) = ℯ
ଷ , 

ࣛ(ℯ
ଷ) = ℯ

ସ , 
ࣛ(ℯ

ସ) = ℯ
ହ ,	

ࣛ(ℯ
௦ିଵ) = ∑ ܽℯ

௦ , 
ࣛ(ℯ

௦) = 0. 
Оператор ℬ деи̮ствует «вертикально» согласно диаграмме 2. 
А именно: 

ℬ(ℯ
ଵ) = ℯ

ଶ , 
ℬ(ℯ

ଶ) = ℯ
ଷ, 

ℬ(ℯ
ଷ) = ℯ

ସ, 
ℬ(ℯ

௦ିଵ) = ∑ сℯ
௦ , 

ℬ(ℯ
௦) = 0. 

Основная теорема. Пары матриц (ࣛ, ℬ) и (ࣛᇱ , ℬᇱ)сопряжены тогда и только тогда, когда 
сопряжены (ܣଵ, ,ଶܣ … ,ଵܤ) ௦) иܣ ଶܤ , …  .(௦ܤ

Доказательство утверждения аналогично. Рассмотрим его схематично. 
Схема доказательства. 
Пункт 1. Пусть пара (ࣛ, ℬ) сопряжена паре (ࣛᇱ, ℬᇱ).  
Доказываем, что существует невырожденная ݊×݊ − матрица ܶ такая, что ܣଵ

ᇱ =  ,ଵܶିଵܤܶ
ଶܣ

ᇱ = ௦ܣ…,ଶܶିଵܤܶ
ᇱ =  .௦ܶିଵܤܶ
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Существует невырожденная 7݊×7݊-матрица ࣮ такая, что ࣛଵ
ᇱ = ࣮ℬଵ࣮ିଵ,(࣮ࣛଵ =

ℬଵ
ᇱ࣮), ࣛଶ

ᇱ = ࣮ℬଶ࣮ିଵ , (࣮ࣛଶ = ℬଶ
ᇱ࣮), ... ࣛ௦

ᇱ = ࣮ℬ௦࣮ିଵ , (࣮ࣛ௦ = ℬ௦
ᇱ࣮ ) 

Показываем, что матрица ࣮ блочно нижнетреугольная, т.е. 
࣮൫ ܸ൯ ⊂ ܸ ⊕ (⊕ழ ܸ ),	

для любого 1 ≤ ݅ ≤ 7, 1 ≤ ݆ ≤ 7. 
Заметим, что  

(ࣛଵ
ᇱ)(ࣛଶ

ᇱ) = ࣮ࣛଵ
ࣛଶ

࣮ିଵи т.д.   (6) 
для любых ݅, ݆. 

࣮: ܸ  → ܸ .	
Тогда из Леммы 2 получаем: 

࣮ ቀ݉ܫ൫ࣛଵ
ࣛଶ

൯ቁ = ଵࣛ))݉ܫ
ᇱ)(ࣛଶ

ᇱ)). 
Обозначим через  ܶ , 1 ≤ ݉ ≤ 7 диагональные ݊×݊ блоки в матрице  ܶ. Тогда 

ܶ(ℯ
) = ܶ(ℯ

) + ൛лин. комбинация ℯ
 , ݇ > ݉ൟ.	 	 	 (7)	

Из теоремы Лапласа вытекает, что матрица ܶ  невырожденная, то и все диагональные блоки 
ܶ  невырожденные. Обратная матрица ܶ ିଵ   также блочно нижнетреугольная и для нее имеет место 

(6). 
Аналогично теореме 1.1 доказываем, что матрицы ܣଵ, ,ଶܣ …  ௦ также блочноܣ

нижнетреугольные.  
Из определения матрицы (оператора)  ࣛ вытекает, что  

ࣛ(ℯ
) = ℯܣ

() , 
где ܣесть ݊×݊ − матрица, соответствующая переходу по горизонтальнои̮ стрелке.  

Матрицы  ܤଵ , ,ଶܤ …   .௦ также блочно нижнетреугольныеܤ
ℬ(ℯ

) = ℯܤ
(), 

где ܤесть ݊×݊ -матрица, соответствующая переходу по вертикальнои̮ стрелке.  
Аналогично доказывается: 

ࣛᇱ(ℯ
) = ࣛ

ᇱ ℯ
() , 

ℬᇱ(ℯ
) = ℬ

ᇱ ℯ
(). 

Тогда 
ܣ

ᇱ = ܶ()ܣ ܶ
ିଵ     (8) 

для любого 1 ≤ ݉ ≤ 7. 
ܤ

ᇱ = ܶ()ܤ ܶ
ିଵ     (9) 

для любого 1 ≤ ݉ ≤ 7. 
Аналогично Теореме 1 доказываем, что  ଵܶ = ଶܶ = ଷܶ = ସܶ = ହܶ = ܶ = ܶ . 
Что доказывает утверждение пункта 1. 
Пункт 2. Показываем, что пары (ܣଵ, ,ଶܣ … ,(௦ܣ ଵܤ) , ,ଶܤ …  .௦) сопряженыܤ

Пусть ൞

ଵܣ
ᇱ = ଵܶିଵܤܶ

ଶܣ
ᇱ = ଶܶିଵܤܶ

…
௦ܣ

ᇱ = ௦ܶିଵܤܶ

. Рассматриваем блочно диагональныи̮ оператор ࣮: ܸ → ܸ. 

Обозначаем 
ଵ෪ܣ =  ܶࣛଵܶିଵ, 
ଶ෪ܣ =  ܶࣛଶܶିଵ, 

… 
௦෪ܣ =  ܶࣛ௦ܶିଵ. 

Получаем, что 
ࣛଵ෪ = ࣛଵ

ᇱ, 
ࣛଶ෪ = ࣛଶ

ᇱ, 
… 

ࣛ௦෪ = ࣛ௦
ᇱ. 

Окончательно 
ଵܣ

ᇱ = ଵܶିଵܤܶ

ଶܣ
ᇱ = ଶܶିଵܤܶ

…
௦ܣ

ᇱ = ௦ܶିଵܤܶ

. 

Утверждение общего случая доказано.  
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Заключение 

"Дикие" задачи линеи̮нои̮ алгебры вызывают прикладнои̮ интерес у исследователеи̮, что 
отражено в публикациях [5-16]. Задача о паре коммутирующих матриц интересна также с точки 
зрения компьютерных задач [17-20]. 
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