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Аннотация
Современные системы противовоздушной обороны представляют собой весьма сложные и 
наукоемкие изделия. Для их проектирования и анализа их возможностей требуется исполь-
зовать весьма сложные математические модели. При этом развитие как средств воздушного 
нападения, так и систем противовоздушной обороны происходит быстрыми темпами, поэтому 
возникающие задачи моделирования нуждаются в эффективных и наглядных средствах реше-
ния. Одной из таких задач является моделирование наведения зенитной управляемой ракеты 
на воздушную цель.  Немаловажной является и задача выработки эффективной методики об-
учения курсантов военных вузов методам компьютерного моделирования возникающих в их 
практике задач. Причем эта проблема должна решаться как при изучении ими курса высшей 
математики, так и специальных дисциплин. При математическом моделировании наведения 
зенитных управляемых ракет, в частности, самонаводящихся, требуется решать системы диф-
ференциальных уравнений достаточно сложной структуры. Исследование таких систем в ходе 
проведения научно-исследовательских работ или при обучении курсантов высших военных 
учебных заведений требует больших затрат времени и сил. Современное научное программ-
ное обеспечение, в частности, система Wolfram Mathematica, позволяет существенно упростить 
эту работу, что позволяет широко использовать данную систему. В работе приведены модели 
наведения самонаводящихся ракет методом погони и методом постоянного  упреждения для 
различных целей, показано удобство использования системы  Mathematica для оценки потреб-
ного ускорения ракеты. Это позволяет оценить эффективность стрельбы по различным целям 
и зону поражения зенитного ракетного комплекса. В ходе исследования обоснована целесоо-
бразность использования данной методики при проведении научных исследований и обучении 
курсантов военных вузов.    
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Abstract
Modern air defense systems are very complex and high-tech products. To design them and analyze their 
capabilities, you need to use very complex mathematical models. At the same time, the development 
of both air attack and air defense systems is taking place at a rapid pace, so the emerging modeling 
problems need effective and visual solutions. One of these tasks is to simulate the guidance of an an-
ti-aircraft guided missile on an air target. It is also important to develop an effective methodology for 
teaching cadets of military universities methods of computer modeling of problems arising in their 
practice. Moreover, this problem should be solved both when they study the course of higher mathe-
matics and special disciplines. When mathematically modeling the guidance of anti-aircraft guided mis-
siles, in particular, homing missiles, it is necessary to solve systems of differential equations of a rather 
complex structure. The study of such systems in the course of scientific research or during the training 
of cadets of higher military educational institutions requires a lot of time and effort. Modern scientific 
software, in particular, the Wolfram Mathematica system, makes this work much easier, which makes 
it possible to widely use this system. The paper presents models of homing missiles using the chase 
method and the method of a constant lead angle for various purposes, and shows the convenience of 
using the Mathematica system to estimate the required acceleration of the rocket. This allows you to 
evaluate the effectiveness of shooting at various targets and the zone of destruction of an anti-aircraft 
missile system. In the course of the study, the expediency of using this technique in conducting scientif-
ic research and training cadets of military universities is justified.
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Введение

Как указано, например, в [1], методы наведения зенитных 
управляемых ракет можно подразделить на две группы: мето-
ды, применяемые в управляемых командных системах и мето-
ды самонаведения. Методы самонаведения различаются тре-
буемым направлением вектора скорости ракеты относитель-
но линии «ракета-цель». В зависимости от этого направления 
эти методы можно разделить на методы с фиксированным на-
правлением этого вектора (метод погони и метод постоянного 
упреждения) и методы с изменяющимся направлением этого 
вектора (методы последовательного и параллельного сближе-
ния). Моделирование наведения ракеты методом пропорци-
онального сближения было рассмотрено нами в статье [2]. В 
настоящей работе будет рассмотрено наведение ЗУР методами 
погони и  постоянного упреждения.
При проведении моделирования строится модель движения 
ракеты при различных характеристиках ракеты и цели. Про-
цесс построения этой модели весьма сложен, так как требует 
решения системы двух дифференциальных уравнений доста-
точно  сложной структуры. В то же время задача проведения 
исследований такого рода достаточно актуальна, поскольку 
происходит постоянное развитие средств воздушного на-
падения и систем противовоздушной обороны и требуется 
проводить моделирование для новых ракет и целей с более 
высокими характеристиками. Моделированию полета само-
наводящихся ракет посвящены работы [3,4], [14-25]. При этом 
желательно, чтобы построение и исследование модели было 
достаточно простым и наглядным. Одним из средств, позво-
ляющих решить эту задачу, является использование системы 
Wolfram Mathematica. Она позволяет легко получить решение 
соответствующих систем уравнений, построить траекторию 
ракеты, решить целый ряд связанных с данной моделью задач.  
Например, поскольку математическая модель, описанная в [1] 
позволяет определять возникающие в ходе движения ракеты 
перегрузки, мы можем определить границы зоны поражения 
зенитного ракетного комплекса. Из теории полета ракеты из-
вестно, что нормальное наведение ракеты на цель возможно 
только в случае если располагаемые перегрузки ракеты пре-
восходят потребные кинематические. Располагаемые пере-
грузки зависят от скорости движения ракеты и параметров 
атмосферы. Кинематические перегрузки рассчитываются на 
основе траектории ракеты, полученной в результате матема-
тического моделирования метода наведения ЗУР и зависят, в 
частности  от характера движения цели. Таким образом, по-
строив траектории ракеты для различных условий, мы можем 
определить для этих условий границу зоны поражения ком-
плекса. Как указано в [1], «подобные вычисления сложны и 
выполняются с использованием моделей и вычислительных 
машин».        
Отдельно стоит остановиться на использовании данной мето-
дики в преподавании. Использованию систем компьютерной 
математики в обучении посвящено большое количество ра-
бот, например, [5-13]. При преподавании в высших военных 
учебных заведениях высшей математики остро стоит вопрос 
о построении и исследовании математических моделей про-
цессов, с которыми непосредственно будут иметь дело обуча-
ющиеся после выпуска. Но математические модели реальных 

задач весьма сложны в вычислительном плане и их рассмо-
трение может занять очень много времени. Использование 
системы Wolfram Mathematica позволяет решить эту пробле-
му, решая прикладные задачи (например, задачу о движении 
самонаводящейся ракеты) не затрачивая время на сложные 
вычисления. При этом курсанты видят, как математика реаль-
но работает в их практической деятельности. На занятиях по 
математике можно решать эту задачу для самых простых слу-
чаев. Впоследствии на занятиях по прикладным дисциплинам 
можно изучать ту же модель для более сложных ситуаций.    

Моделирование наведения ЗУР методом 
наведения с постоянным углом 
упреждения    
Одним из методов наведения самонаводящихся ЗУР является 
метод наведения с постоянным углом упреждения. Как указа-
но в [1] такое название носит метод наведения, при котором в 
течение всего времени полета ракеты до точки встречи угол 
между вектором скорости ракеты и линией ракета-цель (так 
называемый угол упреждения) остается постоянным. Можно 
показать, что уравнения движения ракеты для одной плоско-
сти наведения при использовании этого метода имеют вид
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Решим эту систему уравнений с использованием системы 
Wolfram Mathematica для следующего примера.
Пример 1.
Цель движется равномерно и прямолинейно со скоростью 800 
м/сек на высоте 5000 м. Начальные условия самонаведения 
ракеты: t = 0;d(0) = 12000 м;

θ
π
ϕ0 06
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0

= = 





=; ;ArcTan Vp м/сек.   

Скорость ракеты задаётся следующей таблицей:

Т а б л и ц а 1. Значения скорости ракеты для примера 1
T a b l e 1. Rocket speed values for example 1

t, c 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Vр, 
м/с

1000 1100 1200 1300 1300 1300 1200 1200 1100

Запишем программу в системе Wolfram Mathematica для реше-
ния данной задачи.
Вводим начальные данные.
V=800; θ0=π/6;φ0=ArcTan[5/12];d0=Sqrt[12000^2+5000^2];
Строим сплайн-функцию, выражающую зависимость скорости 
движения ракеты от времени.

t1={0,5,10,15,20,25,30,35,40};
v1={1000,1100,1200,1300,1300,1300,1200,1200,1100};
U=Table[{t1[[i]],v1[[i]]},{i,1,9}];
V1=Interpolation[U];

Решаем систему дифференциальных уравнений для определе-
ния полярных координат ракеты.
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{d1,φ1}=NDSolveValue[{d’[t]==–VCos φ[t] – V1[t]Cos[θ0 – 
φ0],d[t]φ’[t]==V Sin[φ[t] – V1[t]*Sin[θ0 – φ0],d[0]==d0, φ[0]== 
φ0},{d,φ},{t,0,40}];
Находим время встречи ракеты и цели.
p=FindRoot[d1[t]==0,{t,25};
t2=t/.p
7.61604
Таким образом, цель будет поражена через 7,6 с. 
На промежутке [0,t1] находим значение прямоугольных коор-
динат ракеты.
S[t_]={12000–V t,5000};
x[t_]=S[t][[1]]–d1[t] Cos[φ1[t]];
y[t_]=S[t][[2]]–d1[t]Sin[φ1[t]];
Строим траектории движения ракеты и цели.
ParametricPlot[{{x[t],y[t]},{12000-V t,5000}},{t,0,t2}]

Р и с. 1. Траектории движения ракеты и цели для примера 1
F i g. 1. Rocket and target trajectories for example 1

Построим график потребного нормального ускорения ракеты 
от времени. 
W[t_]=V1[t]* φ1’[t] 
Plot[Abs[W[t]],{t,0,t2},PlotRange→Full]

Р и с. 2. Зависимость потребного ускорения ракеты от времени для 
примера 1

F i g. 2. Dependence of the required acceleration of the rocket on time for 
example 1

Изменим условия задачи.
Пример 2. Пусть скорость цели равна 100 м/с, высота – 2000 м, 
вектор скорости ракеты направлен под углом ≠

3
. В этом случае 

траектории полета ракеты и цели имеют вид

Р и с. 3. Траектории движения ракеты и цели для примера 2
F i g. 3. Rocket and target trajectories for example 2

График зависимости потребного ускорения ракеты от времени

Р и с. 4. Зависимость потребного ускорения ракеты от времени для 
примера 4

F i g. 4. Dependence of the required acceleration of the rocket on time for 
example 4

Из графиков мы видим, что в первом случае поражение цели 
происходит в заднюю полусферу, а во втором – в переднюю. 
При этом потребное ускорение в первом случае при прибли-
жении к цели сначала возрастает, после чего снижается, а во 
втором – неограниченно  возрастает. 

Моделирование наведения ЗУР методом 
погони   
Методом погони называется такой метод наведения, при ко-
тором в каждый момент времени вектор скорости ракеты на-
правлен на цель.
Запишем уравнения траектории метода погони для одной 
плоскости наведения
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Рассмотрим пример.
Пример 3.
Пусть цель движется со скоростью 900 м/с на высоте 5000 м, 
расстояние между ракетой и целью по земле в момент запуска 
ракеты равно 12 км, скорость ракеты определяется так же, как 
и в предыдущих примерах.
Приведем программу в системе Mathematica для данного при-
мера.
V=900; φ0=ArcTan[5/12];d0=Sqrt[12000^2+5000^2]; 
t1={0,5,10,15,20,25,30,35,40};
v1={1000,1100,1200,1300,1300,1300,1200,1200,1100};
U=Table[{t1[[i]],v1[[i]]},{i,1,9}];
V1=Interpolation[U];
{d1,φ1}=NDSolveValue[{d’[t]==–V Cos[φ[t]]–V1[t]
,d[t]φ’[t]==V Sin φ[t]],d[0]==d0, S[t_]={12000-V t,5000};
x[t_]=S[t][[1]]-d1[t] Cos φ1[t]];
y[t_]=S[t][[2]]-d1[t]Sin φ1[t]]; [0]== φ0},{d,φ},{t,0,8}];
p=FindRoot[d1[t]==0,{t,7.9}]
8.16
Таким образом, цель будет поражена через 8,16 с после пуска 
ракеты.
Построим траектории ракеты и цели графически
S[t_]={12000-V t,5000};
x[t_]=S[t][[1]]-d1[t] Cos φ1[t]];
y[t_]=S[t][[2]]-d1[t]Sin[φ1[t]]; 
ParametricPlot[{{x[t],y[t]},{12000-V t,5000}},{t,0,t2}]

Р и с. 5. Траектории движения ракеты и цели для примера 3
F i g. 5. Rocket and target trajectories for example 3

График зависимости потребного ускорения ракеты от времени

Р и с. 5. Зависимость потребного ускорения ракеты от времени для 
примера 4

F i g. 5. Dependence of the required acceleration of the rocket on time for 
example 4

Таким образом, потребное нормальное ускорение вначале воз-
растает, а затем приближается к нулю в районе точки встречи.
Пример 4. Пусть теперь скорость цели равна 1600 м/с. В этом 
случае при попытке определить время встречи ракеты и цели 
получаем сообщение
FindRoot::lstol: The line search decreased the step size to within 
tolerance specified by AccuracyGoal and PrecisionGoal but was 
unable to find a sufficient decrease in the merit function. You may 
need more than MachinePrecision digits of working precision to 
meet these tolerances.
Система не смогла найти решение. При построении траекто-
рий получаем следующую картину

Р и с. 6. Траектории движения ракеты и цели для примера 4
F i g. 6. Rocket and target trajectories for example 4

Таким образом, если скорость цели больше средней скоро-
сти ракеты, метод погони оказывается неэффективным – по-
разить цель не удается.
Пример 5. Пусть теперь скорость цели равна 500 м/с. В этом 
случае траектории ракеты и цели имеют вид.

 Р и с. 6. Траектории движения ракеты и цели для примера 4
F i g. 6. Rocket and target trajectories for example 4

А график зависимости потребного ускорения от времени вы-
глядит так

Р и с. 7. Зависимость потребного ускорения ракеты от времени для примера 5
F i g. 7. Dependence of the required acceleration of the rocket on time for 

example 5
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Таким образом, потребное ускорение ракеты растет при при-
ближении к цели, что может вызвать сход ракеты с траекто-
рии из-за ограниченности ее располагаемых перегрузок. 

Выводы

Проведенное нами исследование показывает, что использо-
вание системы Wolfram Mathematica при моделировании ме-
тодов наведения самонаводящихся ракет позволяет легко и 
наглядно строить траекторию движения ракеты, исследовать 
изменение потребного ускорения ракеты во время ее полета. 
Это открывает широкие возможности для проведения вычис-
лительных экспериментов при разработке перспективных об-
разцов вооружения, а также для обучения курсантов военных 
вузов высшей математике и специальным дисциплинам.    
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