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Аннотация
В работе рассмотрен способ представления совокупности информационных объектов (сцены), 
находящихся в поле зрения интеллектуального робота, основанный на базе нечеткой триан-
гуляции Делоне за счет локально-регулярного измельчения исходной (грубой) треугольной 
сетки при помощи многократного половинного деления сторон исходных треугольников и 
построения на его основе четырех конгруэнтных ему треугольников в четыре раза меньшей 
площади. Такой подход к измельчению позволяет строить регулярные, сетки и соответствую-
щей триангуляции этих средних точек, состоящие как из равносторонних, так из произвольных 
треугольников, в зависимости от того, как распределены отдельные информационные объек-
ты в пространстве исследуемой территории. Возникающая при этом проблема измельчения и 
перестроения приграничных треугольников упрощается за счет того, что процесс их разбие-
ния осуществляется по аналогии со смежными исходными треугольниками. Описанный метод 
возможно модифицировать для того, чтобы измельчать уже готовую сетку как целиком, так и 
отдельные ее зоны. В этом случае пропускается этап построения грубой триангуляции и поло-
винное деление проводится на материале уже готовой сетки. Тем самым отсутствует необхо-
димость проверять на каждом шаге условие Делоне. При таком измельчении может происхо-
дить лишь локальное перестроение ячеек. Преимуществом такого подхода является отсутствие 
необходимости генерировать всю сетку заново. Заметим также, что рассмотренная процедура 
приведения триангуляции в соответствии с условием Делоне позволяет существенно умень-
шить затрачиваемое на перестроение сетки машинное время, так как не производится провер-
ка условия для всех элементов сетки. В процессе описания контекста исследуемого изображе-
ния определяются центры тяжести плоских информационных объектов, которые выступают в 
качестве исходных для грубого разбиения на треугольники по правилам Делоне.
Предлагаемый подход позволяет существенно упростить вычислительные процедуры иденти-
фикации элементов нечетких изображений.

Ключевые слова: математика на решетках, триангуляция Делоне, идентификация, инфор-
мационные объекты, НЕ-факторы.
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Abstract
The paper considers a method for representing a set of information objects (scenes) in the field of view 
of an intelligent robot, based on the fuzzy Delaunay triangulation due to locally regular refinement of 
the original (coarse) triangular mesh using multiple half-divisions of the sides of the original triangles 
and building on its basis four congruent triangles with four times smaller area. This approach to refine-
ment allows you to build regular, grids and the corresponding triangulation of these midpoints, consist-
ing of both equilateral and arbitrary triangles, depending on how the individual information objects are 
distributed in the space of the study area. The arising problem of refining and rearranging border tri-
angles is simplified due to the fact that the process of splitting them is carried out by analogy with adja-
cent initial triangles. The described method can be modified in order to grind an already finished mesh 
as a whole or its individual zones. In this case, the stage of constructing a rough triangulation is skipped 
and a half division is carried out on the material of the already finished mesh. Thus, there is no need to 
check the Delaunay condition at each step. With such a refinement, only a local rearrangement of the 
cells can occur. The advantage of this approach is that there is no need to regenerate the entire mesh. 
Note also that the considered procedure for bringing the triangulation in accordance with the Delaunay 
condition can significantly reduce the computer time spent on rebuilding the mesh, since the condition 
is not checked for all mesh elements. In the process of describing the context of the image under study, 
the centers of gravity of flat information objects are determined, which act as the initial ones for a rough 
division into triangles according to the Delaunay rules. The proposed approach makes it possible to 
significantly simplify the computational procedures for identifying elements of fuzzy images.

Keywords: mathematics on lattices, Delaunay triangulation, identification, information objects, NOT-
factors.
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Введение

Во многих задачах математического моделирования реаль-
ных объектов и явлений исследователям приходится иметь 
дело с огромным числом НЕ-факторов [1], присущих измере-
ниям, данным, методикам и алгоритмам их обработки и т.д.: 
недоопределенность общих и конкретных знаний о модели 
изображения вообще и данного объекта изображения в част-
ности; неоднозначность и некорректность модели формиро-
вания изображения; неточность (конечная точность) реаль-
ных величин, связанная как с ошибками аппроксимации, так и 
с ошибками измерения; собственно нечеткость (размытость). 
Если при этом необходимо или хотя бы полезно визуализиро-
вать процесс моделирования или интерпретацию его резуль-
татов, важным этапом является построение расчетной сетки, 
учитывающей исходную нечеткость [1], [2]. Существуют раз-
личные подходы к построению сеток, в том числе метод про-
двигаемого фронта и триангуляция Делоне [3], имеются также 
методы, использующие комбинации различных геометриче-
ских подходов [4], [5]. 

Цель и порядок исследований

Обычно [6] триангуляция Делоне производится в два этапа.
На первом этапе формируется исходная сетка на основе имею-
щихся исходных точек. Например, если речь идет о снимках, в 
том числе, получаемых посредством систем технического зре-
ния, это могут быть какие-либо «опорные точки», ориентиры 
для системы навигации робота.
На втором этапе, обычно [3], [6], следует измельчение полу-
ченных грубых ячеек каким-либо способом. В работах [4], [6] 
предлагаются способы построения двумерных регулярных и 
нерегулярных треугольных сеток, ячейки которых соответ-
ствуют условию Делоне. Например, «на основе исходных точек, 
приближающих собою границу области, производится постро-
ение исходной (грубой) треугольной сетки. Исходная область 
стягивается до треугольника при помощи последовательного 
отрезания от нее грубых треугольных элементов. Оставшийся 
треугольник представляет собою последний элемент грубой 
сетки» [4]. Часто используют следующий подход к «измельче-
нию грубой треугольной сетки. Ячейки разбиваются при по-
мощи множества вбрасываемых точек. Кроме того, на каждом 
шаге измельчения производится перестроение области так, 
чтобы она удовлетворяла условию Делоне» [6].

Методы и модели

Исходные предпосылки
Использование треугольных (в том числе и триангуляцион-
ных) сеток обеспечивает известные «преимущества триангу-
ляции. Во-первых, любая поверхность может быть аппрокси-
мирована с необходимой точностью сеткой из треугольников, 
квадратов или шестиугольников. Во-вторых, вычислительная 
сложность алгоритмов разбиения на треугольники суще-
ственно меньше, чем при использовании других полигонов. 
В-третьих, в настоящее время имеется тенденция повсеместно 
задавать объекты триангуляцией» [6], либо на основе шестиу-
гольников (гексагонализацией [7]).

Основные определения
Для геометрического моделирования треугольных решеток на 
условиях регулярности зафиксируем итерируемое множество 
клеток (треугольников) M. В элементарном случае, M = { : }; 
клетка — пара (a, m), где a ∈ A, называется состоянием клетки 
(обозначается a(m)), а m ∈ M, ее имя (смотри, например [11]). 
Тем самым создаем клеточный массив, основу поля клеточных 
автоматов, состоящих из треугольников [12]. Множество кле-
ток, близлежащих к данной, образуют вместе с ней системный 
блок ячеек (СБЯ) первого уровня. В этом, простейшем случае, 
две клетки будут считаться соседними, если образующие их 
треугольники имеют общую сторону. Очевидно, что у каждой 
такой ячейки (если она не граничная) ровно три соседних. Ша-
блон соседства СБЯ:  T = {t0, t1, t2, t3}(рис.1). Такая триангуля-
ция может нести на себе функции клеточного автомата [7], [8], 
правило перехода которого (к новой ячейке) – одинаковое для 
всех ячеек треугольников. 

а)

б)
Р и с. 1. Шаблоны соседства триангуляции
F i g. 1. Triangulation Neighborhood Patterns

В общем случае, треугольники решеток в триангуляции Де-
лоне не обязательно будут равносторонними (рис. 1б), тем не 
менее, требования к соседним ячейкам то же: общая сторона.
В процессе реализации методов идентификации плоских изо-
бражений сцены системы технического зрения зачастую в 
качестве признаков пользуются формой контуров отдельных 
информационных объектов [7], [9], [10]. При этом под кон-
туром будем понимать упорядоченное множество пикселей 
исследуемых объектов, имеющих хотя бы один соседний пик-
сель, данному объекту не принадлежащий [7].
Контур, в отличие от текстуры изображения и фона, обладает 
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определенной независимостью от погоды, освещения, других 
факторов. Поэтому совокупность точек контура является ха-
рактеристическим (математическим) объектом. В то же время, 
для контура могут быть выбраны особенные точки, например, 
вершина горы, небольшое озеро и т.п., или вычислен центр 
тяжести плоской фигуры, ограниченной этим контуром, кото-
рые обладают относительной пространственной устойчиво-
стью (по сравнению с отдельными точками самого контура).

Способ разбиения треугольников
Процедура построения исходной триангуляции подразумева-
ет построение исходных («грубых» [6], [9]) треугольников не-
посредственно вокруг исследуемого пространственного объ-
екта (ИПО). Она достаточно хорошо исследована [3-10], и, как 
правило, сложностей в реализации не вызывает.
Измельчение грубой сетки имеет целью повысить качество 
идентификации ИПО, оценки его текущего состояния, устой-
чивости границ и прогнозирование динамики процессов, про-
исходящих на этом объекте. Измельчение исследовалось в це-
лом ряде работ по моделированию физических процессов [3], 
[5], например, с использованием «вброшенных точек». Автора-
ми исследовались варианты измельчения, позволяющие стро-
ить как регулярные, так и нерегулярные сетки, в зависимости 
от того, как распределены вбрасываемые точки. Допускались 
модификации такого подхода для того, чтобы измельчать уже 
готовую сетку, как целиком, так и отдельные ее зоны.
Рассмотрим основные этапы предлагаемого нами подхода к 
измельчению исходной триангуляции, обеспечивающий тре-
буемую точность процедуры выделения. При этом их последо-
вательность может варьироваться.
Первый этап. Подготовка к исходной нечеткой триангуляции 
Делоне. На этом этапе осуществляется стандартная предвари-
тельная обработка изображения: нормализация, центрирова-
ние относительно исследуемой области, бинаризация (объ-
ект/фон), фильтрация. 
Второй этап. Первичная сегментация изображения, в том чис-
ле возможно предварительное определение границ опорных 
(для системы технического зрения) объектов, определение их 
характерных точек, например, центров тяжести плоских фи-
гур, ограниченных выделенными контурами.
Третий этап. Собственно триангуляция Делоне с использо-
ванием характерных точек. При этом обеспечивается выпол-
нение условий Делоне [6], при необходимости добавляются 
вспомогательные точки.
Четвертый этап. Выбирается наибольший по площади тре-
угольник этой триангуляции, одной из вершин которого вы-
ступает центр тяжести исследуемого объекта. Осуществляется 
пропорциональное разбиение этого треугольника, например, 
с использованием системы итерируемых функций (ITF) [11], 
[13], (применяемых, например, при формирования смещенных 
треугольников Серпинского1 [14], [15]). 
Поместим исходный треугольник, на комплексную плоскость 
[z] и сформируем линейные преобразования исходного треу-

1   Способ идентификации объектов на цифровых изображениях подстилающей поверхности методом нечеткой триангуляции Делоне: пат. 2729557 
Российская Федерация / С. О. Крамаров, В. В. Храмов, В. И. Повх, А. Р. Грошев, А. С. Каратаев, В. В. Храмов. Заявитель и патентообладатель БУ ВО «Сургутский 
государственный университет». № 2018126535; заявл. 18.07.2018. – URL: https://www.elibrary.ru/item.asp?id=43915269 (дата обращения: 28.08.2020). – Рез. 
англ.

гольника, с длиной стороны равной единице, в четыре подоб-
ных ему меньших (рис.1а) {t0, t1, t2, t3}.    
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В итоге четыре линейные функции f1(z), f2(z), f3(z) и f0(z)  осуществляют искомое преобразование исходного 
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маленьких треугольников свою очередь подвергнуть этим преобразованиям. Тогда возникнет уже 16 
треугольников с линейным размером в 4 раза меньше исходного. Непосредственной проверкой можно 
убедиться, что это приводит к картинке, изображенной на рис. 2 справа. 
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патентообладатель БУ ВО «Сургутский государственный университет». № 2018126535; заявл. 18.07.2018. – URL: 
https://www.elibrary.ru/item.asp?id=43915269 (дата обращения: 28.08.2020). – Рез. англ. 

Измельчение грубой сетки имеет целью повысить качество идентификации ИПО, оценки его текущего 
состояния, устойчивости границ и прогнозирование динамики процессов, происходящих на этом объекте. 
Измельчение исследовалось в целом ряде работ по моделированию физических процессов [3], [5], например, 
с использованием «вброшенных точек». Авторами исследовались варианты измельчения, позволяющие 
строить как регулярные, так и нерегулярные сетки, в зависимости от того, как распределены вбрасываемые 
точки. Допускались модификации такого подхода для того, чтобы измельчать уже готовую сетку, как 
целиком, так и отдельные ее зоны. 
Рассмотрим основные этапы предлагаемого нами подхода к измельчению исходной триангуляции, 
обеспечивающий требуемую точность процедуры выделения. При этом их последовательность может 
варьироваться. 
Первый этап. Подготовка к исходной нечеткой триангуляции Делоне. На этом этапе осуществляется 
стандартная предварительная обработка изображения: нормализация, центрирование относительно 
исследуемой области, бинаризация (объект/фон), фильтрация.  
Второй этап. Первичная сегментация изображения, в том числе возможно предварительное определение 
границ опорных (для системы технического зрения) объектов, определение их характерных точек, 
например, центров тяжести плоских фигур, ограниченных выделенными контурами. 
Третий этап. Собственно триангуляция Делоне с использованием характерных точек. При этом 
обеспечивается выполнение условий Делоне [6], при необходимости добавляются вспомогательные точки. 
Четвертый этап. Выбирается наибольший по площади треугольник этой триангуляции, одной из вершин 
которого выступает центр тяжести исследуемого объекта. Осуществляется пропорциональное разбиение 
этого треугольника, например, с использованием системы итерируемых функций (ITF) [11], [13], 
(применяемых, например, при формирования смещенных треугольников Серпинского1 [14], [15]).  
Поместим исходный треугольник, на комплексную плоскость [z] и сформируем линейные преобразования 
исходного треугольника, с длиной стороны равной единице, в четыре подобных ему меньших (рис.1а)              
{t0, t1, t2, t3}.     
 𝑡𝑡𝑖𝑖: 𝑓𝑓1(𝑧𝑧) = 1

2 𝑧𝑧             𝑡𝑡2: 𝑓𝑓2(𝑧𝑧) = 1
2 𝑧𝑧 + 1

2         𝑡𝑡3: 𝑓𝑓3(𝑧𝑧) = 1
2 𝑧𝑧 + 1

4 + 𝑖𝑖 √3
4            𝑡𝑡0: 𝑓𝑓0(𝑧𝑧) = 3

4 − 1
2 𝑧𝑧 − 𝑖𝑖 √3

4      
                         
В итоге четыре линейные функции f1(z), f2(z), f3(z) и f0(z)  осуществляют искомое преобразование исходного 
треугольника в четыре треугольника, имеющего в два раза меньшие линейные размеры и, соответственно, в 
четыре раза меньшие площади. Возникает вопрос, а что будет, если теперь каждый из этих четырех 
маленьких треугольников свою очередь подвергнуть этим преобразованиям. Тогда возникнет уже 16 
треугольников с линейным размером в 4 раза меньше исходного. Непосредственной проверкой можно 
убедиться, что это приводит к картинке, изображенной на рис. 2 справа. 
 

 
Р и с. 2. Преобразование t2 t3 

 
Таким образом, можно представить «генеалогический код» каждой отдельной ячейки треугольной решетки 
после окончания «процедуры размельчения» [5], [16], [17]. 
Подобное же разбиение может быть осуществлено в отдельном вычислительном алгоритме, за счет 
соединением середин исходного треугольника. 
Разбиение продолжается до достижения требуемой условиями задачи площади ячейки получаемого 
треугольника. Полученные треугольники сетки, как показано в [6] также удовлетворяют условиям Делоне. 
Пятый этап. Осуществляется разбиение остальных треугольников исходной триангуляции Делоне. При 
этом количество шагов разбиения должно совпадать с тем, сколько их было при разбиении первого 
треугольника. В этом случае сопряжение минимальных треугольников по границам исходных будет полным 
Пример такого разбиения для снимков территории, с элементами производственной инфраструктуры 
показан на рис. 3. 
 

 
1 Способ идентификации объектов на цифровых изображениях подстилающей поверхности методом нечеткой триангуляции Делоне: 
пат. 2729557 Российская Федерация / С. О. Крамаров, В. В. Храмов, В. И. Повх, А. Р. Грошев, А. С. Каратаев, В. В. Храмов. Заявитель и 
патентообладатель БУ ВО «Сургутский государственный университет». № 2018126535; заявл. 18.07.2018. – URL: 
https://www.elibrary.ru/item.asp?id=43915269 (дата обращения: 28.08.2020). – Рез. англ. 

В итоге четыре линейные функции f1(z), f2(z), f3(z) и f0(z)  осу-
ществляют искомое преобразование исходного треугольника 
в четыре треугольника, имеющего в два раза меньшие ли-
нейные размеры и, соответственно, в четыре раза меньшие 
площади. Возникает вопрос, а что будет, если теперь каждый 
из этих четырех маленьких треугольников свою очередь под-
вергнуть этим преобразованиям. Тогда возникнет уже 16 тре-
угольников с линейным размером в 4 раза меньше исходного. 
Непосредственной проверкой можно убедиться, что это при-
водит к картинке, изображенной на рис. 2 справа.

Р и с. 2. Преобразование t2 t3

F i g. 2. Transformation t2 t3

Р и с. 3. Исходная триангуляция Делоне территории производственной 
инфраструктуры

F i g. 3. Initial Delaunay triangulation of the industrial infrastructure territory

Таким образом, можно представить «генеалогический код» 
каждой отдельной ячейки треугольной решетки после окон-
чания «процедуры размельчения» [5], [16], [17].
Подобное же разбиение может быть осуществлено в отдель-
ном вычислительном алгоритме, за счет соединением середин 
исходного треугольника.
Разбиение продолжается до достижения требуемой условия-
ми задачи площади ячейки получаемого треугольника. Полу-
ченные треугольники сетки, как показано в [6] также удовлет-
воряют условиям Делоне.
Пятый этап. Осуществляется разбиение остальных треуголь-
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ников исходной триангуляции Делоне. При этом количество 
шагов разбиения должно совпадать с тем, сколько их было при 
разбиении первого треугольника. В этом случае сопряжение 
минимальных треугольников по границам исходных будет 
полным Пример такого разбиения для снимков территории, 
с элементами производственной инфраструктуры показан на 
рис. 3.

Сегментация информационных объектов сцены
Для получения признаков идентификации осуществляется 
автоматическое выделение контуров исследуемого и сосед-
них с ним объектов в рамках единого геоинформационного 
пространства [16-18]. Для этого реализуется выполнение эв-
ристического алгоритма выделения контура двумерного объ-
екта на треугольном растре. Особенности представления и 
обработки изображений проиллюстрируем рис. 4. 

Р и с. 4. Сегментация объекта на треугольной решетке
F i g. 4. Object segmentation on a triangular lattice

Как показали исследования [12] − [14], если изображение пред-
ставлено на бинарной решетке размерами n×n (для однознач-
ного описания достаточно двух координат) и известны любые 
две соседние точки контура (и соответствующее им значение 
кода Фримена γ(i)) на гладком контрастном (то есть предвари-
тельно прошедшем анизотропную фильтрацию) изображении 
[19], «то для выделения очередного элементарного вектора 
(ЭВ), каковым является очередной элемент кода, задаваемого 
связностью 6, необходимо знать количество k пикселей, со-
седних с данной ячейкой С и принадлежащих изображению. 
В этом случае, теоретически, вектор имеет шесть возможных 
направлений. Однако, как мы отметили выше, допускаются 
только три из них переход допускается только через сторону» 
[20]. Тогда ЭВ (очередной элемент кода Фримена) вычисляется 
по следующей формуле:
γ(i + 1) = mod 6 (γ(i) + k + α),
где α = 2 – шестеричная константа, а суммирование осущест-
вляется по модулю шесть.
Подробнее, с необходимой детализацией, этот способ изло-
жен2 в [12] − [14], [21]. 

2  Модуль формирования геосистемы: Св-во о регистрации программы для ЭВМ 2020615607 / С. О. Крамаров, О. Ю. Митясова, В. В. Храмов, И. О. Темкин, А. 
Р. Грошев. Заявитель и правообладатель ЧПОУ «Егорлыкский Колледж». № 2020614521; заявл. 12.05.2020. – URL: https://elibrary.ru/item.asp?id=43885288 
(дата обращения: 28.08.2020).

При этом, в качестве признаков идентификации использова-
лись как сами элементы кода, так и коэффициенты разложе-
ния по ортогональным экспонентам.
Компьютерный эксперимент показал, что использование та-
кого подхода позволяет в условиях плохой видимости и значи-
тельной размытости снимка, например, в условиях весенней 
и осенней непогоды повысить достоверность идентификации 
протяженных объектов на 12-15% [14], [22], [23]. 

Заключение

В данном исследовании, для получения технического резуль-
тата в виде повышения достоверности и точности идентифи-
кации пространственной сцены в системе технического зре-
ния робота и определения местоположения и расположения 
целевого объекта в местной системе координат исследовались 
возможности локально регулярных решеток триангуляции 
Делоне. 
Результат достигнут благодаря тому [6], [24], что «в ходе пред-
варительной обработки исходного изображения, как связан-
ной совокупности объектов, при введении в вычислительное 
устройство, оно приводится к нормальному, стандартному 
для данного способа видоизменения масштабу, центрируется, 
вписывается в прямоугольник требуемого размера, поочеред-
но сравнивается с хранящимися в памяти компьютера шабло-
нами, которые хранят в виде нечетких триангуляций Делоне, 
которые сравнивают с нечеткой триангуляцией Делоне по-
данного на вход изображения сцены посредством нейронной 
сети» [25]. 
Сравнение производилось путем анализа признаков формы 
триангуляции полученной сцены визуальных объектов зем-
ной поверхности, причем производят сравнение по каждому 
признаку, и принимают решение о совпадении триангуляции 
Делоне векторной модели сцены полученного изображения и 
эталонных нечетких триангуляций Делоне.
При измельчении будет происходить лишь локальное пере-
строение ячеек. Преимуществом такого подхода является 
отсутствие необходимости генерировать всю сетку заново. 
Заметим также, что рассмотренная процедура приведения 
триангуляции в соответствии с условием Делоне позволяет су-
щественно уменьшить затрачиваемое на перестроение сетки 
машинное время, так как не производится проверка условия 
для всех элементов сетки.
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