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Аннотация
В настоящей статье мы работаем с несколькими различными вариантами конечных автоматов, 
каждый из которых соответствует бесконечному итерационному дереву, построенному для не-
которого заданного морфизма. При этом каждый из построенных для некоторого морфизма 
автоматов описывает основные свойства этого морфизма. Кроме того, в каждом случае (т. е. 
для каждого варианта автомата) возникает также следующая «обратная задача»: необходимо 
описать морфизм (либо просто указать пару языков), для которого получается такой заданный 
автомат. Мы приводим компьютерную программу построения одного из таких автоматов — 
т. н. автомата PRI. После этого мы рассматриваем подробный пример автомата PRI для пары 
несовпадающих языков. Продолжая рассматривать этот пример, мы с последним автоматом 
выполняем обычные преобразования, описанные и неоднократно применённые в наших пре-
дыдущих публикациях, а именно — детерминизацию и канонизацию зеркального автомата для 
возможного применения полученных результатов в алгоритме минимизации недетерминиро-
ванных автоматов. В рассматриваемой нами ситуации таким минимальным автоматом являет-
ся другой строимый на основе заданного дерева морфизма автомат — недетерминированный, 
т. н. автомат NSPRI# — и равенство этих автоматов (что влечёт эквивалентность PRI и NSPRI#) 
мы также показываем в статье на примере. На основе автомата NSPRI# с помощью тривиально-
го (но неэквивалентного) преобразования строится недетерминированный автомат NSPRI — 
подробное исследование которого предполагается в дальнейших публикациях. Интерес пред-
ставляют также примеры автоматов PRI и NSPRI# для пар совпадающих языков — мы также 
приводим один такой пример в настоящей статье.

Ключевые слова: алгоритмы, формальные языки, итерации языков, бинарные отношения, 
бесконечные деревья.
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Abstract
In this paper, we work with some different variants of finite automata, each of which corresponds to 
an infinite iterative tree constructed for some given morphism. At the same time, each of the automata 
constructed for a given morphism describes the main properties of this morphism. Besides, in each 
case (i.e., for each variant of the automaton), the following “inverse problem” also arises: to describe 
the morphism (or simply specify a pair of languages) for which such a given automaton is obtained. We 
present a computer program for constructing one such automaton, so-called PRI automaton. After that, 
we consider a detailed example of a PRI automaton for a pair of different languages. Continuing to con-
sider this example, we use the last automaton to perform usual transformations described and repeat-
edly applied in our previous publications, i.e., the determination and canonization of the mirror autom-
aton for possible application of the results obtained in the algorithm for minimizing nondeterministic 
automata. In the considered situation, such a minimal automaton is another automaton constructed on 
the basis of a given morphism tree, a nondeterministic automaton, the so-called NSPRI# automaton, 
and we also show the equality of these automata (which implies the equivalence of PRI and NSPRI#) 
in the paper by an example. Based on the NSPRI# automaton, a non-deterministic NSPRI automaton is 
constructed using a trivial (but non-equivalent) transformation; a detailed study of this automaton is 
expected in future publications. Examples of PRI and NSPRI# automata for pairs of matching languages 
are also of interest, we also give one such example in this paper.
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Введение

Настоящая работа продолжает исследование алгоритмов экви-
валентных преобразований недетерминированных конечных 
автоматов и связанных с этими алгоритмами вспомогатель-
ных структур данных. Среди них мы имеем в виду в первую 
очередь структуры данных для представления бесконечных 
итерационных деревьев морфизмов [1, 2]. В них мы объеди-
няем эквивалентные вершины — фактически получая некото-
рый детерминированный конечный автомат; мы также опре-
деляем эквивалентный ему недетерминированный автомат. 
Таким образом, каждому итерационному дереву морфизма мы 
ставим в соответствие два конечных автомата, описывающих 
эти морфизмы. В настоящей статье мы на приведённых при-
мерах показываем некоторые важные для дальнейших работ 
свойства таких автоматов.
Структура статьи такова. Раздел 2 — предварительные свéде-
ния, в нём мы рассматриваем общие обозначения, связанные 
с недетерминированными конечными автоматами. В разделе 
3 рассматриваются автоматы, соответствующие бесконечным 
итерационным деревьям морфизмов: в предыдущих статьях 
не требовалось формального строгого определения таких 
конструкций, они впервые приведены в настоящей статье. 
Конкретно, для некоторых двух заданных конечных языков 
A и B мы определяем соответствующие им бесконечные ите-
рационные деревья, а также построенные для них автоматы, 
обозначенные PRI(A,B) и NSPRI#(A,B).
В разделе 4 приведена программа построения автомата PRI 
на языке C#. Основная цель того, что мы привели текст этой 
программы, состоит в том, чтобы привести альтернативное 
описание определений этого автомата — т. е., иными слова-
ми, описание алгоритма построения его функции переходов. 
В разделе 5 подробно рассмотрен результат работы этой про-
граммы — т. е. фактически пример автомата PRI для двух не-
совпадающих языков. С этим автоматом проделаны стандарт-
ные действия, рассмотренные в наших предыдущих публика-
циях ([3, 4, 5] и мн. др.): построение, детерминизация и кано-
низация автомата для зеркального языка, а также построение 
бинарного отношения #.
В разделе 6 приведено описание построения автомата NSPRI# 
для той же самой пары языков — эквивалентного автомату 
PRI. Мы на примере показываем эту эквивалентность также 
путём детерминизации автомата. В разделе 7 приведён при-
мер автомата PRI, построенного для пары совпадающих язы-
ков.
Раздел 8 — заключение. В нём мы описываем возможные на-
правления дальнейшей работы, связанные с рассмотренными 
в настоящей статье вопросами.

Предварительные свéдения

Используемые в настоящей статье обозначения уже были 
ранее приведены в нескольких публикациях, в частности в 
[3, 4, 5, 6], — однако мы дадим их ещё раз: мы их приводим 
именно в том объёме, который нужен для настоящей статьи.

1  В предыдущих публикациях мы отмечали, что канонические автоматы всегда рассматриваются без возможного «дохлого» состояния («dead state»). Отме-
тим ещё, что вследствие этого мы, конечно, не требуем, чтобы канонический автомат был всюду определённым («total»).

Пусть
K Q S F= ( , , , , )Σ δ  — (1)
недетерминированный конечный автомат Медведева (Раби-
на – Скотта), задающий регулярный язык
L K= L( ).

Здесь Q  — множество состояний, S Q⊆  и F Q⊆  — соответ-
ственно множества входных и выходных состояний.
Специально отметим, что функция переходов δ  автомата (1) 
будет далее рассматриваться как
δ : ( )Q Q× →Σ P

(где запись P ( )Q  означает множество подмножеств множе-
ства Q ), а не в виде
δ ε: ( { }) ( );Q Q× ∪ →Σ P

таким образом, мы будем рассматривать автоматы без ε -пе-
реходов.
Некоторую дугу δ ( , )q a (точнее, r q a∈δ ( , ) ) мы иногда будем 
записывать в виде q ra,δ →

или, если это не вызовет неоднозначности, в виде q ra→ .

Зеркальный автомат для автомата, заданного с помощью (1), 
определяется как
( , , , , ),Q F SRΣ δ

где
′ → ′′q qa R,δ  если и только если ′′ → ′q qa,δ .

Мы будем обозначать его записью K R ; заметим, что K R  опре-
деляет (регулярный) язык LR .
Далее в этом разделе будем считать, что некоторый регуляр-
ный язык L задан; для него будем использовать следующие 
обозначения.
Его канонический автомат1 будем обозначать записью L ; 
специально подчеркнём, что это — автомат, а не язык.
Элементы «пятёрок», задающих автоматы L  и LR

~
, таковы:

L Q s F= ( , , ,{ }, )π π π πδΣ   и  L Q s FR
~

( , , ,{ }, ).= ρ ρ ρ ρδΣ

Более того, мы не будем рассматривать язык L =∅ , поэтому 
оба канонических автомата должны иметь по (одному) старто-
вому состоянию.
Определим бинарное отношение # и функции разметки состо-
яний φ in и φ out ; некоторые подробности см. в [3, 5].
Отношение 
#⊆ ×Q Qπ ρ

определяется для пар состояний автомата L  и автомата LR
~

 
следующим образом: условие A X#  выполняется тогда и 
только тогда, когда
( ) ( ( ), ( )).~∃ ∈ ∈ ∈uv L u A v XL

in R

L

in

R
L L


Отметим, что это определение неконструктивное; его экви-
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валентный конструктивный аналог (т. е. определение-алго-
ритм) приведён в [7, 8].
(Прямая) функция разметки состояний φ πK

in Q Q: ( )→P

определяется следующим образом:
q qK

in∈φ ( )  если и только если L LK
in

L
inq q( ) ( )∩ ≠∅


 .

А обратная функция разметки состояний
φ ρK
out Q Q: ( )→P

определяется таким же образом, но для другой пары автома-
тов, K R и LR

~
 вместо K  и L .

Некоторые другие применяемые нами обозначения, связан-
ные с недетерминированными конечными автоматами, мож-
но при необходимости найти в уже процитированных статьях 
[3, 4, 5, 6], а также, например, в [9, 10].
На основе определённого выше бинарного отношения # фор-
мируется множество псевдогридов (см. [7] и др.): а именно, 
каждый из них представляет собой пару ( , )P R  (где P Q⊆ π  и 
R Q⊆ ρ ), такую что для каждой пары состояний p P∈  и 
r R∈  выполнено условие p r# .
В произвольном НКА для заданного регулярного языка L ка-
ждое состояние образует некоторый псевдогрид. Более того, 
необходимым условием того, что автомат действительно опре-
деляет заданный язык L , является «покрытие» всеми псевдо-
гридами2 всех элементов бинарного отношения #, см. подроб-
нее [9, 10, 19].
А если для некоторого псевдогрида ( , )P R  мы не можем рас-
ширить ни множество P , ни множество R – без того, чтобы не 
нарушилось определение псевдогрида, то такой псевдогрид 
мы будем называть гридом.
(Алгоритм построения множества (псевдо)гридов кажется 
простым — однако даже у этого алгоритма сложность более 
чем полиномиальна. Это следует хотя бы из (достижимой) 
верхней оценки числа гридов — которую можно получить, на-
пример, на основе [11]: эта оценка для бинарного отношения, 
в котором мощности обоих множеств Q≠ и d  совпадают и рав-
ны n , равна M n( )  — n -му числу Дедекинда, [12, 13] и др.)

Бесконечные итерационные деревья и 
соответствующие автоматы
В предыдущих статьях не требовалось формального строгого 
определения бесконечные итерационного дерева — приведём 
такое определение в настоящей статье.
Определение 1. Для заданного конечного алфавита ∅ рассмо-
трим бесконечное дерево, в котором для каждой вершины 
(пусть v ) и для каждой буквы алфавита ∅ (пусть d ) имеется 
ровно одна дуга, ведущая из v  к некоторой дочерней вершине и 
помеченная d . (Такую вершину обозначим vd .)
При этом все вершины принадлежат одному из нескольких 
классов эквивалентности3, и для каждой пары вершин, входя-

2  Здесь псевдогриды рассматриваются как множества своих элементов; аналогично — для всего бинарного отношения #.
3  Мы рассматриваем только те модели, в которых таких классов эквивалентности — конечное число.
4  Здесь определение непротиворечиво: запись F(q1)=q2 «неявно включает в себя» рассматриваемую букву a алфавита ΔA. (Аналогично — в определении 3.)
5  По-видимому — в отличие от пары PRI( , )A B  и PRI( , )A B  — подобные одинаковые обозначения не должны вызвать разночтения: из контекста будет 
понятно, какой именно автомат имеется в виду. 

щих в один класс эквивалентности (пусть v1  и v2 ), и для ка-
ждой буквы d ∈∆  вершины v d1  и v d2 принадлежат одному и 
тому же классу эквивалентности. 
Как несложно убедиться, рассматривавшиеся в [1, 2] конструк-
ции этому определению удовлетворяют. На рисунках, приве-
дённых в этих статьях, вершины дерева помечены не только 
различными вариантами обозначений классов эквивалентно-
сти, но и пометками путей, который ведёт из корня к соответ-
ствующей вершине (т. е. словами из ∅* ), — однако это не про-
тиворечит приведённому нами определению.
Определение 2. (Детерминированный) конечный автомат 
PRI( , )A B  для заданных конечных языков A B, *⊆ Σ  опреде-
ляется следующим образом:
PRI( , ) ( , , ,{{ }},{ }),A B QB A A B= ∅−∆ δ ε

где:
•	 ∆A n= −{ , , , }0 1 1

, здесь n  — число слов языка A ;

•	 Q BB =P (opref( )) ; 

•	 для некоторых q q QB1 2, ∈  и a A∈∆  полагаем

q qa A B
1 2

,δ − →  тогда и только тогда, когда F q q( ) ,1 2=

  где F  определяется согласно [2; стр. 6] 4.

(Детерминированный) конечный автомат PRI( , )A B  опреде-
ляется как PRI( , )A B  с удалёнными недостижимыми состоя-
ниями. 
Важные примеры к этому и следующему определению будут 
рассмотрены в дальнейших разделах настоящей статьи. 
Определение 3. (Недетерминированный) конечный автомат 
NSPRI ( , )# A B  для заданных конечных языков A B, *⊆ Σ  
определяется следующим образом:
NSPRI A B QB A A B

# # #( , ) ( , , ,{ }, ),= ∅−∆ δ ε

где:
•	 последний элемент пятёрки (множество выходных 
состояний) — это состояние, обозначенное нами Ø (а не пустое 
множество выходных состояний);
•	 Q BB

# opref( ) { };= ∪ ∅

•	 для некоторых q q QB1 2,
#∈  и a A∈∆  полагаем

q qa A B
1 2

, #δ − →

  тогда и только тогда, когда q F q2 1∈ ( ) ,

где F , как и выше, определяется согласно [2; стр. 6]. 
Будем таким же образом (т. е. NSPRI ( , )# A B ) обозначать тот 
же самый автомат с уже удалёнными недостижимыми состоя-
ниями5. 
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Программа по строения автомата PRI

В этом разделе мы привели программу построения автомата 
PRI. Программа выполнена на языке C#. Основная цель того, 
что мы привели текст этой программы, состоит в том, чтобы 
привести альтернативное описание определений этого авто-
мата — т. е. фактически описание алгоритма построения его 
функции переходов.

static void GenPRI(string name, string nameout) {
var a = File.ReadAllLines(name);
var sout = “”;
var d = new Dictionary<string, int>();
var comm = new List<string>();
var amax = 0;
comm.Add(“{}”);
d[“null”] = 0;
foreach (var e in Regex.Split(a[2], @”\* “)) { 
var k = e.Split(‘:’);
if (k.Length == 1) break;
if (!k[1].Contains(‘|’)) continue;
if (k[1] == “|”) k[1] = “||”;
k[1] = “{“
+ k[1].Replace(“||”, “|@|”).Trim(‘|’, ‘ ‘).
Replace(“|”, “,”) 
+ “}”;
comm.Add(k[1]);
d[k[0]] = comm.Count - 1;
if (k[0].Length == 1) amax = Math.Max(amax, k[0][0] - 48);
}
foreach (var e in a[3].Split(‘ ‘)) {
var k = e.Split(‘:’);
if (k.Length == 1) break;
if (d.ContainsKey(k[1])) d[k[0]] = d[k[1]];
}
for (int j = 0; j <= amax; j++) sout += “ “ + j;
sout += “\n”;
foreach (var k in d.Keys.Take(comm.Count)) {
if (d[k] == 0) sout += “<== “;
if (d[k] == 1) sout += “==> “;
sout += $”{d[k]} “;
for (int i = 0; i <= amax; i++) {
var kk = k + i;
if (d.ContainsKey(kk)) sout += d[kk] + “ “;
else sout += “0 “;
}
sout += $”% {comm[d[k]]}\n”;
}
File.WriteAllText(nameout, sout);
}
Приведём комментарии к программе — которую, как мы уже 
отмечали, саму можно рассматривать как «большой коммен-
тарий» ко всему алгоритму. Входным является файл с име-
нем name, описывающий бесконечное итерационное дерево 
морфизмов для заданной пары конечных языков. Алгоритм 
построения такого дерева и реализующая его программа на 

6  Исправлена замеченная в [15] опечатка — а именно, переход из вершины, помеченной 000.

языке C++ описаны в [1, 2]. Приведём пример входного файла 
для пары языков 
A = {aaa, aabba, abba, bb}, B = {aaaa, abb, abba, bbb}
взятый из [1] (результат работы приведённой в той статье 
программы построения бесконечного итерационного дерева 
морфизма):
aaa|aabba|abba|bb|
aaaa|abb|abba|bbb|
:|* 0:aaa|* 1:* 2:a||* 3:bb|* 00:aa|* 20:aaa||* 23:abb|bb||* 33:b|* 
000:a|* 200:aaa|aa|* 233:bb|b|* 0003:abb||* 2000:aa|a|* 2333:b||* 
23333:bb||* # 
22:2 21:1 03:1 02:1 01:2 32:1 31:1 30:1 003:1 002:1 001:1 203:3 
202:2 201:2 232:2 231:2 333: 332:1 331:1 330:1 0002:1 0001:1 
0000: 2003:1 2002:1 2001:2 230:200 2332:1 2331:1 2330:1 
00033:3 00032:2 00031:2 00030:200 20003:0003 20002:1 
20001:1 20000:2 23332:2 23331:1 23330:0 233333:233 233332:2 
233331:1 233330:0 # 
Здесь строки 1–2 содержат исходные языки, строки 3–5 (в фай-
ле это одна строка, оканчивающаяся символом #) — различ-
ные «множества хвостов», строки 6–10 (тоже одна строка, 
оканчивающаяся символом #) — множества пар слов над ал-
фавитом ∅A с равными в каждой паре значениями функции P, 
см. [1, 2]. Ниже приведено дерево морфизмов, соответствую-
щее данному примеру6.

При построении автомата PRI используются две основные структуры: словарь (Dic-
tionary) d и список (List) comm. В списке comm сохраняются обозначения состояний 
автомата PRI, словарь d содержит в качестве ключей слова языка *

A∆ (указываемые меж-
ду пробелом и двоеточием), а в качестве значений — состояния автомата PRI, указывае-
мые между двоеточием и символом * (точнее, индексы этих состояний в списке comm). В 
переменной amax хранится максимальное значение из A∆ (при реализации функции 
GenPRI, как и программы из [1, 2], предполагается, что A∆ содержит не более 10 элемен-
тов — цифр от 0 до 9). Формирование списка comm, словаря d и значения amax выполня-
ется в первом цикле foreach; при этом условные обозначения для «набора хвостов» 
преобразуются в более наглядные строковые выражения, в которых в качестве ε приме-
няется специальный символ @.

Второй цикл foreach дополняет словарь d новыми элементами, учитывая инфор-
мацию о словах с равными значениями функции P (эти элементы в дальнейшем исполь-
зуются при определении функции переходов автомата PRI).

Затем строится строковое представление автомата PRI, начиная со вспомогательной 
строки, содержащей все символы из A∆ (цикл for, в котором перебираются все цифры от 
0 до amax). Прочие строки формируются в третьем цикле foreach; их количество и по-
рядок определяется содержимым списка comm; каждая строка соответствует некоторому 
состоянию автомата PRI. Для двух первых состояний дополнительно указываются метки, 
определяющие первое состояние (соответствующее пустому множеству) как выходное, а 
второе (соответствующее множеству }{ε ) как входное. Во вложенном цикле for опреде-
ляются переходы данного состояния для различных символов A∆ ; при этом используются 
дополнительные элементы словаря d, добавленные к нему при выполнении второго цикла 
foreach. Заметим, что оператор var kk = k + i формирует очередное слово над 

A∆ , добавляя к строке k строковое представление цифры i.

При построении автомата PRI используются две основные 
структуры: словарь (Dictionary) d и список (List) comm. В спи-
ске comm сохраняются обозначения состояний автомата PRI, 
словарь d содержит в качестве ключей слова языка ∅A

*  (указы-
ваемые между пробелом и двоеточием), а в качестве значений 
— состояния автомата PRI, указываемые между двоеточием и 
символом * (точнее, индексы этих состояний в списке comm). В 
переменной amax хранится максимальное значение из ∅A  
(при реализации функции GenPRI, как и программы из [1, 2], 
предполагается, что ∅A  содержит не более 10 элементов — 
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цифр от 0 до 9). Формирование списка comm, словаря d и зна-
чения amax выполняется в первом цикле foreach; при этом ус-
ловные обозначения для «набора хвостов» преобразуются в 
более наглядные строковые выражения, в которых в качестве 
ε  применяется специальный символ @.
Второй цикл foreach дополняет словарь d новыми элементами, 
учитывая информацию о словах с равными значениями функ-
ции P (эти элементы в дальнейшем используются при опреде-
лении функции переходов автомата PRI). 
Затем строится строковое представление автомата PRI, начи-
ная со вспомогательной строки, содержащей все символы из 
∅A  (цикл for, в котором перебираются все цифры от 0 до 
amax). Прочие строки формируются в третьем цикле foreach; 
их количество и порядок определяется содержимым списка 
comm; каждая строка соответствует некоторому состоянию 
автомата PRI. Для двух первых состояний дополнительно ука-
зываются метки, определяющие первое состояние (соответ-
ствующее пустому множеству) как выходное, а второе (соот-
ветствующее множеству { }ε ) как входное. Во вложенном ци-
кле for определяются переходы данного состояния для раз-
личных символов ∅A ; при этом используются дополнитель-
ные элементы словаря d, добавленные к нему при выполнении 
второго цикла foreach. Заметим, что оператор var kk = k + i 
формирует очередное слово над ∅A , добавляя к строке k стро-
ковое представление цифры i.
Полученное строковое представление автомата PRI сохраня-
ется в файле с именем nameout. Далее приведён пример полу-
ченного представления — после применения к нему дополни-
тельных операций форматирования: 

 0    1   2   3    
<== 0    0    0   0   0      % {}
==> 1    2    0   3   4      % {@}
 2    5    3   0   0      % {aaa}
 3    6    0   3   7 % {a,@}
 4    0    0   0   8 % {bb}
 5    9    0   0   0 % {aa}
 6    10   3   3   4 % {aaa,@}
 7    10   3   3   11 % {abb,bb,@}
 8    0    0   0   1 % {b}
 9    1    0   0   12 % {a}
 10   13   3   0   0 % {aaa,aa}
 11   0    0   0   14 % {bb,b}
 12   10   3   3   4 % {abb,@}
 13   3    0   0   12 % {aa,a}
 14   2    0   3   15 % {b,@}
 15   2    0   3   11 % {bb,@}

Подробный пример автомата PRI для 
несовпадающих языков
Будем продолжать рассматривать пример из [1, 2]. Для рассма-
тривавшейся в этих статьях и в предыдущем разделе пары 
языков мы получили автомат PRI( , )A B , который подробнее 

7  При этом промежуточные построения мы опускаем — в таблице приведены только итоговые состояния. Эти состояния мы обозначили так: X (так во всех 
наших предыдущих публикациях обозначалось входное состояние канонического автомата для зеркального языка), а далее Y01, …, Y13. (В наших преды-
дущих публикациях последующие состояния автомата, канонического для зеркального языка, всегда обозначались несколькими последними заглавными 

запишем в виде следующей таблицы:

Полученное строковое представление автомата PRI сохраняется в файле с именем 
nameout. Далее приведён пример полученного представления – после применения к 
нему дополнительных операций форматирования: 

         0    1   2   3
<== 0    0    0   0   0      % {} 
==> 1    2    0   3   4      % {@} 
    2    5    3   0   0      % {aaa} 
    3    6    0   3   7      % {a,@} 
    4    0    0   0   8      % {bb} 
    5    9    0   0   0      % {aa} 
    6    10   3   3   4      % {aaa,@} 
    7    10   3   3   11     % {abb,bb,@} 
    8    0    0   0   1      % {b} 
    9    1    0   0   12     % {a} 
    10   13   3   0   0      % {aaa,aa} 
    11   0    0   0   14     % {bb,b} 
    12   10   3   3   4      % {abb,@} 
    13   3    0   0   12     % {aa,a} 
    14   2    0   3   15     % {b,@} 
    15   2    0   3   11     % {bb,@} 

5. Подробный пример автомата PRI для несовпадающих языков
Будем продолжать рассматривать пример из [1, 2]. Для рассматривавшейся в этих

статьях и в предыдущем разделе пары языков мы получили автомат ),PRI( BA , который 
подробнее запишем в виде следующей таблицы:

(По-видимому, обозначения понятны, однако небольшие комментарии приведём. В пер-
вом столбце – пометки для входных и выходных состояний; состояния 0 и 1 обозначаем 
специально, естественным образом, – а все остальные состояния нумеруем в порядке их 

(По-видимому, обозначения понятны, однако небольшие ком-
ментарии приведём. В первом столбце — пометки для вход-
ных и выходных состояний; состояния 0 и 1 обозначаем специ-
ально, естественным образом, — а все остальные состояния 
нумеруем в порядке их появления. Во третьем столбце — сами 
состояния, согласно определению автомата PRI( , )A B ; крат-
кие обозначения этих состояний, которые мы будем использо-
вать далее — во втором столбце. По столбцам самой таблицы 
— буквы алфавита ∅.)
Зеркальный автомат для построенного нами автомата 
PRI( , )A B  таков: 

появления. Во третьем столбце – сами состояния, согласно определению автомата 
),PRI( BA ; краткие обозначения этих состояний, которые мы будем использовать далее –

во втором столбце. По столбцам самой таблицы – буквы алфавита ∆ .)
Зеркальный автомат для построенного нами автомата ),PRI( BA таков: 

(Мы не употребляем фигурные скобки для множеств состояний, а сами элементы этих 
множеств приводим через пробелы. И, конечно, пустым ячейкам таблицы соответствуют 
пустые множества.)

Проведём для последнего автомата детерминизацию и канонизацию7: 

В последнем столбце, за пределами самой таблицы, обозначены соответствующие состоя-
ния исходного автомата ),PRI( BA .8

7 При этом промежуточные построения мы опускаем – в таблице приведены только итоговые состояния. Эти 
состояния мы обозначили так: X (так во всех наших предыдущих публикациях обозначалось входное состо-
яние канонического автомата для зеркального языка), а далее Y01, …, Y13. (В наших предыдущих публика-
циях последующие состояния автомата, канонического для зеркального языка, всегда обозначались не-
сколькими последними заглавными буквами латинского алфавита – но таковых сейчас недостаточно.)

(Мы не употребляем фигурные скобки для множеств состоя-
ний, а сами элементы этих множеств приводим через пробелы. 
И, конечно, пустым ячейкам таблицы соответствуют пустые 
множества.)

Проведём для последнего автомата детерминизацию и кано-
низацию7:
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появления. Во третьем столбце – сами состояния, согласно определению автомата 
),PRI( BA ; краткие обозначения этих состояний, которые мы будем использовать далее –

во втором столбце. По столбцам самой таблицы – буквы алфавита ∆ .)
Зеркальный автомат для построенного нами автомата ),PRI( BA таков: 

(Мы не употребляем фигурные скобки для множеств состояний, а сами элементы этих 
множеств приводим через пробелы. И, конечно, пустым ячейкам таблицы соответствуют 
пустые множества.)

Проведём для последнего автомата детерминизацию и канонизацию7: 

В последнем столбце, за пределами самой таблицы, обозначены соответствующие состоя-
ния исходного автомата ),PRI( BA .8

7 При этом промежуточные построения мы опускаем – в таблице приведены только итоговые состояния. Эти 
состояния мы обозначили так: X (так во всех наших предыдущих публикациях обозначалось входное состо-
яние канонического автомата для зеркального языка), а далее Y01, …, Y13. (В наших предыдущих публика-
циях последующие состояния автомата, канонического для зеркального языка, всегда обозначались не-
сколькими последними заглавными буквами латинского алфавита – но таковых сейчас недостаточно.)

В последнем столбце, за пределами самой таблицы, обозначены 
соответствующие состояния исходного автомата PRI( , )A B .8 
На основе последней таблицы несложно формируется бинар-
ное отношение #:

На основе последней таблицы несложно формируется бинарное отношение #: 

Во многих наших предыдущих статьях ([4, 14, 15, 16] и др.) мы рассматривали зада-
чу минимизации недетерминированных конечных автоматов. Эта задача важна и для за-
дачи рассматриваемой в настоящей статье – что можно видеть на основе приведённого в 
следующем разделе примера. Но, конечно, мы не можем привести список всех получаю-
щихся в процессе минимизации гридов: даже 8-е число Дедекинда M(8) записывается 23 
десятичными знаками ([11, 13, 24] и др.) – а у нас размерность бинарного отношения # 
равна 15×14.

6. Продолжение примера: автомат NSPRI#

Будем продолжать рассматривать ту же самую пару языков 
A = {aaa, aabba, abba, bb}, B = {aaaa, abb, abba, bbb}.

Также на основе приведённых выше в разделе 3 определений мы получаем следующий 
автомат NSPRI#: 

Важно отметить, что номера его состояний не связаны с номерами состояний приведённо-
го выше автомата PRI. Кроме того, специально отметим отсутствие переходов из состоя-
ния 0 (в отличие от автомата PRI – это возможно, поскольку автомат недетерминирован-

8 Отметим, что на основе этого столбца можно легко восстановить «пропущенные» (т. е. не описанные в 
настоящей статье) шаги процесса канонизации автомата.

Во многих наших предыдущих статьях ([4, 14, 15, 16] и др.) мы 
рассматривали задачу минимизации недетерминированных 
конечных автоматов. Эта задача важна и для задачи рассма-
триваемой в настоящей статье — что можно видеть на осно-
ве приведённого в следующем разделе примера. Но, конечно, 
мы не можем привести список всех получающихся в процессе 
минимизации гридов: даже 8-е число Дедекинда M(8) записы-
вается 23 десятичными знаками ([11, 13, 24] и др.) — а у нас 
размерность бинарного отношения # равна 15×14.

Продолжение примера: автомат NSPRI#

Будем продолжать рассматривать ту же самую пару языков 
A = {aaa, aabba, abba, bb}, B = {aaaa, abb, abba, bbb}.
Также на основе приведённых выше в разделе 3 определений 
мы получаем следующий автомат NSPRI#:

Важно отметить, что номера его состояний не связаны с номе-
рами состояний приведённого выше автомата PRI. Кроме того, 
специально отметим отсутствие переходов из состояния 0 (в 
отличие от автомата PRI — это возможно, поскольку автомат 

буквами латинского алфавита — но таковых сейчас недостаточно.)
8  Отметим, что на основе этого столбца можно легко восстановить «пропущенные» (т. е. не описанные в настоящей статье) шаги процесса канонизации 
автомата.
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Итак, приводим тот же самый автомат без недостижимого со-
стояния:
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Далее приводим таблицу, отражающую процесс детерминизации последнего автома-
та; её можно рассматривать как иллюстрацию к эквивалентности двух рассмотренных ав-
томатов.

К таблице необходимы следующие комментарии. 
• Как обычно, множества состояний заносятся в строки таблицы «в процессе своего по-

явления».
• Обозначения состояний (как в пометках строк, так и в клетках) приведены «в формате 

множеств» (так, 014 означает {0,1,4} – соответствующие состояния автомата NSPRI#); 
такой вариант обозначений более удобен (он использовался в некоторых наших 
предыдущих публикациях, в частности, [5]) – поскольку в исходном автомата NSPRI#

менее 10 состояний.
• Наоборот, в последнем столбце приведены двузначные числа: однако здесь это не 

множества, а обычные номера соответствующих состояний рассмотренного выше де-
терминированного автомата.  После такого переобозначения состояний становится 
очевидной эквивалентность этих двух автоматов (фактически – просто их равенство).
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•	 Наоборот, в последнем столбце приведены двузнач-
ные числа: однако здесь это не множества, а обычные номера 
соответствующих состояний рассмотренного выше детерми-
нированного автомата.  После такого переобозначения состо-
яний становится очевидной эквивалентность этих двух авто-
матов (фактически — просто их равенство).
Важно отметить, что автомат, полученный нами с помощью 
алгоритма (программы) построения автоматов NSPRI# (PRI), 
«практически совпадает» с минимальным автоматом для та-
кого регулярного языка. Мы предполагаем вернуться к подоб-
ным вопросам в следующих публикациях.

Пример автомата PRI для пары 
совпадающих языков
В этом разделе мы рассмотрим пример автомата PRI(A,A) — т.е. 
будем производить построения для пары совпадающих язы-
ков. На первый взгляд может показаться, что подобные постро-
ения лишены смысла: ведь одна из задач, которую мы решаем 
при рассмотрении конечных автоматов, соответствующих бес-
конечным итерационным деревьям морфизмов, — это провер-
ка равенства бесконечных итераций двух заданных конечных 

языков (как ω-языков), а в нашем случае такие бесконечные 
итерации заведомо совпадают. Однако рассмотрение пары 
совпадающих языков может быть полезно в качестве подзада-
чи для другой задачи, связанной со сформулированной здесь, 
а именно — с задачей построения оптимального инверсного 
морфизма для некоторого заданного конечного языка. Для 
этой задачи бывает необходимо сравнить бесконечные итера-
ции двух практически совпадающих языков — а именно, A ∪ 
{u} и A для некоторых языка A и не принадлежащего ему слова 
u; а для такого сравнения нужны конструкции, получаемые в 
настоящей статье (и, в частности, в этом разделе).
Итак, применим ещё раз взятый из [1] алгоритм — уже для но-
вых входных данных, а именно — для языков
A = B = {ab, abaab, abaaba, abaababaababa}.
Отметим, что согласно [17], каждый из этих языков представ-
ляет собой морфизм расширенного максимального префикс-
ного кода. А согласно [18], достаточным условием равенства 
бесконечных итераций двух разных конечных языков являет-
ся то, что они оба являются одним и тем же морфизмом двух 
разных расширенных максимальных префиксных кодов.
Результат работы приведённой в [1] программы построения 
бесконечного итерационного дерева морфизма таков:

ab|abaab|abaaba|abaababaababa|
ab|abaab|abaaba|abaababaababa|
:|* 0:ab||* 1:abaab||* 2:abaaba|a||* 3:abaababa||aba|a|* 10:abaabab|ab||* 11:abaababaab|abaab||* 12:abaababaaba|abaaba|a||* 
30:abaababaab|ab|abaab||* 31:abaab||ab|* 32:abaaba|a||aba|* 110:abaababaabab|abaabab|ab||* 112:abaababaaba|abaaba|aba|a||* # 
00:0 01:1 22:2 21:1 20:0 02:2 33:3 23:3 13:3 03:3 103:3 102:2 101:1 100:0 113:3 123:3 122:2 121:1 120:0 303:3 301:30 111:30 313:3 
312:12 311:11 310:10 323:3 322:32 321:31 320:31 1103:3 1102:2 1101:1 1100:0 300:110 1123:3 1122:32 1121:31 1120:31 302:112 # 

Далее — получающийся детерминированный конечный авто-
мат, соответствующий итерационному дереву морфизма (ком-
ментарии те же самые, что и в разделе 4):
         0    1    2    3   
<== 0    0    0    0    0     % {}
==> 1    2    3    4    5     % {@}
    2    2    3    4    5     % {ab,@}
    3    6    7    8    5     % {abaab,@}
    4    2    3    4    5     % {abaaba,a,@}
    5    9    10   11   5     % {abaababa,@,aba,a}
    6    2    3    4    5     % {abaabab,ab,@}
    7    12   9    13   5     % {abaababaab,abaab,@}
    8    2    3    4    5     % {abaababaaba,abaaba,a,@}
    9    12   9    13   5     % {abaababaab,ab,abaab,@}
    10   6    7    8    5     % {abaab,@,ab}
    11   10   10   11   5     % {abaaba,a,@,aba}
    12   2    3    4    5     % {abaababaabab,abaabab,ab,@}
    13   10   10   11   5     % {abaababaaba,abaaba,aba,a,@}

Понятно, что автомат «даёт положительный ответ» — т. е. вы-
полняется эквивалентность заданных языков; поэтому при 
детерминизации зеркального автомата получается тривиаль-
ный автомат: 
        0   1   2   3   
==> 0   0   0   0   0 

Другие примеры бесконечных итерационных деревьев и соот-
ветствующих им конечных автоматов, построенные для экви-
валентных (но, однако, не равных) языков, мы рассмотрим в 
следующих публикациях.

Заключение

В этом разделе мы описываем возможные направления даль-
нейшей работы, связанные с рассмотренными в настоящей 
статье вопросами.
По-видимому, самая важная задача связана с возможной не-
полиномиальностью всего алгоритма построения автомата 
NSPRI(A,B) (а, следовательно, и других рассмотренных нами 
автоматов). Однако отметим, что из возможного положитель-
ного ответа на этот вопрос ещё не будет следовать NP полнота 
основной рассматриваемой нами задачи — а именно, вопрос 
об эквивалентности в бесконечности некоторых заданных 
языков A и B: возможно, для этого имеются какие-нибудь 
принципиально отличающиеся алгоритмы.
А самая ближайшая задача (конечно, значительно более про-
стая) — это описание полиномиального алгоритма построе-
ние автомата NSPRI.
По-видимому, основной результат настоящей статьи — под-
тверждение эквивалентности автоматов PRI и NSPRI# на рас-
сматриваемых примерах. Строгое доказательство этого факта 
мы приведём в одной из дальнейших публикаций. Такая экви-
валентность даёт возможность на практике быстро проверять 
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равенство бесконечных итераций конечных языков — несмо-
тря на то, что имеющийся у нас в настоящее время алгоритм 
проверки такого равенства с формальной точки зрения явля-
ется экспоненциальным.
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