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Аннотация
В работе предложен вариационный метод получения необходимых (и достаточных) условий 
устойчивости возмущенных решений системы уравнений Лоренца. Этот метод позволяет уста-
новить необходимые условия устойчивости по Ляпунову. Он является эффективным даже в 
случаях, когда применение классического метода Ляпунова вызывает трудности, связанные с 
построением функции Ляпунова или с неточностями линеаризации по Тейлору, что характерно 
для динамических систем большой размерности.
В ряде случаев этот метод можно применить для нахождения областей фазовых переменных, в 
которых необходимые условия устойчивости совпадают с достаточными условиями устойчиво-
сти (асимптотической устойчивости) по Ляпунову.
В этих случаях сама метрическая функция, как это показано в настоящей работе, может играть 
роль функции Ляпунова для получения достаточных условий устойчивости.
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Abstract
In this paper, a variational method is proposed for obtaining the necessary (and sufficient) stability 
conditions for perturbed solutions of the system of Lorentz equations. This method allows us to estab-
lish the necessary conditions for Lyapunov stability. It is effective even in cases when the application 
of the classical Lyapunov method causes difficulties associated with the construction of the Lyapunov 
function or with inaccuracies of Taylor linearization, which is typical for dynamical systems of large 
dimension.
In some cases, this method can be used to find regions of phase variables in which the necessary stabil-
ity conditions coincide with sufficient stability conditions (asymptotic stability) according to Lyapunov.
In these cases, the metric function itself, as shown in this paper, can play the role of the Lyapunov func-
tion to obtain sufficient stability conditions.
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Введение

Основы общей теории устойчивости динамических систем 
получены А.М. Ляпуновым в 1892 г. и позднее дополнены Н.Г. 
Четаевым, Н.Н. Красовским и другими авторами, которые для 
исследования разрабатывали различные критерии устойчи-
вости. Однако, систематизированная общая постановка задач 
устойчивости движения предложена и глубоко проработана 
А.М. Ляпуновым. Метод функций Ляпунова позволяет точно 
оценивать устойчивость линейных динамических систем, но в 
случае нелинейных систем большой размерности он дает не 
всегда корректные результаты. 
Первый недостаток этого метода обусловлен тем, что не всег-
да возможно построить знакоопределенную функцию Ляпу-
нова V x( )  такую, что полная производная от нее по времени 
(в силу системы) должна быть знакоопределенной функцией 
противоположного знака относительно функции V . 
Второй недостаток заключается в том, что функция Ляпунова 
V x( )  — только квадратичная форма, составленная из малых 
второго порядка при разложении правых частей дифференци-
альных уравнений в ряды Тейлора. Следует отметить, что ква-
дратичная форма в существенно нелинейных задачах боль-
шой размерности ( n ≥ 5 ) с медленно сходящимися рядами 
Тейлора не дает возможности правильно интерпретировать 
результаты, ибо сумма всех членов разложения в ряд Тейлора 
третьего порядка (при больших n ) может существенно пре-
восходить любой член второго порядка, из которых строится 
функция Ляпунова.
Таким образом, в указанных случаях функция Ляпунова не 
учитывает полной информации о динамики системы. Это яв-
ляется причиной ошибок в оценке устойчивости по методу 
Ляпунова и существенного несовпадения областей устойчиво-
сти, получаемых на основе разных функций Ляпунова.

Цель данной работы: 

рассмотреть в случае системы Лоренца вариационный метод 
исследования устойчивости, который имеет следующие поло-
жительные характеристики: не требуется предварительного 
разложения правых частей дифференциальных уравнений в 
ряды Тейлора; не требуется сложного и не всегда эффективно-
го поиска функции Ляпунова; задача сводится к простой зада-
че поиска максимума функции конечного числа переменных. 
Такая методика позволяет определять необходимые условия 
устойчивости, в отличие от методики Ляпунова, основанной 
на достаточных условиях. Вариационный метод получения не-
обходимых условий устойчивости основан на определении 
максимума скорости изменения евклидовой метрики S x( )  в 
пространстве X .

Описание вариационного метода 

для получения необходимых условий устойчивости системы 
уравнений Лоренца.
Моделируя движение вязкой жидкости в конвекции Рэле-
я-Бернара, Лоренц предложил систему уравнений, которую 
записывают обычно в следующем виде:
x y x= ⋅ −σ ( ),

y x r z y= ⋅ − −( ) ,  (1)

z x y b z= ⋅ − ⋅ ,

где σ , r  и b  — числовые параметры системы. 

Переменные, входящие в систему (1), являются безразмерны-
ми и имеют следующий физический смысл: x  — характеризу-
ет скорость вращения конфекционных валов; y  — определя-
ет разность температур ∆ ∆T Tc> между входящим и нисходящим 
потоками; z  — характеризует отклонение вертикального 
температурного профиля от линейной зависимости. 
Три параметра σ , r  и � пропорциональны, соответственно, 
числу Прандтля, числу Рэлея и некоторому коэффициенту, от-
ражающему геометрию области (геометрический параметр 
конвективной ячейки).
Параметр r  пропорционален разности температур, между 
дном подогреваемой снизу жидкости и ее свободной поверх-
ностью. Его называют управляющим (изменение параметра 
соответствует большему или меньшему нагреву жидкости).
Система (1) является примером хаотического (странного) ат-
трактора и принадлежит к числу катастроф типа сборки. Чис-
ленное исследование этой системы обнаружило эффект ([1]) 
существенной зависимости решений от начальных данных 
(которую иногда называют эффектом бабочки). Этот факт по-
зволяет сделать вывод о невозможности предсказания долго-
срочных прогнозов погоды.
Система (1) имеет следующие свойства: 
•	 однородность (автономность); 
симметрия относительно переменных  и  (при изменении зна-
ка этих переменных система не меняется); 
диссипативность (все траектории ограничены некоторым 
предельным множеством). 
Действительно, дивергенция фазового потока равна

div x y z
x

x y
y
r x y x

z
x y b z

( , , ) ( ) ( )

( )

   =
∂
∂

− ⋅ + ⋅ +
∂
∂

⋅ − − +

+
∂
∂

⋅ − ⋅ = − −

σ σ

σ 11 0− <b .

Последнее означает, что поток сжимает некоторый объем фа-
зового пространства, т.е. все фазовые траектории будут огра-
ничены некоторым предельным множеством.
Коротко остановимся на рассмотрении процесса конвекции 
движения жидкости. В жидкости с определенным коэффици-
ентом теплового расширения разность температур ∆ ∆T Tc> по-
рождает разность плотностей. Холодная, более плотная жид-
кость, которая расположена в верхней части слоя (с темпера-
турой T0 ) стремится опуститься в нижнюю, более теплую (с 
температурой T T0 + ∆ ) и менее плотную.
В то же время, нижняя часть слоя стремится подняться на 
верх. Возникает движение жидкости, которое называют те-
пловой конвекцией. При малых значениях ∆ ∆T Tc> ( r <1 ) конвек-
тивное движение не возникает (из-за эффектов трения). При 
достижении определенной разности ∆ ∆T Tc>  состояние покоя 
жидкости нарушается и начинается конвекция, в результате 
которой при значениях ∆ ∆T Tc>  формируется структура ва-
лов (конвективные валы с параллельными горизонтальными 
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осями). Эти валы образованы чередующимися восходящими и 
нисходящими потоками. При этом движение жидкости одно-
родно вдоль оси Oy . Потоки расположены эквидистантно с 
пространственным периодом L . Два соседних вала вращают-
ся в противоположных направлениях. 
При больших значениях ∆ ∆T Tc>  структура движения валов 
полностью разрушается: движение становится хаотическим 
(турбулентным).

Система (1), помимо тривиального положения равновесия 
M 0 0 0 0( , , ) , имеет еще два положения равновесия 
M a a r1 2 1, ( , , )± ± − , a b r= −( )1 , которые появляются при 
r >1 . Очевидно, что значение параметра r =1  является би-
фуркационным и при переходе через этот параметр меняется 
сценарий бифуркационного процесса.
Основная идея вариационного метода состоит в определении 
максимума скорости изменения евклидовой метрики 

S x y z= + +
1

2

2 2 2( )
 ([2]) (полуметрика) в фазовом простран-

стве состояний, предполагая, что искомое решение не покида-
ет области S x y z( , , ) < ε . 
Исследуем сначала на устойчивость нулевое положение равно-
весия M 0 0 0 0( , , ) , используя вариационную методику. С этой 
целью составим метрическую функцию 


  S x x y y z z x y x y x r z y
z x y b z
= ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ − − +

+ ⋅ ⋅ − ⋅
σ ( ) ( ( ) )

( ),

 (2)

которая равна производной по времени t  функции S x y z( , , )  в 
силу системы (1). Как показано в [2], необходимые условия 
устойчивости возмущенного решения в окрестности нулевого 
положения равновесия для первых частных производных 
функции (2) по переменным x , y , z  имеют вид

∂
∂

= − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − + ⋅ ≤
S
x

x y y r z z y2 0σ σ ( ) ;

∂
∂

= ⋅ + ⋅ − − ⋅ + ⋅ ≤
S
y

x x r z y z xσ ( ) ;2 0

 (3)

∂
∂

= − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ≤
S
z

x y x y b z2 0;

Для частных производных второго порядка функции 
S x y z, ,( ) необходимые условия устойчивости возмущенно-

го решения в окрестности нулевого положения равновесия 
принимают вид:

∂
∂

= − ⋅ <
2

2
2 0

S
x

σ ; ∂
∂

= − <
2

2
2 0

S
y

; ∂
∂

= − ⋅ <
2

2
2 0

S
z

b .

Эти соотношения равносильны условиям σ > 0 ; b > 0 , 
0 1< <r , и при этих условиях возмущенное решение системы 
(1) необходимо (асимптотически) устойчиво в окрестности 
положения равновесия Μ0 0 0 0( , , )  (и неустойчиво в против-
ном случае).
Замечание 1. Если в соотношениях (3) выполняются строгие 
неравенства:

∂
∂

<
S
x

0 ;
 ∂
∂

<
S
y

0 ; ∂
∂

<
S
z

0,

то функция S x y z( , , ) , определенная выше, удовлетворяет 
всем условиям функции Ляпунова. В этом случае условия 
σ > 0 ; b > 0 , 0 1< <r  являются достаточными для устойчи-
вости по Ляпунову возмущенного решения в окрестности ну-
левого положения равновесия. Таким образом. справедлива 
Теорема 1. Возмущенное решение системы (1) в окрестности 
нулевого положения равновесия необходимо (асимптотиче-
ски) устойчиво при
σ > 0 ; b > 0 , 0 1< <r .

Эти условия будут достаточными для устойчивости по Ляпу-
нову возмущенных решений в области фазовых переменных 

σ σ
σ

+( )
⋅ < <

+( )
⋅

r
x y

r
x

2
2�� �� � �

                                                                
(4)

в окрестности нулевого положения равновесия ( , , )0 0 0 . При 
этом граничные поверхности в (4) содержат сепаратриссы то-
чек бифуркаций в этом случае. 
Далее для исследования на устойчивость положения равнове-
сия 
M a a r2 1, , −( ) , r >( )1 , a b r= ⋅ −( )1  сделаем предваритель-
но замену x u a= + , y v a= + , z w= + β , β = −r 1 .
В новых переменных получаем систему

  u v u v w u a u v w
u v a u v b w
= ⋅ −( ) = − ⋅ +( ) + − =

= ⋅ + ⋅ + − ⋅

σ , ,

( ) .

  
(5)

 Систему (5) исследуем на устойчивость в окрестности точки 
P1 0 0 0, , ,( )  которая соответствует точке� , ,Μ2 1a a r −( ) .
Согласно вариационному методу составим метрическую функ-
цию  

  S S u v w u u v v w w u v u= ( ) = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ −( )  +, , � � σ
 + ⋅ − − ⋅ +( )  + ⋅ + ⋅ + − ⋅[ ]v u v w u a w u v a u v b w( ) .  (6) 

Необходимые условия устойчивости возмущенного решения в 
окрестности нулевого положения равновесия для первых 
частных производных функции (6) по переменным u , v , w  
имеют вид:
∂
∂

= ⋅ − ⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅ + ⋅ ≤
S
u

v u v w v w v a wσ σ2 0;

∂
∂

= ⋅ + − ⋅ − ⋅ +( ) + ⋅ + ⋅ ≤
S
v

u u v w u a w u a wσ 2 0;

∂
∂

= − ⋅ +( ) + ⋅ + ⋅ −( ) − ⋅ ⋅ ≤
S
w

v u a u v a u v b w2 0.

Для частных производных второго порядка функции 
S u v w, ,( )  необходимые условия (асимптотической) устойчи-

вости возмущенного решения в окрестности нулевого положе-
ния равновесия системы (5) имеют вид

∂
∂

= − ⋅ <
2

2
2 0

S
u

σ ;
 ∂
∂

= − <
2

2
2 0

S
v

;
 ∂
∂

= − ⋅ <
2

2
2 0

S
w

b .

Следовательно, при σ > 0 ; b > 0 ; r >1  возмущенное решение 
системы (5) необходимо (асимптотически) устойчиво в 
окрестности нулевого положения равновесия. 
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Замечание 2. Если в указанных соотношениях выполняются 
строгие неравенства 

∂
∂

<
S
u

0 ;
 ∂
∂

<
S
v

0 ; ∂
∂

<
S
w

0,

то функция S S u v w u v w= ( ) = + +( ), ,
1

2

2 2 2  становится функ-

цией Ляпунова, и вопрос устойчивости решается на основе 
второго метода Ляпунова.
Таким образом, справедлива 
Теорема 2. Возмущенное решение в окрестности положения 
равновесия 
M a a r2 1, , −( ) , a b r= ⋅ −( )1 � , ( )�r >1 системы (1) необходимо 
(асимптотически) устойчиво при σ > 0 ; b > 0 , r >1 .
Эти условия будут достаточными для устойчивости по Ляпу-
нову возмущенных решений в области фазовых переменных:
 σ

σ σ σ
+( )
⋅

⋅ + ⋅ < <
+

⋅
1

2 2

2

1
v a w u v;

 σ
σ

+( )
⋅ + ⋅ < < ⋅

1

2 2

2v a w u b
a
w;                                                        (7)

в окрестности положения равновесия M a a r2 1, , .−( )  При 
этом граничные поверхности в (7) содержат сепаратриссы то-
чек бифуркаций в этом случае. 
Аналогично решается вопрос устойчивости для положения 
равновесия M a a r3 1− − −( ), , . 
Интерес представляет решение вопроса устойчивости поло-
жений равновесия M 0 , M1 , M 2  классическими методами пу-
тем линеаризации системы уравнений (1). Матрица Якоби ли-
неаризованной системы в точке положения равновесия 
M x y zi i i i, ,( )  имеет вид

A M r z x
y x b

i i i

i i

( ) =
−
− − −

−

σ σ 0

1

     (8)

Для положения равновесия M 0 0 0 0, ,( )  характеристическое 
уравнение матрицы A Mi( ) принимает вид
λ λ λ σσ+( ) ⋅ ⋅ + ⋅ − =+ +b r( ( ))( )2 1 1 0и при 0 1< <r  все ха-

рактеристические числа будут отрицательны, а значит, нуле-
вое положение равновесия будет устойчиво по Ляпунову. 
При r >1  оно не устойчиво. При r =1  точка M 0  является неги-
перболической. 
Для положения равновесия M a a r2 1, , −( ) , a b r= ⋅ −( )1 , 
r >1  характеристическое уравнение матрицы Якоби (8) при-
нимает вид 
λ σ λ σ λ σ3 21 2 1 0+ + +( ) ⋅ + ⋅ +( ) ⋅ + ⋅ ⋅ −( ) =b b r b r
Необходимое условие устойчивости при r >1  выполнено и 
этот многочлен является многочленом Гурвица. 
Составим матрицу Гурвица в точке M 2

G
b

b r r b b
b r

=
+ +
⋅ ⋅ −( ) +( ) ⋅ + +

⋅ ⋅ −( )

σ
σ σ σ

σ

1 1 0

2 1 1

0 0 2 1

,

для которой главные миноры равны
∆1 1= + +�σ b ; ∆2 3 1= ⋅ + + + ⋅ + −σ σ σ( ) ( )b r b ; 

∆ ∆3 22 1= ⋅ ⋅ − ⋅σ b r( ) .
Тогда, согласно критерию Рауса-Гурвица условия асимптоти-
ческой устойчивости по Ляпунову эквивалентны условиям 
∆1 0> , ∆2 0> , ∆3 0> .
Таким образом, условие (асимптотической) устойчивости рав-
носильно соотношениям:
или σ − − <b 1 0;

или σ

σ σ
σ

− − >

>
⋅ + +( )
− −







b

r
b
b

1 0

3

1

;

Замечание 3. Если (при r >1) выполнено условие λ 2  +

λ
σ σ
σ

2
2 1

1
0+

⋅ ⋅ +( )
− −

=
b

b

, то характеристическое уравнение ма-

трицы (8) имеет пару чисто мнимых корней, что соответствует 
бифуркации Андронова –Хопфа.

Приложение
В заключении приведем результаты численных расчетов ре-
шений системы Лоренца и графики фазовых портретов для 
иллюстрации бифуркационного процесса.
На рисунках 1а) и 1б) приведены фазовые траектории, соот-
ветствующие разным начальным условиям, иллюстрирующие 
смену аттрактора 
при r = 10 (a) и r = 15 (б).

Р и с. 1а.    r = 10,    σ = 10,    b = 
8

3  

Р и с. 1б.     r = 15,    σ = 10,    b = 
8

3
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Отметим, что с ростом r происходит уменьшение начального раз-
маха колебаний, что иллюстрирует Рис. 2 в сравнении с Рис. 1.

Р и с. 2а. Фазовые траектории r = 20, σ = 10, b = 
8

3
.

F i g. 2а. Phase trajectories r = 20, σ = 10, b = 
8

3
.

Р и с. 2б. Фазовые траектории r = 24, σ = 10, b = 
8

3
.

F i g. 2b. Phase trajectories r = 24, σ = 10, b = 
8

3
.

Р и с. 2в. Фазовые траектории r = 19,    σ = 10,    b = 
8

3

F i g. 2v. Phase trajectories  r = 19,    σ = 10,    b = 
8

3

Р и с. 2г. Фазовые траектории r = 24,    σ = 10,    b = 
8

3
 

F i g. 2g. Phase trajectories r = 24, σ = 10, b = 
8

3
 

Р и с. 3а. Фазовые траектории r = 24, 05,    σ = 10,    b = 
8

3

F i g. 3а. Phase trajectories r = 24, 05,    σ = 10,    b = 
8

3

Р и с. 3б. Фазовые траектории r = 24, 06 ,   σ = 10,    b = 
8

3

F i g. 3b. Phase trajectories r = 24, 06 ,   σ = 10,    b = 
8

3

Таким образом, в интервале r ∈ (24, 05; 24,06) в системе суще-
ствует три аттрактора − две неподвижные точки (±a, ±a, r−1) и 
странный аттрактор.
Начиная с некоторого r = r∗ неподвижные точки P1 2,  теряют 
устойчивость.
И остается единственное притягивающее множество − стран-
ный аттрактор Лоренца.

Полученные результаты

В работе рассмотрены два метода исследования устойчивости 
решений системы уравнений Лоренца.
Первый метод использует вариационную методику, основан-
ную на идее определения максимума скорости изменения 
евклидовой метрики (см. [13]), предполагая, что решение не 
покидает ε- окрестности положения равновесия. Этот метод, 
как показано выше, является эффективным для получения 
необходимых условий устойчивости и дает возможность для 
продолжения исследований (в целях определения достаточ-
ных условий). Результаты сформулированы в теоремах 1 и 2. 
Указаны области фазовых переменных в которых необходи-
мые условия устойчивости являются к тому же и достаточ-
ными для устойчивости (асимптотической устойчивости) по 
Ляпунову возмущенных решений в окрестности особых точек.
Он позволяет выяснить сепаратриссы поверхностей точек би-
фуркации. В нашей задаче сепаратриссы точек бифуркаций 
системы (1) Лоренца принадлежат граничным поверхностям 
фазовых переменных, которые определяются соотношениями 
(4) в окрестности нулевого положения равновесия M 0 и соот-
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ношениями (7), соответственно, для положения равновесия 
M1 .
Другой метод исследования устойчивости основан на лине-
аризации систем уравнений (1) и (5), соответственно. Он по-
зволяет определить достаточные условия устойчивости, если 
известна функция Ляпунова. В нашей задаче мы применили 
критерий Рауса-Гурвица.

Заключение

В работе для системы уравнений Лоренца показана эффек-
тивность применения вариационного метода получения не-
обходимых условий устойчивости по Ляпунову и определения 
областей фазовых переменных, в которых эти условия ста-
новятся достаточными. Этот метод позволяет сделать вывод 
об универсальности применения этого метода для широкого 
класса динамических систем.
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