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Аннотация
Для эффективного использования суперкомпьютерных вычислительных ресурсов при реше-
нии задач имитационного моделирования важное значение имеет качественная декомпозиция 
расчетной сетки. Современные расчетные задачи работают с входными данными большого 
объема, из-за чего обработка их на одном вычислительном узле за разумное время невозмож-
на. В частности, для проведения расчетов на больших расчетных сетках требуется выполнение 
их декомпозиции на отдельные домены. При этом каждый из доменов обрабатывается на своем 
вычислительном узле, а для поддержания целостности задачи вычислительные узлы обмени-
ваются между собой расчетными данными, пересекающими границы доменов расчетной сетки. 
Качество декомпозиции расчетной сетки характеризуется такими параметрами, как равномер-
ность распределения ячеек по доменам, максимальная длина границы между двумя доменами, 
суммарная длина всех границ между всеми парами доменов и многими другими. Важнейшим 
индикатором качества декомпозиции сетки является равномерность распределения ячеек по 
доменам, так как скорость обсчета всей задачи характеризуется прежде всего скоростью обра-
ботки самого крупного домена. Однако, также высокую значимость имеет максимальная длина 
границы между парами доменов, так как значение данного параметра определяет скорость вы-
полняемых обменов данными между вычислительными узлами. При уменьшении шага по вре-
мени в расчетных задачах и увеличении количества вычислительных узлов (высокая степень 
распараллеливания), доля межпроцессных обменов существенно возрастает, и уменьшение 
длины границы между доменами существенным образом влияет на общее время работы рас-
четной задачи. В данной статье рассматривается алгоритм сглаживания границ между домена-
ми, в процессе которого длины границ уменьшаются, при этом не ухудшая равномерность рас-
пределения ячеек сетки между доменами. Численные эксперименты показали, что применение 
предложенного алгоритма приводит к сокращению длин границ между доменами примерно 
10%, что приводит к ускорению обмена данными в процессе проведения расчетов.
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мен, суперкомпьютер, высокопроизводительные вычисления, масштабирование вычислений, 
MPI обмены
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Abstract
For the efficient use of supercomputer computing resources in solving problems of simulation, a 
high-quality decomposition of the computational meshes is of great importance. Modern computation-
al problems work with huge input data, which makes it impossible to process them on one computa-
tional node in a reasonable time. In particular, to carry out calculations on large computational meshes, 
it is necessary to decompose them into separate domains. In this case, each of the domains is processed 
at its own computational node, and to maintain the integrity of the problem, computational nodes ex-
change between themselves computational data that cross the boundaries of the computational mesh 
domains. The quality of the computational mesh decomposition is characterized by such parameters as 
the uniformity of the distribution of cells over domains, the maximum length of the boundary between 
two domains, the total length of all boundaries between all pairs of domains, and many others. The 
most important indicator of the mesh decomposition quality is the uniformity of the distribution of 
cells across domains, since the speed of computation of the entire problem is characterized primarily 
by the speed of processing the largest domain. However, the maximum length of the boundary between 
pairs of domains is also of high importance, since the value of this parameter determines the speed 
of data exchanges between computational nodes. With a decrease in the time step in computational 
problems and an increase in the number of computational nodes (a high degree of parallelization), 
the proportion of interprocess communications increases significantly, and a decrease in the length of 
the boundary between domains significantly affects the total time of the computational problem. This 
article discusses an algorithm for smoothing the boundaries between domains, in the process of which 
the lengths of the boundaries are reduced, while not impairing the uniformity of the distribution of 
mesh cells between domains. Numerical experiments have shown that the application of the proposed 
algorithm leads to a reduction in the lengths of the boundaries between domains by about 10%, which 
leads to acceleration of data exchange in the course of calculations.
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Введение

Для повышения эффективности суперкомпьютерных вычис-
лений используют различные техники, направленные, в ко-
нечном итоге, на повышение степени параллельности прове-
дения расчетов [1-3]. Это распределение вычислений между 
узлами суперкомпьютерного кластера с помощью декомпози-
ции расчетных сеток на отдельные домены [4-6], организация 
многопоточных вычислений при работе в рамках одного узла 
с общей памятью [7-9], повышение эффективности расчетно-
го кода путем выполнения низкоуровневых оптимизаций [10-
12], удаления избыточных зависимостей и применения векто-
ризации кода [13-15]. В данной статье рассматривается только 
проблема декомпозиции расчетной сетки для эффективного 
распределения вычислительной нагрузки между узлами го-
могенного кластера.
Рассмотрим неструктурированную расчетную сетку, состоя-
щую из S  ячеек, пусть также суперкомпьютер состоит из n  
вычислительных узлов с одинаковыми характеристиками. 
Если представить скорость обработки расчетных ячеек на 
одном вычислительном узле как 

1a− , то время выполнения 
одной итерации расчетов на одном узле будет равно 1T aS=
. Пусть расчетная область разбита на n  доменов, содержащих 
по iS  ячеек ( 1,i n= ). Обозначим через ijL  количество ребер, 
составляющих границу между доменами iS  и jS . Предполо-
жим, что каждый домен обрабатывается в своем вычисли-
тельном узле. Таким образом, все домены обрабатываются 
параллельно и независимо друг от друга, и время обработ-
ки всех доменов определяется временем обработки самого 
крупного из них, то есть 1,

max ii n
a S

= . Далее предположим, что 
скорость обмена данными между любой парой узлов опре-
деляется величиной 

1b− . После обсчета всех доменов выпол-
няется параллельный обмен данными между теми парами, 
которые граничат между собой. Исходя из этого, можно пред-
положить что время выполнения всех обменов определяется 
длиной самой протяженной границы между двумя доменами 
и равняется , 1,

max iji j n
b L

=
. Таким образом, суммарное время рас-

чета одной итерации на n  вычислительных узлах можно вы-
разить формулой 1, , 1,

max maxn i iji n i j n
T a S b L

= =
= + . Из приведенной 

формулы видно, что время обработки одной итерации на n  
вычислительных узлах тем ниже, чем меньше значения вели-
чин 1,

max ii n
S

=  (размер максимального домена) и 
, 1,
max iji j n

L
=

 (дли-
на максимальной границы между доменами). Вместо абсолют-
ного размера максимального домена удобнее рассматривать 
характеристику, отражающую равномерность распределения 
ячеек между доменами, которая вычисляется по следующей 
формуле

1,
100% max 1ii n

nD S
S =

 = − 
 

Из приведенной формулы видно, что распределение яче-
ек между доменами является идеальным если выполняет-
ся условие 0D = . Вторую же характеристику оставим без 
изменений и будем использовать в абсолютном значении 

, 1,
max iji j n

L L
=

= . Как правило, основное время расчетов занима-
ет именно обработка данных внутри домена, тогда как время 
обмена данными имеет второстепенное значение. Таким об-
разом, параметр D более важен, чем L . Поэтому при прове-
дении расчетов будем пользоваться методами декомпозиции 

расчетной сетки, при которых выполняется 0D =  (возможно 
с погрешностью в одну ячейку).
Существует достаточно большое количество алгоритмов де-
композиции неструктурированных расчетных сеток [16-19]. 
Отметим из них только те, которые характеризуются пока-
зателем 0D = . Во-первых, к таким алгоритмам относится 
простейший алгоритм линейного распределения ячеек по до-
менам. В нем фигурируют только индексы ячеек и полностью 
игнорируются геометрические особенности расположения 
данных ячеек. В данном алгоритме массив ячеек разбивает-
ся на равные подмассивы длины /S n , каждый из которых 
соотносится со своим доменом. Конечно, при таком подходе 
получается идеально равномерное распределение ячеек по 
доменам, однако границы между доменами получаются абсо-
лютно непредсказуемыми, что приводит к непригодности ис-
пользования данного алгоритма.
Большую группу алгоритмов представляют так называемые 
алгоритмы наращивания доменов. В основе данных алгорит-
мов лежит следующий принцип: вначале выбирается ячейка 
(или несколько ячеек), от которой производится наращива-
ние домена путем последовательного добавления соседних 
ячеек. В результате формируются зачастую связные домены 
(связность не гарантируется, но некоторые домены могут 
обладать этим свойством). Одним из самых привычных ал-
горитмов наращивания доменов является простой алгоритм 
Фархата [20]. Для применения алгоритма Фархата использу-
ется граф смежности ячеек расчетной сетки (узлами данного 
графа являются ячейки сетки, а ребрами — факт смежности 
двух ячеек сетки по линейной границе), далее строится путь 
обхода данного графа в ширину от произвольной ячейки сет-
ки, после чего список обхода, подобно применению алгоритму 
линейного распределения, разбивается на равные подсписки 
длиной /S n , каждый из которых порождает связный домен. 
Существуют другие алгоритмы наращивания доменов, в част-
ности алгоритм пузырькового роста доменов [21] или инкре-
ментальный алгоритм декомпозиции графа [22], однако для 
них не гарантируется выполнение условия 0D = .
Отдельно отметим иерархический алгоритм декомпозиции 
графа, который предназначен для разбиения расчетной сетки 
на количество доменов, представленное степени двойки. На 
первом шаге алгоритма вся сетка представлена только одним 
доменом, содержащим все ячейки расчетной сетки. На каждом 
последующем шаге декомпозиции каждый домен делится по-
полам согласно определенному правилу. Наиболее простым 
способом разделения домена на два является сечение некото-
рой плоскостью (в простейшем варианте в качестве секущих 
плоскостей могут выступать плоскости OXY , OXZ, OYZ  ) [23]. 
Данный алгоритм также порождает декомпозицию, удовлет-
воряющую условию 0D = , однако он обладает существен-
ным недостатком — не может быть использован для декомпо-
зиции сетки на произвольное количество доменов (допустимы 
только значения, являющиеся степенью двойки).
Исходя из написанного выше для изучения алгоритма сглажи-
вания границ между доменами будем рассматривать только 
два алгоритма декомпозиции: алгоритм Фархата и иерархиче-
ский алгоритм пространственной декомпозиции.
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Алгоритм сглаживания границ между 
доменами
Алгоритм сглаживания носит локальный характер, он приме-
няется последовательно к каждой паре доменов и направлен 
на уменьшение длины границы между ними с сохранением ба-
ланса количества ячеек в этих доменах. Граница между двумя 
доменами может быть представлена в виде набора простых 
циклов и простых цепей. При этом простой цикл может быть 
обработан таким же образом, как и простая цепь, с учетом со-
впадения первого и последнего узла этой цепи (для такого 
виртуального размыкания простого цикла может быть вы-
бран произвольный узел этого цикла). В процессе применения 
алгоритма сглаживания независимо обрабатывается каждая 
цепь.
Вначале одним линейным проходом по цепи выполняется по-
иск всех пригодных для оптимизации границы шаблонов, ко-
торые представлены на рис. 1.

Р и с. 1. Шаблоны элементарных действий сглаживания границ между 
доменами

F i g. 1. Basic Domain Border Smoothing Templates

На рис. 1 представлены 5 шаблонов, которые могут быть ис-
пользованы для оптимизации длины границы между двумя 
доменами. Рассмотрим шаблон а.1. На нем обозначена часть 
границы между двумя доменами (домен сверху от ломаной 
обозначен буквой U,  домен снизу от ломаной обозначен бук-
вой D). Черной сплошной линией прочерчена текущая грани-
ца между доменами. Пунктирной линией показано возможное 
улучшение, которое в данном случае приведет к следующим 
последствиям: уменьшение количества ячеек верхнего домена 
на 1 (U: -1), увеличение количества ячеек нижнего домена на 
1 (D: + 1), уменьшение длины границы между двумя домена-
ми на 1 (B: -1). Таким образом, шаблон а.1 направлен на втя-
гивание одной ячейки из верхнего домена в нижний домен с 
сокращением длины границы на единицу. Шаблон а.2 выпол-
няет симметричное действие по втягиванию одной ячейки из 
нижнего домена в верхний домен, также сокращая при этом 
длину границы на единицу. Шаблоны в.1 и в.2 выполняют 
аналогичные действия, однако вместо одной ячейки происхо-
дит втягивание сразу трех соседних ячеек с одновременным 
уменьшением длины границы между доменами на единицу. 
Отдельно стоит отметить шаблоны б.1 и б.2. Они представ-
ляют собой один шаблон в рамках которого может быть осу-

ществлено втягивание либо ячейки из нижнего домена в верх-
ний, либо наоборот, но не одновременно (в противном случае 
длина границы останется неизменной). Можно рассматривать 
и более сложные шаблоны, однако существенного прироста 
производительности они уже не дают, но приводят к усложне-
нию алгоритма.
После того, как внутри цепи найдены все шаблоны, потенци-
ально пригодные для оптимизации границы, выполняется 
разметка того, как данные шаблоны могут влиять на другие 
шаблоны. С учетом того, что любой шаблон может повлиять 
только на своих непосредственных соседей, данное действие 
также выполняется с линейной сложностью относительно 
длины границы.
Последним шагом применения алгоритма является выбор та-
кого множества шаблонов, которые не влияют друг на друга 
(то есть могут быть применены все одновременно) и не нару-
шают суммарного баланса ячеек (так как для нас важнейшим 
показателем эффективности декомпозиции расчетной сетки 
является равномерность распределения ячеек по доменам). 
После выбора наибольшего возможного набора шаблонов они 
применяются, и на этом обработка данной цепи считается за-
вершенной.

Р и с. 2. Визуализация декомпозиции тестовой расчетной сетки dragon на 
32 домена с помощью алгоритма Фархата (сверху) и иерархического 

алгоритма (снизу)
F i g. 2. Visualization of the decomposition of the dragon test computational grid 
into 32 domains using the Farhat algorithm (top) and the hierarchical algorithm 

(bottom)
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Р и с. 3. Визуализация применения сглаживания границ между доменами после работы алгоритма Фархата (сверху) и иерархического алгоритма (снизу)
F i g. 3. Visualization of applying smoothing of boundaries between domains after running the Farhat algorithm (top) and the hierarchical algorithm (bottom)

1 The Stanford 3D Scanning Repository : офиц. сайт [Электронный ресурс]. 2021. URL: http://graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep (дата обращения: 12.03.2021).
2 Bartkus T., Wright W. B., Struk P., Addy G. Recent Advances in the LEWICE Icing Model [Электронный ресурс] // SAE 2015 International Conference on Icing of Aircraft, 
Engines, and Structures. SAE Technical Paper 2015-01-2094. SAE International, 2015. doi: https://doi.org/10.4271/2015-01-2094

На рис. 2 представлена визуализация декомпозиции тесто-
вой расчетной сетки dragon с помощью алгоритма Фархата и 
иерархического алгоритма бинарной декомпозиции. В обоих 
случаях декомпозиция выполнятся на 32 домена. При этом на 
рис. 2 представлены результаты работы с уже примененным 
сглаживанием границ между доменами.
На рис. 3 крупным планом продемонстрированы отдельные 
части тестовой расчетной сетки dragon с отображением ребер 
ячеек. На данном рисунке виден эффект от применения алго-
ритма сглаживания границ меду доменами, прежде всего от 
заключается в устранении одиноких ячеек, которые вторгают-
ся в соседний домен одной своей вершиной. После примене-
ния алгоритма границы между доменами визуально выглядят 
более гладко, их длина уменьшается.

Результаты экспериментов

Для тестирования эффективности алгоритма сглаживания 
границ между доменами использовались тестовые неструкту-
рированные поверхностные сетки bunny, dragon, lucy, к кото-
рым были применены алгоритмы декомпозиции с показате-
лем 0D =  и сравнены показатели качества декомпозиции до 
и после сглаживания границ. Результаты проведения экспери-
ментов представлены на рис. 4.
Неструктурированные поверхностные расчетные сетки bunny 
(количество ячеек 5⋅103), dragon (количество ячеек 105), lucy 
(количество ячеек 105) были взяты из открытых источников1. 
Из приведенных на рис. 4 данных видно, что в целом проил-
люстрированные показатели эффективности декомпозиции 
расчетных сеток (процентная доля ребер сетки, являющих-
ся граничными ребрами между доменами, и максимальная 

длина границы между доменами) лучше для иерархического 
пространственного алгоритма декомпозиции. Применение же 
алгоритма сглаживания границ приводит к сокращению как 
общего количества граничных ребер (кросс-ребер), так и дли-
ны максимальной границы примерно на 10%. Данный эффект 
приводит к снижению времени межпроцессных обменов для 
задач, выполняющих расчеты на поверхностных расчетных 
сетках2 [24], [25].

Заключение

Задача качественной декомпозиции расчетной сетки имеет 
важное значение для повышения эффективности суперком-
пьютерных расчетов. При этом двумя наиболее важными по-
казателями качества декомпозиции являются равномерность 
распределения ячеек по доменам и длина максимальной гра-
ницы между доменами. В рамках работ по исследованию под-
ходов к повышению качества декомпозиции расчетных сеток 
для использования в практических задачах в качестве ведуще-
го показателя эффективности был выбран параметр равно-
мерности распределения ячеек по доменам. Рассматривались 
только такие алгоритмы декомпозиции, которые приводят 
к идеальному распределению ячеек: алгоритм Фархата и ие-
рархический пространственный алгоритм декомпозиции. Для 
выбранных алгоритмов встала задача сокращения длин гра-
ниц между доменами без потери равномерности распределе-
ния. Для этого был реализован алгоритм сглаживания границ 
между доменами, применение которого привело к 10% сокра-
щению общего количества кросс-ребер в расчетной сетке, мак-
симальной длины границы и общего времени межпроцессных 
обменов при решении практических задач.
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Р и с. 4. Графики доли кросс-ребер (%) от общего числа ребер сетки и максимальной длины границы между доменами при декомпозиции тестовых сеток 
bunny, dragon и lucy на количество доменов от 2 до 64

F i g. 4. Cross-edges fraction graphs (%) of the total edges numbers of the grid and the maximum length of the boundary between domains in the decomposition of 
bunny, dragon and lucy test grids by the number of domains from 2 to 64
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