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Аннотация
Рассматривается некоторые аспекты процесса математического моделирования и вычисли-
тельного эксперимента. Процесс моделирования рассматривается как метод прогнозирования 
поведения динамических систем и процессов, позволяющий реализовывать цепочку от натур-
ного эксперимента до вычислительного эксперимента. Особая роль в прогрессе исследований 
сложных технических, экологических, биологических, химических, социальных и других систем 
принадлежит развитию вычислительной техники. Все возрастающие возможности вычисли-
тельной техники и программного обеспечения позволяют, с использованием адекватных ма-
тематических моделей, прогнозировать динамику различных систем и процессов и получать 
улучшенные их варианты. Представленный материал служит для закрепления специального 
лекционного курса по дисциплинам: «Современные проблемы прикладной математики и ин-
форматики», «Использование системы аналитических вычислений Maple для решения задач 
прикладной математики», «Использование информационных технологий для решения задач 
устойчивости», «Математические модели в естествознании», «Решение задач технических вы-
числений» по направлениям подготовки «Прикладная математика и информатика» и «Фунда-
ментальная информатика и информационные технологии». Этот материал способствует более 
эффективному использованию вычислительной техники при решении конкретных задач дина-
мики систем, теории колебаний и теории устойчивости движения. Решение рассматриваемых 
задач осуществляется с использованием системы аналитических вычислений Maple.
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Abstract
Some aspects of the process of mathematical modeling and computational experiment are considered. 
The modeling process is considered as a method of predicting the behavior of dynamic systems and 
processes, which allows implementing a chain from a full-scale experiment to a computational experi-
ment. A special role in the progress of research on complex technical, environmental, biological, chemi-
cal, social and other systems belongs to the development of computer technology. The increasing capa-
bilities of computer technologies and software make it possible, using adequate mathematical models, 
to predict the dynamics of various systems and processes and obtain improved versions of them. The 
presented material serves to consolidate a special lecture course in the disciplines: “Modern problems 
of applied mathematics and computer science”, “Using Maple analytical computing system to solve 
problems of applied mathematics”, “Using information technology to solve problems of sustainability”, 
“Mathematical models in natural science”, “Solving problems of technical computing” in the areas of 
training “Applied Mathematics and computer Science” and “Fundamental computer science and infor-
mation technology”. This material contributes to a more efficient use of computer technology in solving 
specific problems of system dynamics, oscillation theory and motion stability theory. The solution of 
the problems under consideration is carried out using the Maple analytical computing system.
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Введение

Основной целью и результатом процесса обучения при со-
временном компетентностном подходе в высшем образова-
нии является формирование у обучающихся универсальных, 
общепрофессиональных и профессиональных компетенций, 
необходимых для осуществления профессиональной деятель-
ности [1-6]. Это основное требование современных федераль-
ных государственных образовательных стандартов [7]. Новое 
понимание целей образовательного процесса требует модер-
низации образовательных программ [6, 8-10]. Основные ме-
тодологические подходы такой модернизации были развиты 
при выполнении ряда образовательных отечественных и меж-
дународных проектов, в частности, проектов TUNING RUSSIA 
[11-14] и META-MATH [15-16], в которых активное участие 
принимал Нижегородский государственный университете им. 
Н.И. Лобачевского. Опыт выполнения этих проектов послужил 
основой для разработки собственных образовательных стан-
дартов университета в области информационно-коммуника-
ционных технологий [5, 17-18]. Обязательным условием эф-
фективного формирования профессиональных компетенций 
является самостоятельная работа обучающихся. Для ее интен-
сификации активно применяются электронные образователь-
ные технологии [16, 19]. Одну из наиболее эффективных форм 
активизации самостоятельной работы представляет исследо-
вательское обучение [10]. Основным принципом такого обуче-
ния является привлечение студентов к проведению самосто-
ятельной исследовательской работы по актуальной научной 
проблеме, что способствует сближению образования, науки и 
производства. В этом случае формирование необходимых ком-
петенций, освоение навыков и умений осуществляется в про-
цессе решения поставленной исследовательской задачи. Для 
повышения эффективности процесса обучения используется 
работа как индивидуально с каждым студентом, так и с малы-
ми группами студентов [20-25]. 
Рассматривается общая схема процесса математического мо-
делирования, которая сформировалась у автора на основе 
опыта работы при решении конкретных задач прикладной 
математики в рамках выполненных хоздоговорных и науч-
но-технических работ, а также, при проведении лабораторных 
и лекционных занятий со студентами дневного и вечернего 
отделений института информационных технологий, матема-
тики и механики Нижегородского государственного универси-
тета им. Н.И. Лобачевского. Приведены примеры решения за-
дач по математическому моделированию и анализу динамиче-
ского поведения системы металлорежущего станка с устрой-
ством числового программного управления (УЧПУ) и системы 
электропривода. Дается описание колебательных процессов, 
рассматриваются расчетные схемы, математические модели 
и программные средства, позволяющие проводить вычисли-
тельный эксперимент.

Материалы и методы

Основными этапами в процессе математического моделиро-
вания (ММ), с которыми сталкиваются специалисты (Рис. 1) в 
этой области являются следующие: «натурный эксперимент 
(экспериментальные исследования изучаемого объекта или 

процесса) – расчетная схема – математическая модель – ал-
горитм и программное обеспечение – идентификация струк-
туры и параметров модели – вычислительный эксперимент 
(анализ результатов расчета на ЭВМ)».

Р и с. 1. Общая схема процесса математического моделирования
F i g. 1. General scheme of the process of mathematical modeling

В настоящее время получило широкое распространения мето-
дология математического моделирования и вычислительного 
эксперимента. Эта методология охватывает многие сферы, от 
разработки комплексов технических систем и управления ими 
до анализа сложных экономических, биологических, социаль-
ных и ряда других систем и процессов. Математическое моде-
лирование развивается в недрах фундаментальных наук: ме-
ханике и физике, которые отличает наивысший уровень тео-
ретических исследований. Здесь основное внимание уделяется 
разработке эффективных, легко программируемых численных 
методов и созданию диалогового, гибкого программного обе-
спечения. При исследовании ряда новых процессов и систем 
необходимо построение адекватных математических моделей 
и проведение расчетов на ЭВМ, то есть проведение поисково-
го вычислительного эксперимента. Вопрос об адекватности 
математической модели является очень важным, требующем 
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высокой квалификации исследователей. Анализ адекватности 
математической модели реальному изучаемому объекту или 
процессу должен включаться в алгоритм и разрабатываемое 
программное обеспечение. 
Динамика роста вычислительных возможностей современных 
компьютеров достаточно высока и позволяет надеяться на 
успешное решение все более сложных задач. Наряду с языками 
программирования, появились и системы аналитических вы-
числений (САВ): Maple, Mathematica, Matlab и другие. Исполь-
зование САВ (систем компьютерной алгебры с расширенными 
возможностями в области символьных вычислений) еще в 
большей степени, чем языки программирования, позволяет 
автоматизировать процесс написания программного обеспе-
чения. Кроме основного блока, позволяющего рассчитывать с 
использованием математической модели характеристики из-
учаемого объекта, необходимо также иметь вычислительные 
блоки, осуществляющие анализ зависимостей полученных на 
ЭВМ характеристик от большого количества конструктивных 
параметров изучаемой системы. В этом случае особо эффек-
тивным показал себя способ анимации. 
 Особое место среди САВ занимает система Maple. Системы 
компьютерной математики класса Maple были созданы кор-
порацией Waterlo Maple, Inc. (Канада) как системы компью-
терной алгебры с расширенными возможностями в области 
символьных вычислений. Maple — типичная интегрированная 
система. Она объединяет в себе:
•	 мощный язык программирования;
•	 редактор для подготовки и редактирования документов и 
программ;
•	 современный многооконный пользовательский интер-
фейс с возможностями работы в диалоговом режиме;
•	 мощную справочную систему со многими тысячами при-
меров;
•	 ядро алгоритмов и правил преобразования математиче-
ских выражений;
•	 численный и символьный процессоры;
•	 систему диагностики;
•	 библиотеки встроенных и дополнительных функций;
•	 пакеты функций сторонних производителей и поддержку 
некоторых других языков программирования и программ.

При рассмотрении большого числа публикаций, посвященных 
описанию САВ Maple, часто употребляется термин «…мощный 
язык, справочная система…» и другие, что на самом деле соот-
ветствует действительности. Опыт работы автора настоящей 
работы подтверждает это. Например, при решении ряда слож-
ных задач динамики систем, связанных с преобразованием 
громоздких выражений, пришлось отказаться от использова-
ния языка программирования Fortran в пользу системы анали-
тических вычислений Maple.

Как правило, при работе с заказчиком проекта, ставится зада-
ча об улучшении показателей качества уже функционирующе-
го объекта или процесса (прототипа) с использованием мате-
матических моделей. При этом показатели качества, которые 
необходимо улучшить и параметры конструкции, подлежащие 
изменению, частично определяет заказчик. Хотя в процессе 
работы могут возникнуть совершенно неожиданные вариан-
ты при выборе указанных выше параметров. Кроме того, ча-
сто, отдельные рассчитываемые показатели вступают в про-
тиворечие друг с другом (например, жесткость и виброустой-
чивость металлорежущего станка и его масса), что приводит 
к необходимости использовать методы многокритериальной, 
многопараметрической оптимизации, когда в результате ис-
следований получаем конечное множество оптимальных ва-
риантов конструкции объекта или процесса. С учетом большо-
го количества варьируемых параметров, даже при возросших 
возможностях средств вычислительной техники, хорошо себя 
зарекомендовал метод поиска чувствительных параметров. 
При этом определяются параметры системы, вносящие наи-
больший вклад в изменение того или иного показателя каче-
ства, что уменьшает пространство варьируемых параметров и 
позволяет более эффективно использовать методы многокри-
териальной многопараметрической оптимизации.

Результаты

Реализация схемы (Рис. 1) процесса моделирования проведена 
на примере математического моделирования колебательных 
процессов, возникающих при работе вертикально-фрезерно-
го консольного станка (ВФКС) с устройством числового про-
граммного управления (УЧПУ).  Из всего парка станочного 
оборудования эти станки наиболее сильно подвержены ви-
брациям из-за специфики их компоновки и периодичности 
процесса фрезерования, что препятствует повышению каче-
ства обработанной поверхности и производительности. Осо-
бенность работы станков с УЧПУ состоит в том, что их дина-
мические характеристики должны учитываться не только при 
проектировании и изготовлении станка, но и в процессе его 
эксплуатации при подготовке управляющих программ. 
На первом этапе процесса математического моделирования 
проводятся экспериментальные исследования (Рис. 2) по 
определению колебательных характеристик объекта в целом 
и его отдельных узлов, а также выявлению особенностей его 
поведения в различных режимах. При этом фиксация его ха-
рактеристик проводится путем ввода информации (Рис. 3) в 
ЭВМ и последующего анализа. 
Были получены осциллограммы абсолютных и относитель-
ных колебаний, а также распределения силовых нагрузок в 
зоне резания (Рис. 3).
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Р и с. 2. Блок-схема установки для экспериментальных исследований
F i g. 2. Block diagram of the setup for experimental studies

Р и с. 3. Осциллограмма колебаний
F i g. 3. Oscillogram of oscillations

Р и с. 4. Расчетная схема
F i g. 4. Design scheme
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При построении математической модели, как правило, систе-
мы дифференциальных уравнений, учитываются характери-
стики объекта или процесса, полученные на предыдущих эта-
пах. Математическая модель может представлять собой систе-
му обыкновенных дифференциальных уравнений, уравнений 

в частных производных, уравнений с отклонением аргумента 
(например, задача об устойчивости процесса фрезерования, 
задача об устойчивом горении в камере сгорания ракеты) и 
других, например:  

 1 1 1 1 2 1 2
1

1
1

1

2
1 2I h p h

e p e
⋅ + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) =    φ φ φ φ φ φ φ φ φ 00   

2 2 2 2 1 3 2 3 2 2 2 4 431I h h R h R R⋅ + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅( ) +      φ φ φ φ φ φ φΠ
11

2
2 1

1

3
2 3

2
2 2 4 4 0

31e e
R
e

R R⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ ⋅ − ⋅( ) =φ φ φ φ φ φ
Π

      

3 3 2 3 2
1

3
3 2 0I h

e
⋅ + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) =  φ φ φ φ φ

 
4 4 4 4 4 2 2

4
4 431 4 4 5

31

I R h R R R
e

Rh⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅( ) + ⋅ −( ) + ⋅ ⋅ −    φ φ φ φφ φΠ
Π

22 2
1

4
4 5 0R

e
⋅( ) + ⋅ −( ) =φ φ φ

 

5 5 5 5 5 8 84 5 4 5 5 6
32I R h R Rh h⋅ + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅( ) +     φ φ φφ φ φ φ Π

11

4
5 4

1

5
5 6

5
5 5 8 8 0

32e e
R
e

R R⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ ⋅ − ⋅( ) =φ φ φ φ φ φ
Π

 
6 6 5 6 5 6 6 7

1

5
6 5

1

6
6 7I h h

e e
⋅ + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) =    φ φ φ φ φ φ φ φ φ 00

 
7 7 6 7 6

1

6
7 6 0I h

e
⋅ + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) =  φ φ φ φ φ

 8 8 8 8 8 5 5
8

8 832 7 8 9
32

I R h R R
R
e

Rh⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅( ) + ⋅ −( ) + ⋅ ⋅ −    φ φ φ φφ φΠ
Π

55 5
1

7
8 9 0R

e
⋅( ) + ⋅ −( ) =φ φ φ

 
9 9

1

7
9 8

1

8
9 107 9 8 8 9 10

I
e eh h⋅ + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ −(    φ φ φ φ φφ φ φ φ )) = 0

 10 10
1

8
10 9

1

9
108 10 9 9 10 12

I
e eh h⋅ + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅ −( ) + ⋅    φ φ φφ φ φ φ φφ φ φ φ−( ) + ⋅ −( ) =11

1

10
10 12 0

e

Р и с. 5. Фрагмент алгоритма
F i g. 5. Algorithm fragment

Следующий этап ‒ процесс разработки программного обеспе-
чения, требует знаний не только в области информационных 
технологий, но и в предметной области. К программному обе-
спечению предъявляются повышенные требования при рабо-
те с ним пользователя: удобный интерфейс, высокая скорость 
при проведении расчетов, наличие синтаксического и семан-
тического контроля при задании входных параметров и дру-
гие. 

Приведем фрагмент программного обеспечения:
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Завершающий этап ‒ проведение вычислительного экспери-
мента, то есть анализ характеристик изучаемого процесса на 
ЭВМ. Работа не с самим объектом, а с его моделью дает воз-
можность быстро и без существенных затрат исследовать его 
свойства и поведение в ситуациях, ограниченных степенью 
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идеализации. При этом достигается более полное получение 
информации об объекте. На этом этапе возможно подключе-
ние к разработанной программе расчета характеристик объ-
екта алгоритмов и программного обеспечения многокритери-
альной, многопараметрической оптимизации, поиска чувстви-
тельных параметров и других. Это процесс в итоге позволит 
получить параметры конструкции станка с УЧПУ с улучшен-
ными показателями качества, позволит повысить его конку-
рентоспособность.
В дальнейшем рассмотрена структурная схема (Рис. 6) си-
стемы электропривода (ЭП). Получена общая передаточная 
функция изучаемой системы и характеристическое уравнение 
в символьном виде. Для рассматриваемой системы характе-
ристическое уравнение представляет собой полином шестого 
порядка. Коэффициенты этого полинома сложным образом 
зависят от всех восемнадцати параметров исследуемой си-
стемы. Проведен анализ влияния параметров системы на ко-
эффициенты полинома. Результаты исследований показали 

необходимость введения радиуса робастной устойчивости 
для изучаемого класса систем. Был проведен массированный 
вычислительный эксперимент по определению радиуса в 
плоскостях и пространствах различных параметров системы. 
Анализ отдельных областей устойчивости показал, что они яв-
ляются односвязными и выпуклыми. Из полученного массива 
радиусов устойчивости было найдено минимальное значение 
‒ радиуса робастной устойчивости. 
Электропривод является составной частью почти любой со-
временной машины или оборудования. Рассматриваемая си-
стема электропривода является сложной многоконтурной 
системой с несколькими цепями обратной связи и большим 
количеством регулируемых параметров (Рис. 6). Значения 
этих параметров не всегда известны точно или могут варьиро-
ваться в процессе эксплуатации. Актуальна задача построения 
математических моделей и расчета границ областей устойчи-
вости с учетом возможной вариации отдельных параметров. 

Р и с. 6. Структурная схема системы электропривода
F i g. 6. Structural diagram of the electric drive system

Характеристическое уравнение системы есть полином 
шестого порядка вида:
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где коэффициенты полинома являются функциями 
от восемнадцати конструктивных параметров системы
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На первом этапе исследований коэффициенты характеристического полинома приводились к безразмерному виду:
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На втором этапе проводился вычислительный эксперимент 
по расчету границ областей устойчивости в 2D и 3D простран-
ствах параметров. В процессе расчетов на ЭВМ использовался 

критерий Раусса-Гурвица. Фрагменты результатов вычисли-
тельного эксперимента приведены на рисунках 7, 8.

Р и с. 7. Границы областей устойчивости в пространствах параметров 1 2K K eC, ,( )  и 3 4 5T T T, ,( )
F i g. 7. Boundaries of Stability Regions in Parameter Spaces 1 2K K eC, ,( )  and 3 4 5T T T, ,( )

Р и с. 8. Область устойчивости в плоскости параметров 1 2K K,( )
F i g. 8. Stability region in the parameter plane 1 2K K,( )

Заключение

Полученные результаты и программное обеспечение могут 
быть использованы при проектировании и разработке новых 
конструкций металлорежущих станков и систем электропри-
водов. Предложенный подход с использованием программных 
средств – системы аналитических вычислений Maple может 
быть эффективно использован для анализа показателей дина-
мического качества и более сложных систем. При этом, веро-
ятно, появится необходимость использования значительных 
ресурсов вычислительной техники и компьютерных станций. 
При проведении исследований были развиты основные мето-
дологические подходы, описанные в ряде образовательных, 
отечественных и международных проектах [11-16]. Особое ме-
сто при проведении вычислительного эксперимента принад-
лежит самостоятельной работе студентов на ЭВМ. Разработан-
ные программные средства позволяют эффективно проводить 
вычислительный эксперимент. При проведении этих исследо-
ваний в полной мере используются основные принципы про-
граммной инженерии. 
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