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Аннотация
В представленной работе рассматривается задача синтеза наблюдателей - фильтров 
для оценивания воздействия аддитивных динамических сбоев в системах с липщицевой 
нелинейной частью. За счет выбора параметров асимптотического наблюдателя-фильтра 
обеспечивается его невосприимчивость к внешнему возмущению, в том числе обладающему 
известными спектральными свойствами. В основе предложенного метода лежит  специальный 
спектральный подход в частотной области, использующий параметризацию множества 
передаточных функций замкнутой системы, дробно-рациональную матричную интерполяция 
и условие асимптотической устойчивости нулевого положения равновесия динамики ошибки 
оценивания. Предложен новый метод аналитического синтеза адаптивного нелинейного 
наблюдателя для оценивания воздействия динамических сбоев, эффективность которого 
продемонстрирована на практическом примере – движении морского судна в горизонтальной 
плоскости с постоянной скоростью под действием морского волнения. Для проведения 
имитационного моделирования динамики судна используется  среда MATLAB.
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Abstract

The presented paper is devoted to the problem of the fault estimation observers design in case of plants 
with the Lipschitz system nonlinearity. Insensitivity of the observer to external disturbances, including 
ones with the given spectral properties, is to be guaranteed by the choice of its parameters. The proposed 
method is based on the special spectral approach in frequency domain, using parametrization of the set 
of transfer functions of the closed-loop system, Nevanlinna-Pick rational function interpolation and the 
condition of asymptotic stability of the zero equilibrium position of the estimation error dynamics. A 
novel approach to analytical synthesis of the adaptive nonlinear fault estimation observer is proposed, 
and its effectiveness is demonstrated on the practical example – the marine ship horizontal motion with 
the constant longitudinal speed under the sea waves action. The MATLAB package is used for numerical 
simulation of the ship dynamics.
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Введение

Постоянный рост сложности управляемых объектов приводит 
к росту вероятности различных сбоев, которые могут приве-
сти к снижению эффективности управления или даже к потере 
устойчивости. Данные обстоятельства делают задачу обеспе-
чения безопасности и отказоустойчивости критически важ-
ной на протяжении нескольких последних десятилетий [1]. 
Для подавления сбойного воздействия используются различ-
ные методы противоаварийного управления (Fault Tolerant 
Control). Одним из наиболее часто используемых типов такого 
управления является активное – коррекция закона управле-
ния, основанная на оценке в реальном времени воздействия 
неисправности, генерируемой адаптивным оценивающим 
наблюдателем (Fault Estimation (FE) observer). Очевидно, что 
эффективность такого управления напрямую зависит от бы-
строй и точной оценки сбойного воздействия.
В связи с данными обстоятельствами, задаче оценивания воз-
действия, вызванного динамическим сбоем, за последние 
двадцать лет уделялось серьезное внимание, например, в мо-
нографиях [2, 3] излагается ее достаточно подробная история. 
Также следует упомянуть известные исследования [4-9]. В 
большинстве из них требуемые распределение корней харак-
теристического полинома и значение H° нормы  передаточ-
ной функции ошибки оценивания обеспечивается за счет ре-
шения системы линейных матричных неравенств. Приведен-
ные практические примеры демонстрируют эффективность 
таких методов, обеспечивая достаточную скорость и точность 
обнаружения сбойного воздействия.
Несмотря на сказанное выше, существуют возможности повы-
сить эффективность синтеза, в первую очередь за счет умень-
шения вычислительной сложности, что особенно важно в слу-
чае использования бортовых систем управления, обладающих 
ограниченной мощностью, и управлении в режиме реального 
времени. Это преимущество может быть обеспечено за счет 
применения специального спектрального подхода к H-опти-
мизации в частотной области, основанного на  параметриза-
ции, предложенной в [10, 11], и схожего с алгоритмами, пред-
ставленными в [12-21]. Применение спектральных методов 
также обеспечивает неединственность решения, позволяю-
щую более гибко настраивать наблюдатель, и получать оцен-
ку его эффективности до завершения  процедуры синтеза. В 
дополнение к этому, по аналогии с [22, 23], рассматривается 
вопрос обеспечения глобальной асимптотической устойчиво-
сти нулевого положения равновесия для уравнения ошибки 
наблюдения с учетом липшицевости их нелинейной компо-
ненты.
Данная работа имеет приведенную ниже структуру. В следую-
щей секции описываются уравнения управляемого объекта, 
спектральные свойства внешнего возмущения, структура 
адаптивного наблюдателя-фильтра и формулируется матема-
тическая постановка задачи. В Секции 3 изложен спектраль-
ный подход к H°  оптимизации для MIMO (Multiple Input and 
Multiple Output) систем. В Секции 4 приводится условие асим-
птотической устойчивости нелинейного наблюдателя. Про-
цесс синтеза наблюдателя для управляемого объекта (морско-
го судна, движущегося в горизонтальной плоскости) и внеш-
него возмущения с заданными параметрами представлен в 

Секции 5. Наконец, в Секции 6 обсуждаются результаты иссле-
дования, достоинства и недостатки предложенного подхода и 
упоминаются некоторые направления дальнейших исследова-
ний.

Постановка задачи 

Рассмотрим объект, представленный системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений

x Ax Bu Ef g x u f h
y Cx
= + + + +
=

( , , ) ( ) ,

,

d t  (1)

где x∈Rn0  – вектор состояния объекта, u∈Rnr  – управляю-
щий сигнал, d  – внешнее возмущение (для простоты предпо-
лагаемое скалярным), f ∈Rnf  – сбойное воздействие, y∈Rm   
– измеряемый сигнал, g x u f( , , )  – заданная нелинейная лип-
щицева функция с константой Липщица λ , т.е.

g x u f g x u f x x

x x u f x x u

( , , ) ( , , ) ,

,

1 1 1 2 2 2 2 1

1 1 1 1 2 2

− ≤ −

= ( ) =

λ  
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1 2 1 2 1 2

T T T

n n nR R Rr f

f

x x u u f f

( )
∀ ∈ ∈ ∈

,

, , , , , .

 (2)

 Предполагается, что все компоненты матриц A B C E H, , , ,  – 
известные постоянные величины, а также то, что  пары A B,{ }  
и A C,{ }  являются наблюдаемыми и управляемыми соответ-
ственно.
Внешнее возмущение d t( )  рассматривается как выход форми-
рующего фильтра с заданной передаточной функцией S s0 ( )

d t S s i s
S s N s T sd d

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) / ( ) ,

=

=
0 0

0

 (3)

где N sd ( ) , T sd ( )  – Гурвицевы полиномы, а частотные свой-
ства сигнала i0  полностью неизвестны. Передаточная функ-
ция S s0 ( )  может быть представлена в пространстве состоя-
ний следующим образом:
x A x b

c x
d d d d

d d d

i
d d i

= +

= +
0

0

,

,

 (4)

где xd
nR S∈ .

Величина сбойного возмущения f ( )t  оценивается при помо-
щи адаптивного наблюдателя-фильтра, имеющего вид

где ½x , ½f , ½d  – корректирующие сигналы, а Lx s( ) , Lf s( )  и 
Ld s( )  – передаточные матрицы, которые требуется найти в 
процессе синтеза. Введем обозначения 

и рассмотрим поведение ошибки оце-
нивания
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после чего, используя обозначения

где перепишем (5) в более краткой форме:

Аналогично [2], сформируем функционал, характеризующий 
чувствительность наблюдателя (5) к внешнему возмущению и 
скорость его реакции на изменение сбойного воздействия f  
со временем
J J s s= =

∞
( ( )) ( )L Fe df

2

, (8)
где Fe df ( )s  – передаточная матрица от d  к ef

F C I A LC He d ff
= − +( )−s

1
,

и задачу его минимизации
J →

∈
min
L ©L

, (9)

где ©L  – множество передаточных матричных функций L( )s , 
обеспечивающих асимптотическую устойчивость нелинейной 
замкнутой системы (7), вопрос которой будет затронут ниже.
Рассмотрим вспомогательную линейную стационарную систе-
му

x A x B u H d
e C x
u W x

1 = + +
=
=

1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

,

,

( ) ,s

 (10)

где A A1 =
T , B C1 = −

T , H C1 = f
T , W L( ) ( )s sT= , C H1 =

T . 
Управляющий сигнал u1  формируется при помощи регулято-
ра, имеющего вид
u L x W x W W x1 1 1 2

1

1 1= = = −T s s s s( ) ( ) ( ) ( ) . (11)
Несложно заметить, что 
F C I A B W H Fe d e df1 1 1 1 1

1

1( ) ( )s s s T= − −( ) =− ,

что позволяет решить задачу (9) с применением спектрально-
го подхода к H° -оптимизации, представленного в [20]. В соот-

ветствии с ним рассмотрим передаточные функции замкну-
той системы (10), (11) 
F I A B W H

F W I A B W H
x

u

1

1

1 1

1

1

1 1

1

1

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

s s

s s

= − +

= − +

−

−

 (12)

и введем вспомогательную передаточную функцию F s0 ( ) , та-
кую что
F F F RF F QFx x u u0 0

2

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,− = − +s s s s k s sT T  

где R H H= 1 1
T , заданное малое положительное число, а Q  – 

положительно определенная симметричная матрица, напри-
мер единичная. Рассмотрим среднеквадратичный функцио-
нал
J s s( ) ( , ) ( )W F W S=

∞0 1

2 , (13) 
где S1( )s  – передаточная матрица формирующего фильтра 
сигнала d1 , которая предполагается единичной 
S N I1

1

1 1
( )s Td d= =− , но может быть деформирована [15], для 

обеспечения нужных свойств замкнутой системы. Очевидно, 
что J Jk

T( ) ( )W W→ →
0

 и задача синтеза наблюдателя (5), 
обеспечивающего минимальное значение (8), эквивалентна 
задаче минимизации J ( )W
J ( ) min ,W

W W

→
∈Ω

 (14)

где © W    – регуляторов (10), стабилизирующих объект (10).

Спектральный подход к H∞ оптимизации 
для MIMO систем
Для решения задачи (14) с помощью спектрального подхода, 
изложенного в [12], перепишем функционал (13) в частотной 
области, используя обозначения (12)

J
j

s s s

k s s

T
j

T

= − +

+ −

∞

∫
1

1

0

2

1

1 1

1 1

π
tr{ ( )[ ( ) ( )

( ) ( )] (

*S F RF

F QF S

x x

u u ss ds)} ,

. (15)

Учитывая сложную нелинейную зависимость функционала J  
от W( )s  и его среднеквадратичную зависимость от дроб-
но-рациональных функций Fx1 ( )s , Fu1 ( )s  (11),  введем пара-
метризацию, предложенную в [10]. Введём в рассмотрение 
матричную дробно-рациональную функцию-параметр  Φ( )s , 
аналитическую в замкнутой правой полуплоскости.
Φ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s s s= +α βF Fx u1 1

, (16)
где α ( )s , β ( )s  – ( )m n× и ( )m m×  полиномиальные матрицы. 
Значение параметра Φ( )s  характеризует связь между переда-
точными функциями Fx1 ( )s , Fu1 ( )s  и однозначно соответ-
ствует паре F Fx u1 1

( ( )) , ( ( ))Φ Φs s{ } . Выбор параметров α ( )s , 
β ( )s  может быть осуществлен в соответствии с подходом, 
предложенным в [10]:
α α( )s

k
T= = −

0 2

1

1

1 Q B S , β β( )s = =0 I , (17)

где S  – решение уравнения Риккати

 SA A S SB Q B S R1 1 2 1

1

1

1
0+ − + =−T T

k . (18)
После этого введем дополнительные обозначения
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перепишем уравнения (9) в частотной области:
sI A F B F Hx u−( ) − =1 1 11 1

, 
и выразим из них Fx1

, Fu1
, используя формулы (17)-(18)
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1 1
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−
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− −









s 1 1

0 0α β

. (19) 

Применяя формулу Фробениуса для вычисления обратной ма-
трицы M¦

−1( )s  и принимая во внимание равенство
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получим обратную матрицу MΦ
−1

M
P B P B

PΦ

Θ Θ
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 , 

после подстановки которой в (18) получим выражение Fx1 ( )s , 
Fu1 ( )s  как функций параметра Φ( )s :
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После этого, используя обозначения
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преобразуем передаточную функцию Θ−1( )s  следующим об-
разом
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а также упомянем равенства, доказанные в [10], в соответ-
ствии с которыми при выборе параметров α ( )s , β ( )s  в соот-
ветствии с формулами (17), (18)
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существенно упрощающие последующие выкладки.
С учетом изложенных выше соображений, представим подын-
тегральное выражение в (15) как функцию параметра  Φ( )s , 

F F T ¦ T T T ¦ T
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 (21)

Очевидно, что слагаемое T3 ( )s  не зависит от значения параме-
тра Φ( )s , следовательно, значение 

J j j j

j j

a = =

=
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 (22)

может рассматриваться как нижняя граница значения функ-
ционала (15) и задача (14) может быть сведена к поиску значе-
ния параметра Φ( )s  обеспечивающего выполнение неравен-
ства   
J ( )Φ ≤ ρ 2 , ρ ε2 = +Ja , (23)

где ε   – неотрицательное вещественное число. Очевидно, что 
минимальное значения J ( )Φ  определяется следующим обра-
зом:
J s
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Перепишем выражение (23) в эквивалентном виде
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после чего введем в рассмотрение полином R sρ ( ) , и переда-
точную функцию L s( ) , определяемые формулами

R s R s
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и перейдем к соотношению
( ( ) ( ) ( )) ( ) ( )T T ¦ S1 2 1

2
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∞

 . (26)

Рассмотрим выражение Z( )s  под знаком нормы в (26)
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 несложно заметить, что в точках s d i ni= =( , )1 , таких что 
D ds i( )− = 0 , коэффициент перед параметром Φ( )s  обращает-
ся в нуль, что позволяет вычислить значения Z( )di

Z Q B P B ± SHi
T s d

s d

k D N
R

i n
i

= + =− −

=

( ) ( ) , ( , ) .*

*
1

1 1 0

1

1 1
ρ

 (27)

Таким образом, исходная задача (14) сводится к поиску устой-
чивой передаточной матрицы Z( )s , удовлетворяющей следу-
ющим условиям
Z( )s

∞
≤2
1 , Z Z( )gi i= , i n=1, , (28)

т.е. к решению матричного варианта задачи Неванлинны-Пика 
[24, 25]. Запишем условие существования решения поставлен-
ной задачи: матрица Z( )s  с дробно-рациональными элемен-
тами, интерполирующая множество di i, Z , аналитическая в 
замкнутой правой полуплоскости и удовлетворяющая услови-
ям (27) существует тогда и только когда матрица Пика
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I Z Z

1

, (29)

неотрицательно определена, т.е. ее минимальное собственное 
число qn ≥ 0 . Приведем один из способов решения задачи 
(27): введем обозначения
C I I I

f f f− = [ ]n n n
, (30)

C Z Z Z+ = [ ]1 2 n , и (31)
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, (32)

а также блочную матричную передаточную функцию 

Ξ Λ( ) ( ) [ ]s sm n n n
H H= +









 − −+

+

−
⋅

− −
+ −I
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I A C C
f f π

1 1
, (33)

после чего представим множество решений задачи (27) в виде
Z( ) [ ( ) ( ) ( )][ ( ) ( ) ( )], , , ,s s s s s s s= + + −Ξ Ψ Ξ Ξ Ψ Ξ1 1 1 2 2 1 2 2

1 , (34)
где ¨ ( )s  – m n× f  устойчивая передаточная матрица, удовлет-
воряющая условию 
Ψ( )s

∞
≤1 . 

Вычислив передаточную матрицу Z Z0 01 02( ) ( ) / ( )s s Z s= , 
удовлетворяющую условиям (27) для выбранного параметра 
ρ , выразим из равенства (26) соответствующее ему значение 
параметра Φ0 ( )s  (16):
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Учитывая условия интерполяции (27), несложно проверить 
что деление на полином D ss ( )−  в (34) осуществляется нацело. 
Подставив полученное значение Φ0 ( )s  в (21), получим пере-
даточные функции оптимальной замкнутой системы (10), 
(11):
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 (36)

после чего вычислим передаточную матрицу оптимального 
регулятора W W W0 02

1

01( ) ( ) ( )s s s= −  как решение матричного 
полиномиального уравнения 
W F W F 0u x02 011 1

( ) ( ) ( ) ( )s s s s− = . (37)
Наконец, получим оптимальную передаточную матрицу  
L W0 0( ) ( )s sT= . (38)
Замечание 3.1. Отметим, что при использовании данного под-
хода элементы передаточных матриц оптимальной замкнутой 
системы (36) могут не оказаться строго правильными дроб-
но-рациональными функциями. В этом случае динамика  зам-
кнутой системы не может быть обеспечена при помощи регу-
лятора, представимого в виде правильной дробно-рациональ-
ной функции. Данная сложность может быть преодолена при 
помощи деформации спектральной плотности внешнего воз-
мущения (3), т.е. использовании вместо S1( )s  передаточной 
матрицы  S Nd1 d( ) ( )s T s= −

1

1

1
, где 

 

где  – полиномиальная матрица размерности n nf f× , та-
кая, что  – Гурвицев полином. 

Замечание 3.2. В соответствии с известными свойствами по-
линомиальных уравнений [26, 27], решение системы (37) не 
единственно. Следует отметить, что характеристический по-
лином  замкнутой системы, соответствующий параметру 
Φ( )s , имеет вид 
∆ ∆( ) ( ) ( )s s C s=  0

,  
где C s0 ( )  – общий множитель числителей и знаменателей 
элементов передаточных матриц Fx1 ( )s , Fu1 ( )s .  Как упомина-
ется в [13], возможна ситуация, когда корни C s0 ( )  лежат в 
правой полуплоскости, приводящая к потере устойчивости. 
Простейший способ избежать ее – выбрать минимальный по-
рядок регулятора (11), при котором C s0 1( ) ≡ .

Обеспечение асимптотической 
устойчивости нелинейного наблюдателя

Предположив, что передаточная матрица L0 ( )s , полученная в 
предыдущем разделе, имеет минимальную реализацию в про-
странстве состояний A B C DL L L L, , ,[ ] , и учитывая наличие 
нелинейной составляющей, перепишем уравнения (6) в виде
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что, в свою очередь, эквивалентно
 , где (39)
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 .

После этого сформулируем условие устойчивости нелинейно-
го наблюдателя (6).
Теорема 1. Если для заданной передаточной матрицы L0 ( )s , 
обеспечивающей гурвицевость характеристического полинома 
матрицы A  в (38), выполняется неравенство

σ
σ

λmin

max

( )

( )





R
P2

>
,  (40)

где σ  – собственные числа, а P  – решение уравнения Ляпунова

    A P PA RT + = −  (41)
для заданной положительно определенной симметричной ма-
трицы R , то нулевое положение равновесия в уравнении (38) 
для  ошибки наблюдения является глобально асимптотически 
устойчивым.
Доказательство. Перепишем уравнение (40) для ошибки на-
блюдения в виде

  (42)
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и на его движениях рассмотрим квадратичную форму 
V T( ) 



e e Pe=  с положительно определенной симметричной 
матрицей P , удовлетворяющей матричному уравнению (41). 
Заметим, что при указанных выше условиях такая матрица су-
ществует и является единственной. Рассмотрим производную 
функции V  по времени на движении (41)

 (43)

Теперь учтем известное неравенство












e R e Re R e2 2σ σmin max( ) ( )≤ ≤T ,  
из которого следует
− ≤ −  e Re R eT σmin ( )

2 , (44)
а также свойство Липшица (2), из которого следует 

 (45)

Тогда, обращаясь к (42)-(44), получим
   

откуда следует, что при выполнении условия (41) справедливо 
строгое неравенство W V( ) ( )( )e e= <

41 0 . Это свидетельствует 
об асимптотической устойчивости нулевого положения равно-
весия для уравнений (42).  
Как было показано в [28], максимум верхней границы допусти-
мой величины константы Липшица,  функции λm ( )

R  

λ λ
σ
σm m= =( )
( )

( )

min

max







R R
P2

,

достигается при условии R I= , из чего вытекает условие 
устойчивости системы (39):

λ
σ

<
1

2 max ( )
P

.  (46)

Пример синтеза нелинейного 
наблюдателя 
Продемонстрируем практическое применение предложенного 
подхода на примере упрощенной нелинейной модели движе-
ния морского судна в горизонтальной плоскости с постоянной 
скоростью V  [13], которое может быть описано уравнениями 
(1) со следующими параметрами
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,

где a V11 0 00936= − . , a12 0 693= . , a V21

20 00048= . , 
a22 0 717= − . , b V1 0 00195= . , b V2

20 000160= . , V =10м/с. 
Вектор x = ( )β ω φ T  состоит из  угла дрейфа β ,  угловой 
скорости вращения по курсу ω  и курса судна φ ; все эти вели-
чины, а также отклонение вертикального руля, измеряются в 
радианах. Формирующий фильтр внешнего возмущения d t( )  
имеет параметры (3)
N sd ( ) .= 0 1 , T s sd ( ) . . ,= + +2 0 1 0 2025

и представление (4) его передаточной функции в простран-
стве состояний имеет параметры

Ad =
− −









0 1 0 405

0 5 0

. .

.

, 
bd =









2

0

, 
cd = ( )0 1

, 
dd = 0

.

На множестве рассматриваемых движений константа Липши-
ца (2)  λ = ⋅3.5 10-4 , следовательно для решения (41) P  долж-
ной выполняться неравенство σmax ( )

P ≤1430 , которое можно 
обеспечить за счет выбор параметров k , Αf  и ¨ ( )s  в (34). 
Выберем матрицу Cr = ( )0 0 1 , Q I= ,  k = 0 05. , Αf = 0 2.  
и ¨ 0( )s ≡ , сформируем систему (10), после чего произведя 
вычисления (18)-(22), получим нижнюю границу значения 
функционала (14) Ja = 0 2562. . Затем, постепенно, увеличи-
вая значения ρ в (23), произведем вычисления (24)-(29) до 
того как  получим положительно определенную матрицу Пика 
(29) при ρ = 0 8435. . После этого по формулам (30)-(36) полу-
чим передаточные матрицы оптимальной замкнутой системы
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,
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где 
∆( ) . . . . . .s s s s s s s= + + + + + +6 5 4 3 212 34 49 31 109 4 140 7 81 03 15 81. 
Исходя из замечания 3.2 выберем нулевой порядок L( )s и, ре-
шив полиномиальное уравнение (37), оптимальную переда-
точную матрицу (38) 
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Для нее значение σmax ( ) .P = 832 642 , т.е. условие (46) выпол-
няется. На рис. 1,2 демонстрируется процесс обнаружения 
сбойного воздействия, возникающего на 50 с. при помощи не-
линейного наблюдателя (5) и линейного наблюдателя, пред-
ставляющего собой (5) без нелинейного слагаемого. Очевид-
но, что наличие не принятой в расчет нелинейности способно 
значительно снизить эффективность наблюдателя. 

Р и с. 1. Процесс оценивания сбойного воздействия f  при помощи 
нелинейного наблюдателя

F i g. 1. The process of evaluating the failure impact f  using a nonlinear 
observer

Р и с. 2. Процесс оценивания сбойного воздействия f  при помощи 
линейного наблюдателя

F i g. 2. The process of evaluating the failure impact f  using a linear observer

Заключение

В данном исследовании продемонстрирован новый подход к 
спектральному  синтезу нелинейных  H∞-оптимальных наблю-
дателей для оценивания воздействия динамических сбоев. 
Проведенное имитационное моделирование подтвердило ра-
ботоспособность и эффективность представленного метода. 
Можно утверждать, что возможность аналитического синтеза 
оценивающих наблюдателей для систем с липщицевой нели-
нейной частью может быть особенно полезна в случае внеш-
него возмущения с размытым спектром, при ограниченных 
вычислительных ресурсах или при необходимости обеспечить 
дополнительные свойства, что возможно осуществить за счет 
неединственности решения.

Наконец, упомянем несколько возможных направлений даль-
нейших исследований. В первую очередь, это задачи, связан-
ные с обеспечением робастности и различными запазды-
ваниями. Также определенный интерес вызывают вопросы 
одновременного синтеза наблюдателя и противоаварийного 
управления, в том числе с применением многоцелевой струк-
туры управления, аналогичной использованной в [14, 17]. 
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