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Аннотация
В предлагаемой статье рассматривается методика развития гибкости мышления студентов 
за счет объединения различных подходов к выполнению учебных математических заданий. 
Рассматривается задача вычисления константы Фейгенбаума с помощью символической дина-
мики и с помощью метода Ньютона. Строятся математические модели вычислительного про-
цесса. Приведены алгоритмы и их реализация на языке программирования. Показано, что при 
решении задачи различными методами, мы приходим к одному результату. Предполагается, 
что при решении поставленной задачи у студентов проявляется интерес как к математическим 
методам исследования, так и к их реализации с помощью средств программирования. Гибкость 
мышления формируется за счет объединения аналитических математических исследований и 
вычислительных алгоритмов, реализованных на компьютере. Предлагаемая методика прове-
дения учебных занятий рассматривалась авторами ранее при реализации выполнения много-
этапных математико-информационных заданий. На каждом этапе решения поставленной за-
дачи студент может почувствовать себя как в роли математика-исследователя, так и в роли 
математика-программиста, экспериментатора. Такая интеграция математических методов и 
информационно-коммуникационных технологий предоставляет возможность организовывать 
творческую математическую и творческую информационную деятельность студентов, наце-
ленную на формирование гибкости мышления и креативных качеств.

Ключевые слова: креативность, гибкость мышления, константа Фейгенбаума, символиче-
ская динамика, орбита точки, метод Ньютона
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Abstract
The proposed article examines the methodology for developing students’ thinking flexibility by com-
bining various approaches to the implementation of educational mathematical tasks. The problem of 
calculating the Feigenbaum constant using symbolic dynamics and using Newton’s method is consid-
ered. Mathematical models of the computational process are being built. Algorithms and their imple-
mentation in the programming language are presented. It is shown that when solving the problem by 
different methods, we come to the same result. It is assumed that when solving the problem, students 
are interested in both mathematical research methods and their implementation using programming 
tools. Flexibility of thinking is formed by combining analytical mathematical research and computa-
tional algorithms implemented on a computer.  The proposed methodology for conducting training 
sessions was considered by the authors earlier in the implementation of the implementation of multi-
stage mathematical and informational tasks. At each stage of solving the problem, the student can feel 
himself both in the role of a mathematician-researcher, and in the role of a mathematician-programmer, 
experimenter. Such integration of mathematical methods and information and communication technol-
ogies provides an opportunity to organize creative mathematical and creative information activities of 
students, aimed at the formation of flexibility of thinking and creative qualities.
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Введение

В самом широком смысле креативность понимается как спо-
собность к творчеству. Важнейшим качеством креативности 
является гибкость мышления, связанная с исследованием 
объекта с разных сторон. При обучении математике и инфор-
матике положительную роль в развитии гибкости мышления 
оказывает решение задачи различными способами и разра-
ботка альтернативных алгоритмов, способствующих ее ре-
шению. Развитию гибкости мышления посвящены многочис-
ленные работы, среди которых [5-10]. Во многих указанных 
работах рассматривалась методика обучения математике че-
рез выполнение многоэтапных математико-информационных 
заданий. Поставленные задачи решались аналитически, затем 
реализовывались с помощью алгоритмов, выполнялась визу-
ализация результата. Последний этап не всегда присутствует 
при решении задачи [20-22].
Для развития гибкости мышления, на наш взгляд, полезно 
рассмотреть два альтернативных алгоритма вычисления кон-
станты Фейгенбаума, открытой во второй половине прошлого 
века и вошедшей в десятку знаменитых констант.

Теоретическая часть

Константа Фейгенбаума вычисляется с помощью итерирова-
ния функций, порождающих дискретные динамические систе-
мы, изучению которых в настоящее время уделяется большое 
внимание (см., например, [1-4])
Опишем первый алгоритм, связанный с символической дина-
микой. 
Мы имеем последовательность значений параметра 

a a a an1 2 3, , ,..., , ...  при которых происходят бифуркации ите-
раций функции , заданной на отрезке с параметром a∈[ ]0 4; .
Как оказалось, существует предел δ = lim

n

n n

n n

a a
a a→∞

+

+ +

−
−
1

2 1

=

4 669201609, ...  Данная константа называется константой 
Фейгенбаума. 
Cледуя М. Шредеру [11], введем понятие символической дина-
мики для орбиты данной точки x f xn n n{ } = { }=

∞

=

∞

0 0 0
( ) . Вместо 

вычисления всех итераций функции часто бывает достаточно 
установить, куда попадает очередная точка xn+1 : слева от мак-
симума (центра) ( )L , или справа от максимума ( )R , либо в мак-
симум функции ( )C , где под максимумом понимается глобаль-
ный максимум функции f x a x x( ) ( )= −1  на отрезке 0 1;[ ] . Най-
денная таким образом последовательность символов 
L R C, ,  называется символической динамикой. Сверху-
стойчивая орбита (орбита точки x = 1

2
) с длиной периода 2  

будет иметь вид C R . Орбита с длиной периода 4  стро-
ится по следующей схеме. Выписываются два периода орбиты 
с длиной периода 2 : C R  C R . Затем второе C  заменяет-
ся на L , если число букв R  слева от него нечетно. Если же это 
число четно, то второе C  следует заменить на R . Например, 
переход от периода длины 2  порождает период длины 4; в 
терминологии символической динамики будет иметь вид: 
C R  →C R L R , далее период длины 4 породит пери-
од длины 8 в рамках символической динамики по схеме: 
C R L R → C R L R L R3 , где R R R R3 = . 

Данный алгоритм необычен и нов для студента, что мотивиру-
ет его к его разработке. 
Будем находить константу Фейгенбаума для функции 

Р и с. 1. Блок-схема вычисления константы Фейгенбаума с помощью символической динамики
F i g. 1. Block diagram for calculating the Feigenbaum constant using symbolic dynamics



418 ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫЕ РЕСУРСЫ И ЛУЧШАЯ ПРАКТИКА ИТ-ОБРАЗОВАНИЯ В. С. Секованов, В. А. Ивков, 
А. А. Пигузов, Л. Б. Рыбина

Том 17, № 2. 2021          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru

Современные 
информационные 
технологии 
и ИТ-образование

f x a x x( ) ( )= ⋅ ⋅ −1  пошагово (см. также [3]). Сначала найдем 
такую замену переменных φ( )x u x v= ⋅ + , чтобы выполнялось 
равенство φ φ− =1

 g f , где g x x f x a x a x( ) , ( )= − ⋅ = ⋅ − ⋅1 2 2µ . 
После несложных преобразований получим формулу перехода 
a = + + ⋅1 1 4 µ  между переменными .
Согласно символической динамике C R L R , имеем 
g g gR L R ( )1 0( )( ) =  Из последнего равенства получаем: 1=
g g gR L R

− − −( )( )1 1 1 0( )
. Умножим левую и правую части послед-

него уравнения на µ µ µ µ= + −, получим 
µ µ µ µ= + −

. 

Если мы рассмотрим функцию σ µ( ) = µ µ µ+ −
, по-

строенную на базе символической динамики C R L R , то не-
подвижной точкой, найденной по вышеописанной схеме, бу-
дет точка µ =1 3107026413, ...  при первом приближении 
µ0 2= . 
Здесь полезно указать, что и для функции 

σ µ µ µ µ µ µ µ µ1( ) = + − − − + −

, построенной 

на базе символической динамики C R L R  R R L R , 
неподвижной точкой будет µ =1 381547484432061, ... , при 
первом приближении µ0 2= . Укажем на рисунке 1 блок-схему 
вычисления константы Фейгенбаума с помощью символиче-
ской динамики (Рис. 1). 
Отметим, что схема а) формирует «строку» (с помощью симво-
лической динамики); схема б) дает возможность вычисления  
µ µ µ µ= + −; схема в) вычисляет µ δ, ,a  (с использованием формулы 
перехода ). 

P a δ
2 3,2360679774997897 –
4 3,49856169932770152 –
8 3,55464086276882487 4,68077099
16 3,56666737985626851 4,66295961
32 3,56924353163711034 4,66840392
64 3,56979529374994462 4,66895374
128 3,56991346542234852 4,66915718
256 3,56993877423330549 4,66919100
512 3,56994419460806494 4,66919947
1024 3,56994535548646858 4,66920113
2048 3,56994560411107844 4,66920150
4096 3,56994565735885651 4,66920158

Р и с. 2. Таблица результатов вычисления константы Фейгенбаума
F i g. 2. Feigenbaum constant calculation results table

P  означает период сверхустойчивой орбиты, то есть период 
точки x1

1

2
= ). 

Второй алгоритм вычисления константы Фейгенбаума бази-
руется на применении метода Ньютона. Отметим, что рассмо-
тренный нами метод достаточно точен, прост универсален и 
не требует вычисления производных итераций функций  
f x

n2 ( ) .  
Рассмотрим алгоритм нахождения универсальной константы 

Фейгенбаума c помощью метода Ньютона. Именно данным ал-
горитмом пользовался Фейгенбаум. 
При нахождении универсальной константы Фейгенбаума нас 
будут интересовать сверхустойчивые орбиты периода 2n 
n=1,2... То есть при значениях параметров a = An мы имеем 

, где  – абсцисса вершины параболы .

Покажем, например, как вычисляется значение А3 (см. также 
[2]): 
1) подбираются . Затем вычисляется 

;

2) А3 находится по следующей схеме:
2a) находятся 22 (четвертая) итерация функции 

 и производная данной итера-
ции в точке x0 при начальном значении ;

2б) по формуле  

вычисляются  (проводится 1000 итераций);
2в) затем полагаем .
После произведенных действий вычисляется  по формуле 

 .

Для нахождения A4 в ячейку A1 записываем содержимое ячейки 
A2, а в ячейку A2 записываем содержимое ячейки A3 (A1= A2 и A2= 
A3) и вычисляется . Далее применяется метод 

Ньютона (проводится 1000 итераций при начальном значении 
; x0 – фиксировано и равно ). После проведенных итераций 

полагаем  и находим новое значение 
Аналогично находятся  и соответствующие значе-
ния .
Подведем краткий итог.  В тело программы вводится n, затем 
задается начальное приближение  (равное 4) и значения  
для циклов периода 1 и 2 (  соответствен-
но); начиная с цикла периода 4 до цикла периода 4096, вычис-
ляются значения А и  по приведенной выше схеме (формула 
Α Α Α Αn n n n+ −≈ + −1

1

1( ) /δ  взята из [1] ). 
Значения А и , приведены на рисунке 3.   

P Α δ
4 3,498561699327702 4.7089430
8 3,554640862768825 4.6807709

16 3,566667379856269 4.6629596
32 3,569243531637110 4.6684039
64 3,569795293749945 4.6689537

128 3,569913465422349 4.6691571
256 3,569938774233305 4.6691910
512 3,569944194608065 4.6691994

1024 3,569945355486469 4.6692011
2048 3,569945604111078 4.6692015
4096 3,569945657358857 4.6692016

Р и с. 3. Таблица вычисления δ
F i g. 3. Calculation table δ
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При решении ряда задач мы использовали математические 
методы и проводили компьютерные эксперименты. Компью-
терные эксперименты с применением математических мето-
дов при решении задач мы будем называть математико-ком-
пьютерными экспериментами [12-15]. 
Следует отметить, что программа вычисления константы Фей-
генбаума методом Ньютона универсальна в том смысле, что 
меняя только функции в первом блоке программы, приведен-
ной ниже, мы получим для каждой из них значения константы. 
Можно рассмотреть и другие квадратичные функции [16-19].
Укажем ниже компьютерную программу вычисления констан-
ты Фейгенбаума с помощью метода Ньютона.

var df:real;n:integer;
function func(a:real;i:integer):real;
var j:integer;ilast:longint;f0,f1,fd0,fd1:real;
begin
  ilast:=1;
  for j:=1 to i do ilast:=ilast*2; f0:=0.5;  fd0:=0;
  for j:=1 to ilast do begin f1:=a*f0-a*f0*f0; fd1:=a*fd0+f0-f0*f0-
2*a*f0*fd0;f0:=f1;    fd0:=fd1; end;
  df:=fd1;
  func:=f1;
end;
function ai(a0:real;i:integer):real;
var a1,f:real; j:integer;
begin
  for j:=1 to 1000 do begin f:=func(a0,i); a0:=a0-(f-0.5)/df;  end;
  ai:=a0;
end;
var a1,a2,a3,sigma:real; i:integer;
begin  readln(n); sigma:=4;a1:=2; a2:=1+sqrt(5);
    for i:=1 to n do begin
    a3:=ai(a2+(a2-a1)/sigma,i+1); sigma:=(a2-a1)/(a3-a2);
    writeln(i,’)’,sigma:18:15,a1:18:15,a2:18:15,a3:18:15);
    a1:=a2; a2:=a3; end;
  readln;
end.

Заключение

В заключение отметим, что при нахождении константы Фей-
генбаума у студентов появляется интерес как к математиче-
ским методам, так и к программированию, развивается инту-
итивное мышление, формируется  толерантное отношение к 
новизне. Такая методика применима к целому классу матема-
тических задач [23-25].
Гибкость мышления формируется за счет исследования ново-
го математического объекта с помощью различных математи-
ческих методов и альтернативных компьютерных алгоритмов. 
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