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Аннотация
Развитие робастных систем управления связано с тем, что обычно существует источник нео-
пределенности при моделировании системы, например возмущение, немоделированная ди-
намика, неопределенность параметров и шум измерения. Некоторые характеристики, такие 
как устойчивость, чувствительность и робастность, определены для оценки того, как система 
управления может справиться с неопределенностью. Система управления называется робаст-
ной, если устойчивость поддерживается, а технические характеристики выполняются при на-
личии определенного диапазона неопределенности. Основная цель данной статьи - предло-
жить достаточные критерии устойчивости и стабилизации по Ляпунову для линейные систе-
мы с переменными параметрами LPV с вероятностной неопределенностью.
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Abstract
Recently, many control designers have worked on design methods that meet several design specifi-
cations called multi-objective control design. However, the main challenge for the Model Predictive 
Control design is the high computational load preventing its application to the fast dynamic control of 
the system in real time. To meet this challenge, this paper proposes a new modified Model Predictive 
Control design for nonlinear systems with probabilistic uncertainties that guarantees robust stability 
and performance of the systems, using the Linear Matrix Inequality “LMI”. Introducing our robust Mod-
el Predictive Control state feedback, the control law will be calculated by step-by-step optimization, 
and the LMI solutions can be found to stabilize the Linear Parameter-Varying “LPV” system with distur-
bance rejection ability. Then, a Tensor Product (TP) model transformation is constructed as a powerful 
tool in the modeling of the complex nonlinear systems. 
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Введение

Робастное управление ‒ это синтез, который оптимизирует 
технические характеристики наихудшего случая и определяет 
параметры наихудшего случая, в то время как объект остает-
ся изменчивым в некотором заданном наборе. Неопределен-
ная модель появляется, когда параметры системы точно не 
известны или могут изменяться в заданном диапазоне. В [9] 
предлагается синтез робастного MPC, который позволяет явно 
включать описание неопределенностей объекта. Кроме того, 
проблема минимизации верхней границы наихудшего случая 
сводится к выпуклой оптимизации с использованием линей-
ными матричными неравенствами «LMI». Было доказано, что 
решение задачи оптимизации LMI, которая представляет со-
бой управление с обратной связью по состоянию удаляюще-
гося горизонта, может робастно стабилизировать множество 
неопределенных объектов. По мотивам [9, 10] представил 
новый подход, основанный на использовании нескольких 
функций Ляпунова, каждая из которых соответствует разной 
вершине многогранника неопределенности. В [11] предложен 
метод синтеза закона MPC для систем с линейным изменением 
параметров (LPV) с использованием функции Ляпунова, зави-
сящей от параметра, и заявлены менее консервативные харак-
теристики управления. Кроме того, вычислительная нагрузка, 
связанная с робастным MPC, является сложной проблемой для 
онлайн-приложения робастного MPC. Чтобы устранить этот 
недостаток, здесь предлагается модифицированная стратегия 
стабилизации системы LPV с уменьшенной вычислительной 
нагрузкой. В моей будущей работе будет представлена модель 
шасси, затем предложенный метод будет использоваться для 
подавления шимминг-вибрации шасси, поэтому мы определи-
ли тензорное произведение. 

Робастный MPC Дизайн
1. Робастный MPC Дизайн 

Рассмотрим систему LPV (1)          
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) =  𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑡𝑡) =  𝐶𝐶𝐶𝐶 (𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)   

где матрица нелинейной системы    𝑆𝑆𝑆𝑆(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) =

�𝐴𝐴𝐴𝐴
(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)� ∈ ℝ
(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)×(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚) (2) 

𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺 - вектор изменяющихся во времени параметров.  Он 
может включать некоторые элементы 𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑡𝑡𝑡𝑡) или 𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑡𝑡𝑡𝑡). Множе-
ство 𝛺𝛺𝛺𝛺 представляет собой замкнутый гиперкуб, который опи-
сывает изменяющиеся во времени и параметрические неопре-
деленности в этой системе. 
система LPV с входными и выходными ограничениями   
�𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘�2

2
≤ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

�𝑦𝑦𝑦𝑦𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘�2
2
≤ 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

(3)  

где k ‒ момент времени, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ‒ верхняя граница ввода, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ‒ 
верхняя граница вывода, а i = 0, 1, ... ‒ время будущей выборки. 
Задача управления состоит в том, чтобы найти закон управле-
ния u(k), чтобы переменные состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑘𝑘𝑘𝑘) могли быть дове-
дены до нуля за желаемое время1. 
Управляющий сигнал обновляется в каждый момент выборки 
посредством минимизации конечных робастных целевых ха-
рактеристик по отношению к неопределенным параметрам и 
ограничениям (3) в каждый момент выборки 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Используя 
ме-тод оптимизации «Minimax», целевую функцию можно 
запи-сать следующим образом:  

minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑢𝑢

max
𝑷𝑷𝑷𝑷

∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 ,   (4)              

𝑅𝑅𝑅𝑅 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0, В Робастном MPC design функция Ляпунова выбрана 
как функция конечной стоимости, определяемая как:  

𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  

У нас есть: ∀𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝒳𝒳𝒳𝒳𝑓𝑓𝑓𝑓,Ф�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)� − Ф(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≤ −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝑇𝑇𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑅𝑅𝑅𝑅𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)  
Ф(х) ‒ функция конечной стоимости.  
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)  =  𝐵𝐵𝐵𝐵𝑥𝑥𝑥𝑥 ‒ номинальный регулятор,  
Используя это, можно достичь цели оптимальной производи-
тельности (4) следующим образом: 

𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� − 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  (5) 

Суммируя указанное выше неравенство от момента времени 
𝑘𝑘𝑘𝑘 до ∞ и 𝑥𝑥𝑥𝑥∞|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, получаем следующее ограничение:   
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘∞
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 ≤ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚|𝑚𝑚𝑚𝑚)   (6) 

т.е. функция Ляпунова является верхней границей для функ-
ции стоимости бесконечного горизонта во время выборки k. 
Примечание: чтобы спроектировать MPC для Политипической 
модели, цель состоит в том, чтобы найти линейную обратную 
связь по состоянию 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , которая минимизирует верх-
нюю границу квадратичной стоимости наихудшего случая с 
бесконечным горизонтом, которая является функцией 
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 .  
И так задача разработки управлении состоит в том, чтобы 
найти 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘  и 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 , где закон управления  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘,   𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0 

1 Баландин Д. В., Коган М. М. Синтез законов управления на основе 
линейных матричных неравенств. М.: Физматлит, 2007. 280 с. URL:

этот закон управления, действительно, минимизирует верх-
нюю границу устойчивой целевой функции производительно-
сти во время выборки, 𝑘𝑘𝑘𝑘. 
Выполняя преобразование конгруэнтности с 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘 > 0 
определяющий 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘       (7) 
и, применяя комплимент Шура, задача минимизации линей-
ной цели [9] будет получена как:  

minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘      (8.1) 

при условии 

� 1 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0      (8.2) 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ∗ ∗
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ∗
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑘/2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

 
∗
∗
∗

 

  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑘/2𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘 0       0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
≥ 0    (8.3) 

�
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘
 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0    (8.4) 

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝛾𝛾𝛾𝛾 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶𝑇𝑇𝑇𝑇

 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
� ≥ 0    (8.5) 

где выходная матрица 𝐶𝐶𝐶𝐶 является общей для всех вершин 
и 𝑗𝑗𝑗𝑗 =  1, 2, . . . , 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝐵𝐵𝐵𝐵 - количество вершин). Кроме того, символ * 
представляет симметричную структуру в LMI. 
В соответствии с разработанным выше законом обратной 
связи с обратной связью решение для оптимизации в (8.1) мо-
жет быть получено с использованием метода LMI, который 
приводит к стабилизации системы LPV (5), а переменные со-
стояния устанавливаются на ноль. В каждый момент выборки 
оптимальная верхняя граница затрат на производительность 
в наихудшем случае на бесконечном горизонте получается пу-
тем принудительного уменьшения квадратичной функции со-
стояния по крайней мере на величину затрат производитель-
ности наихудшего случая в каждый момент прогнозирования 
[15-19]. Такая пошаговая оптимизация в реальном времени 
может привести к асимптотически устойчивой эволюции. Но 
для приложений реального времени, особенно для подавле-
ния вибрации в системе шасси, вычислительная эффектив-
ность LMI очень важна, чтобы гарантировать практическую 
реализацию робастного MPC. Чтобы повысить эффективность 
вычислений, нужно жертвовать оптимальной производитель-
ностью в пользу вычислительной нагрузки на каждом этапе.  
Чтобы облегчить вычислительную нагрузку в робастном MPC, 
сделана попытка уменьшить размерность матриц в уравне-
ниях LMI. (8.2) ‒ (8.5). Неравенство (8.3) требует наибольшей 
вычислительной нагрузки, поскольку ему должна удовлетво-
рять каждая вершина [𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗]. Установлено, что матрицы в 
строках 3 и 4 в неравенстве (8.3) напрямую связаны с индек-
сом робастной производительности, который появляется в 
правой части неравенства (5). Модифицированный робаст-
ный MPC будет менять оптимальную производительность на 
вычислительную нагрузку [2]. 
Для выполнения вышеизложенного, функция Ляпунова опре-
деляется  𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘    
где 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘: = 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘 ‒ положительно определенная матрица, кото-
рая будет получена путем решения оптимальной задачи в те-
кущий момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘. Чтобы гарантировать асимптотиче-
скую устойчивость замкнутой системы, что является основ-
ной целью проектирования регуляторов, необходимо опреде-
лить функцию Ляпунова для замкнутой системы, которая 
строго убывает     

https://www.elibrary.ru/item.asp?id=24056938 (дата обращения: 
07.09.2021).

1 Баландин Д. В., Коган М. М. Синтез законов управления на основе линейных матричных неравенств. М.: Физматлит, 2007. 280 с. URL: https://www.elibrary.
ru/item.asp?id=24056938 (дата обращения: 07.09.2021).

1. Робастный MPC Дизайн 

Рассмотрим систему LPV (1)          
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) =  𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑡𝑡) =  𝐶𝐶𝐶𝐶 (𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)   

где матрица нелинейной системы    𝑆𝑆𝑆𝑆(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) =

�𝐴𝐴𝐴𝐴
(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)� ∈ ℝ
(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)×(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚) (2) 

𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺 - вектор изменяющихся во времени параметров.  Он 
может включать некоторые элементы 𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑡𝑡𝑡𝑡) или 𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑡𝑡𝑡𝑡). Множе-
ство 𝛺𝛺𝛺𝛺 представляет собой замкнутый гиперкуб, который опи-
сывает изменяющиеся во времени и параметрические неопре-
деленности в этой системе. 
система LPV с входными и выходными ограничениями   
�𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘�2

2
≤ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

�𝑦𝑦𝑦𝑦𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘�2
2
≤ 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

(3)  

где k ‒ момент времени, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ‒ верхняя граница ввода, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ‒ 
верхняя граница вывода, а i = 0, 1, ... ‒ время будущей выборки. 
Задача управления состоит в том, чтобы найти закон управле-
ния u(k), чтобы переменные состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑘𝑘𝑘𝑘) могли быть дове-
дены до нуля за желаемое время1. 
Управляющий сигнал обновляется в каждый момент выборки 
посредством минимизации конечных робастных целевых ха-
рактеристик по отношению к неопределенным параметрам и 
ограничениям (3) в каждый момент выборки 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Используя 
ме-тод оптимизации «Minimax», целевую функцию можно 
запи-сать следующим образом:  

minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑢𝑢

max
𝑷𝑷𝑷𝑷

∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 ,   (4)              

𝑅𝑅𝑅𝑅 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0, В Робастном MPC design функция Ляпунова выбрана 
как функция конечной стоимости, определяемая как:  

𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  

У нас есть: ∀𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝒳𝒳𝒳𝒳𝑓𝑓𝑓𝑓,Ф�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)� − Ф(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≤ −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝑇𝑇𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑅𝑅𝑅𝑅𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)  
Ф(х) ‒ функция конечной стоимости.  
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)  =  𝐵𝐵𝐵𝐵𝑥𝑥𝑥𝑥 ‒ номинальный регулятор,  
Используя это, можно достичь цели оптимальной производи-
тельности (4) следующим образом: 

𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� − 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  (5) 

Суммируя указанное выше неравенство от момента времени 
𝑘𝑘𝑘𝑘 до ∞ и 𝑥𝑥𝑥𝑥∞|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, получаем следующее ограничение:   
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘∞
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 ≤ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚|𝑚𝑚𝑚𝑚)   (6) 

т.е. функция Ляпунова является верхней границей для функ-
ции стоимости бесконечного горизонта во время выборки k. 
Примечание: чтобы спроектировать MPC для Политипической 
модели, цель состоит в том, чтобы найти линейную обратную 
связь по состоянию 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , которая минимизирует верх-
нюю границу квадратичной стоимости наихудшего случая с 
бесконечным горизонтом, которая является функцией 
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 .  
И так задача разработки управлении состоит в том, чтобы 
найти 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘  и 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 , где закон управления  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘,   𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0 

1 Баландин Д. В., Коган М. М. Синтез законов управления на основе 
линейных матричных неравенств. М.: Физматлит, 2007. 280 с. URL:

этот закон управления, действительно, минимизирует верх-
нюю границу устойчивой целевой функции производительно-
сти во время выборки, 𝑘𝑘𝑘𝑘. 
Выполняя преобразование конгруэнтности с 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘 > 0 
определяющий 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘       (7) 
и, применяя комплимент Шура, задача минимизации линей-
ной цели [9] будет получена как:  

minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘      (8.1) 

при условии 

� 1 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0      (8.2) 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ∗ ∗
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ∗
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑘/2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

 
∗
∗
∗

 

  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑘/2𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘 0       0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
≥ 0    (8.3) 

�
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘
 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0    (8.4) 

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝛾𝛾𝛾𝛾 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶𝑇𝑇𝑇𝑇

 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
� ≥ 0    (8.5) 

где выходная матрица 𝐶𝐶𝐶𝐶 является общей для всех вершин 
и 𝑗𝑗𝑗𝑗 =  1, 2, . . . , 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝐵𝐵𝐵𝐵 - количество вершин). Кроме того, символ * 
представляет симметричную структуру в LMI. 
В соответствии с разработанным выше законом обратной 
связи с обратной связью решение для оптимизации в (8.1) мо-
жет быть получено с использованием метода LMI, который 
приводит к стабилизации системы LPV (5), а переменные со-
стояния устанавливаются на ноль. В каждый момент выборки 
оптимальная верхняя граница затрат на производительность 
в наихудшем случае на бесконечном горизонте получается пу-
тем принудительного уменьшения квадратичной функции со-
стояния по крайней мере на величину затрат производитель-
ности наихудшего случая в каждый момент прогнозирования 
[15-19]. Такая пошаговая оптимизация в реальном времени 
может привести к асимптотически устойчивой эволюции. Но 
для приложений реального времени, особенно для подавле-
ния вибрации в системе шасси, вычислительная эффектив-
ность LMI очень важна, чтобы гарантировать практическую 
реализацию робастного MPC. Чтобы повысить эффективность 
вычислений, нужно жертвовать оптимальной производитель-
ностью в пользу вычислительной нагрузки на каждом этапе.  
Чтобы облегчить вычислительную нагрузку в робастном MPC, 
сделана попытка уменьшить размерность матриц в уравне-
ниях LMI. (8.2) ‒ (8.5). Неравенство (8.3) требует наибольшей 
вычислительной нагрузки, поскольку ему должна удовлетво-
рять каждая вершина [𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗]. Установлено, что матрицы в 
строках 3 и 4 в неравенстве (8.3) напрямую связаны с индек-
сом робастной производительности, который появляется в 
правой части неравенства (5). Модифицированный робаст-
ный MPC будет менять оптимальную производительность на 
вычислительную нагрузку [2]. 
Для выполнения вышеизложенного, функция Ляпунова опре-
деляется  𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘    
где 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘: = 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘 ‒ положительно определенная матрица, кото-
рая будет получена путем решения оптимальной задачи в те-
кущий момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘. Чтобы гарантировать асимптотиче-
скую устойчивость замкнутой системы, что является основ-
ной целью проектирования регуляторов, необходимо опреде-
лить функцию Ляпунова для замкнутой системы, которая 
строго убывает     

https://www.elibrary.ru/item.asp?id=24056938 (дата обращения: 
07.09.2021).

за желаемое время1.1. Робастный MPC Дизайн 

Рассмотрим систему LPV (1)          
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) =  𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑡𝑡) =  𝐶𝐶𝐶𝐶 (𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)   

где матрица нелинейной системы    𝑆𝑆𝑆𝑆(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) =

�𝐴𝐴𝐴𝐴
(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)� ∈ ℝ
(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)×(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚) (2) 

𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺 - вектор изменяющихся во времени параметров.  Он 
может включать некоторые элементы 𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑡𝑡𝑡𝑡) или 𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑡𝑡𝑡𝑡). Множе-
ство 𝛺𝛺𝛺𝛺 представляет собой замкнутый гиперкуб, который опи-
сывает изменяющиеся во времени и параметрические неопре-
деленности в этой системе. 
система LPV с входными и выходными ограничениями   
�𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘�2

2
≤ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

�𝑦𝑦𝑦𝑦𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘�2
2
≤ 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

(3)  

где k ‒ момент времени, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ‒ верхняя граница ввода, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ‒ 
верхняя граница вывода, а i = 0, 1, ... ‒ время будущей выборки. 
Задача управления состоит в том, чтобы найти закон управле-
ния u(k), чтобы переменные состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑘𝑘𝑘𝑘) могли быть дове-
дены до нуля за желаемое время1. 
Управляющий сигнал обновляется в каждый момент выборки 
посредством минимизации конечных робастных целевых ха-
рактеристик по отношению к неопределенным параметрам и 
ограничениям (3) в каждый момент выборки 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Используя 
ме-тод оптимизации «Minimax», целевую функцию можно 
запи-сать следующим образом:  

minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑢𝑢

max
𝑷𝑷𝑷𝑷

∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 ,   (4)              

𝑅𝑅𝑅𝑅 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0, В Робастном MPC design функция Ляпунова выбрана 
как функция конечной стоимости, определяемая как:  

𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  

У нас есть: ∀𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝒳𝒳𝒳𝒳𝑓𝑓𝑓𝑓,Ф�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)� − Ф(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≤ −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝑇𝑇𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑅𝑅𝑅𝑅𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)  
Ф(х) ‒ функция конечной стоимости.  
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)  =  𝐵𝐵𝐵𝐵𝑥𝑥𝑥𝑥 ‒ номинальный регулятор,  
Используя это, можно достичь цели оптимальной производи-
тельности (4) следующим образом: 

𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� − 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  (5) 

Суммируя указанное выше неравенство от момента времени 
𝑘𝑘𝑘𝑘 до ∞ и 𝑥𝑥𝑥𝑥∞|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, получаем следующее ограничение:   
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘∞
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 ≤ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚|𝑚𝑚𝑚𝑚)   (6) 

т.е. функция Ляпунова является верхней границей для функ-
ции стоимости бесконечного горизонта во время выборки k. 
Примечание: чтобы спроектировать MPC для Политипической 
модели, цель состоит в том, чтобы найти линейную обратную 
связь по состоянию 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , которая минимизирует верх-
нюю границу квадратичной стоимости наихудшего случая с 
бесконечным горизонтом, которая является функцией 
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 .  
И так задача разработки управлении состоит в том, чтобы 
найти 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘  и 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 , где закон управления  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘,   𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0 

1 Баландин Д. В., Коган М. М. Синтез законов управления на основе 
линейных матричных неравенств. М.: Физматлит, 2007. 280 с. URL:

этот закон управления, действительно, минимизирует верх-
нюю границу устойчивой целевой функции производительно-
сти во время выборки, 𝑘𝑘𝑘𝑘. 
Выполняя преобразование конгруэнтности с 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘 > 0 
определяющий 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘       (7) 
и, применяя комплимент Шура, задача минимизации линей-
ной цели [9] будет получена как:  

minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘      (8.1) 

при условии 

� 1 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0      (8.2) 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ∗ ∗
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ∗
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑘/2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

 
∗
∗
∗

 

  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑘/2𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘 0       0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
≥ 0    (8.3) 

�
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘
 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0    (8.4) 

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝛾𝛾𝛾𝛾 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶𝑇𝑇𝑇𝑇

 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
� ≥ 0    (8.5) 

где выходная матрица 𝐶𝐶𝐶𝐶 является общей для всех вершин 
и 𝑗𝑗𝑗𝑗 =  1, 2, . . . , 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝐵𝐵𝐵𝐵 - количество вершин). Кроме того, символ * 
представляет симметричную структуру в LMI. 
В соответствии с разработанным выше законом обратной 
связи с обратной связью решение для оптимизации в (8.1) мо-
жет быть получено с использованием метода LMI, который 
приводит к стабилизации системы LPV (5), а переменные со-
стояния устанавливаются на ноль. В каждый момент выборки 
оптимальная верхняя граница затрат на производительность 
в наихудшем случае на бесконечном горизонте получается пу-
тем принудительного уменьшения квадратичной функции со-
стояния по крайней мере на величину затрат производитель-
ности наихудшего случая в каждый момент прогнозирования 
[15-19]. Такая пошаговая оптимизация в реальном времени 
может привести к асимптотически устойчивой эволюции. Но 
для приложений реального времени, особенно для подавле-
ния вибрации в системе шасси, вычислительная эффектив-
ность LMI очень важна, чтобы гарантировать практическую 
реализацию робастного MPC. Чтобы повысить эффективность 
вычислений, нужно жертвовать оптимальной производитель-
ностью в пользу вычислительной нагрузки на каждом этапе.  
Чтобы облегчить вычислительную нагрузку в робастном MPC, 
сделана попытка уменьшить размерность матриц в уравне-
ниях LMI. (8.2) ‒ (8.5). Неравенство (8.3) требует наибольшей 
вычислительной нагрузки, поскольку ему должна удовлетво-
рять каждая вершина [𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗]. Установлено, что матрицы в 
строках 3 и 4 в неравенстве (8.3) напрямую связаны с индек-
сом робастной производительности, который появляется в 
правой части неравенства (5). Модифицированный робаст-
ный MPC будет менять оптимальную производительность на 
вычислительную нагрузку [2]. 
Для выполнения вышеизложенного, функция Ляпунова опре-
деляется  𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘    
где 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘: = 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘 ‒ положительно определенная матрица, кото-
рая будет получена путем решения оптимальной задачи в те-
кущий момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘. Чтобы гарантировать асимптотиче-
скую устойчивость замкнутой системы, что является основ-
ной целью проектирования регуляторов, необходимо опреде-
лить функцию Ляпунова для замкнутой системы, которая 
строго убывает     

https://www.elibrary.ru/item.asp?id=24056938 (дата обращения: 
07.09.2021).
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1. Робастный MPC Дизайн 

Рассмотрим систему LPV (1)          
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) =  𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑡𝑡) =  𝐶𝐶𝐶𝐶 (𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)   

где матрица нелинейной системы    𝑆𝑆𝑆𝑆(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) =

�𝐴𝐴𝐴𝐴
(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)� ∈ ℝ
(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)×(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚) (2) 

𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺 - вектор изменяющихся во времени параметров.  Он 
может включать некоторые элементы 𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑡𝑡𝑡𝑡) или 𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑡𝑡𝑡𝑡). Множе-
ство 𝛺𝛺𝛺𝛺 представляет собой замкнутый гиперкуб, который опи-
сывает изменяющиеся во времени и параметрические неопре-
деленности в этой системе. 
система LPV с входными и выходными ограничениями   
�𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘�2

2
≤ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

�𝑦𝑦𝑦𝑦𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘�2
2
≤ 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

(3)  

где k ‒ момент времени, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ‒ верхняя граница ввода, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ‒ 
верхняя граница вывода, а i = 0, 1, ... ‒ время будущей выборки. 
Задача управления состоит в том, чтобы найти закон управле-
ния u(k), чтобы переменные состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑘𝑘𝑘𝑘) могли быть дове-
дены до нуля за желаемое время1. 
Управляющий сигнал обновляется в каждый момент выборки 
посредством минимизации конечных робастных целевых ха-
рактеристик по отношению к неопределенным параметрам и 
ограничениям (3) в каждый момент выборки 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Используя 
ме-тод оптимизации «Minimax», целевую функцию можно 
запи-сать следующим образом:  

minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑢𝑢

max
𝑷𝑷𝑷𝑷

∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 ,   (4)              

𝑅𝑅𝑅𝑅 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0, В Робастном MPC design функция Ляпунова выбрана 
как функция конечной стоимости, определяемая как:  

𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  

У нас есть: ∀𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝒳𝒳𝒳𝒳𝑓𝑓𝑓𝑓,Ф�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)� − Ф(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≤ −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝑇𝑇𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑅𝑅𝑅𝑅𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)  
Ф(х) ‒ функция конечной стоимости.  
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)  =  𝐵𝐵𝐵𝐵𝑥𝑥𝑥𝑥 ‒ номинальный регулятор,  
Используя это, можно достичь цели оптимальной производи-
тельности (4) следующим образом: 

𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� − 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  (5) 

Суммируя указанное выше неравенство от момента времени 
𝑘𝑘𝑘𝑘 до ∞ и 𝑥𝑥𝑥𝑥∞|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, получаем следующее ограничение:   
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘∞
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 ≤ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚|𝑚𝑚𝑚𝑚)   (6) 

т.е. функция Ляпунова является верхней границей для функ-
ции стоимости бесконечного горизонта во время выборки k. 
Примечание: чтобы спроектировать MPC для Политипической 
модели, цель состоит в том, чтобы найти линейную обратную 
связь по состоянию 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , которая минимизирует верх-
нюю границу квадратичной стоимости наихудшего случая с 
бесконечным горизонтом, которая является функцией 
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 .  
И так задача разработки управлении состоит в том, чтобы 
найти 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘  и 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 , где закон управления  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘,   𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0 

1 Баландин Д. В., Коган М. М. Синтез законов управления на основе 
линейных матричных неравенств. М.: Физматлит, 2007. 280 с. URL:

этот закон управления, действительно, минимизирует верх-
нюю границу устойчивой целевой функции производительно-
сти во время выборки, 𝑘𝑘𝑘𝑘. 
Выполняя преобразование конгруэнтности с 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘 > 0 
определяющий 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘       (7) 
и, применяя комплимент Шура, задача минимизации линей-
ной цели [9] будет получена как:  

minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘      (8.1) 

при условии 

� 1 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0      (8.2) 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ∗ ∗
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ∗
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑘/2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

 
∗
∗
∗

 

  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑘/2𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘 0       0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
≥ 0    (8.3) 

�
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘
 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0    (8.4) 

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝛾𝛾𝛾𝛾 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶𝑇𝑇𝑇𝑇

 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
� ≥ 0    (8.5) 

где выходная матрица 𝐶𝐶𝐶𝐶 является общей для всех вершин 
и 𝑗𝑗𝑗𝑗 =  1, 2, . . . , 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝐵𝐵𝐵𝐵 - количество вершин). Кроме того, символ * 
представляет симметричную структуру в LMI. 
В соответствии с разработанным выше законом обратной 
связи с обратной связью решение для оптимизации в (8.1) мо-
жет быть получено с использованием метода LMI, который 
приводит к стабилизации системы LPV (5), а переменные со-
стояния устанавливаются на ноль. В каждый момент выборки 
оптимальная верхняя граница затрат на производительность 
в наихудшем случае на бесконечном горизонте получается пу-
тем принудительного уменьшения квадратичной функции со-
стояния по крайней мере на величину затрат производитель-
ности наихудшего случая в каждый момент прогнозирования 
[15-19]. Такая пошаговая оптимизация в реальном времени 
может привести к асимптотически устойчивой эволюции. Но 
для приложений реального времени, особенно для подавле-
ния вибрации в системе шасси, вычислительная эффектив-
ность LMI очень важна, чтобы гарантировать практическую 
реализацию робастного MPC. Чтобы повысить эффективность 
вычислений, нужно жертвовать оптимальной производитель-
ностью в пользу вычислительной нагрузки на каждом этапе.  
Чтобы облегчить вычислительную нагрузку в робастном MPC, 
сделана попытка уменьшить размерность матриц в уравне-
ниях LMI. (8.2) ‒ (8.5). Неравенство (8.3) требует наибольшей 
вычислительной нагрузки, поскольку ему должна удовлетво-
рять каждая вершина [𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗]. Установлено, что матрицы в 
строках 3 и 4 в неравенстве (8.3) напрямую связаны с индек-
сом робастной производительности, который появляется в 
правой части неравенства (5). Модифицированный робаст-
ный MPC будет менять оптимальную производительность на 
вычислительную нагрузку [2]. 
Для выполнения вышеизложенного, функция Ляпунова опре-
деляется  𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘    
где 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘: = 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘 ‒ положительно определенная матрица, кото-
рая будет получена путем решения оптимальной задачи в те-
кущий момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘. Чтобы гарантировать асимптотиче-
скую устойчивость замкнутой системы, что является основ-
ной целью проектирования регуляторов, необходимо опреде-
лить функцию Ляпунова для замкнутой системы, которая 
строго убывает     

https://www.elibrary.ru/item.asp?id=24056938 (дата обращения: 
07.09.2021).

1. Робастный MPC Дизайн 

Рассмотрим систему LPV (1)          
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) =  𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑡𝑡) =  𝐶𝐶𝐶𝐶 (𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)   

где матрица нелинейной системы    𝑆𝑆𝑆𝑆(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) =

�𝐴𝐴𝐴𝐴
(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝒑𝒑𝒑𝒑(𝑡𝑡𝑡𝑡),𝑞𝑞𝑞𝑞)� ∈ ℝ
(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)×(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚) (2) 

𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺 - вектор изменяющихся во времени параметров.  Он 
может включать некоторые элементы 𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑡𝑡𝑡𝑡) или 𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑡𝑡𝑡𝑡). Множе-
ство 𝛺𝛺𝛺𝛺 представляет собой замкнутый гиперкуб, который опи-
сывает изменяющиеся во времени и параметрические неопре-
деленности в этой системе. 
система LPV с входными и выходными ограничениями   
�𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘�2

2
≤ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

�𝑦𝑦𝑦𝑦𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘�2
2
≤ 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

(3)  

где k ‒ момент времени, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ‒ верхняя граница ввода, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ‒ 
верхняя граница вывода, а i = 0, 1, ... ‒ время будущей выборки. 
Задача управления состоит в том, чтобы найти закон управле-
ния u(k), чтобы переменные состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑘𝑘𝑘𝑘) могли быть дове-
дены до нуля за желаемое время1. 
Управляющий сигнал обновляется в каждый момент выборки 
посредством минимизации конечных робастных целевых ха-
рактеристик по отношению к неопределенным параметрам и 
ограничениям (3) в каждый момент выборки 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Используя 
ме-тод оптимизации «Minimax», целевую функцию можно 
запи-сать следующим образом:  

minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑢𝑢

max
𝑷𝑷𝑷𝑷

∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 ,   (4)              

𝑅𝑅𝑅𝑅 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0, В Робастном MPC design функция Ляпунова выбрана 
как функция конечной стоимости, определяемая как:  

𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  

У нас есть: ∀𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝒳𝒳𝒳𝒳𝑓𝑓𝑓𝑓,Ф�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)� − Ф(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≤ −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝑇𝑇𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑅𝑅𝑅𝑅𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)  
Ф(х) ‒ функция конечной стоимости.  
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)  =  𝐵𝐵𝐵𝐵𝑥𝑥𝑥𝑥 ‒ номинальный регулятор,  
Используя это, можно достичь цели оптимальной производи-
тельности (4) следующим образом: 

𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� − 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  (5) 

Суммируя указанное выше неравенство от момента времени 
𝑘𝑘𝑘𝑘 до ∞ и 𝑥𝑥𝑥𝑥∞|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, получаем следующее ограничение:   
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘+ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘∞
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 ≤ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚|𝑚𝑚𝑚𝑚)   (6) 

т.е. функция Ляпунова является верхней границей для функ-
ции стоимости бесконечного горизонта во время выборки k. 
Примечание: чтобы спроектировать MPC для Политипической 
модели, цель состоит в том, чтобы найти линейную обратную 
связь по состоянию 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , которая минимизирует верх-
нюю границу квадратичной стоимости наихудшего случая с 
бесконечным горизонтом, которая является функцией 
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 .  
И так задача разработки управлении состоит в том, чтобы 
найти 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘  и 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 , где закон управления  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘,   𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0 

1 Баландин Д. В., Коган М. М. Синтез законов управления на основе 
линейных матричных неравенств. М.: Физматлит, 2007. 280 с. URL:

этот закон управления, действительно, минимизирует верх-
нюю границу устойчивой целевой функции производительно-
сти во время выборки, 𝑘𝑘𝑘𝑘. 
Выполняя преобразование конгруэнтности с 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘 > 0 
определяющий 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘       (7) 
и, применяя комплимент Шура, задача минимизации линей-
ной цели [9] будет получена как:  

minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘      (8.1) 

при условии 

� 1 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0      (8.2) 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ∗ ∗
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ∗
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑘/2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

 
∗
∗
∗

 

  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑘/2𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘 0       0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
≥ 0    (8.3) 

�
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘
 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0    (8.4) 

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝛾𝛾𝛾𝛾 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶𝑇𝑇𝑇𝑇

 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
� ≥ 0    (8.5) 

где выходная матрица 𝐶𝐶𝐶𝐶 является общей для всех вершин 
и 𝑗𝑗𝑗𝑗 =  1, 2, . . . , 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝐵𝐵𝐵𝐵 - количество вершин). Кроме того, символ * 
представляет симметричную структуру в LMI. 
В соответствии с разработанным выше законом обратной 
связи с обратной связью решение для оптимизации в (8.1) мо-
жет быть получено с использованием метода LMI, который 
приводит к стабилизации системы LPV (5), а переменные со-
стояния устанавливаются на ноль. В каждый момент выборки 
оптимальная верхняя граница затрат на производительность 
в наихудшем случае на бесконечном горизонте получается пу-
тем принудительного уменьшения квадратичной функции со-
стояния по крайней мере на величину затрат производитель-
ности наихудшего случая в каждый момент прогнозирования 
[15-19]. Такая пошаговая оптимизация в реальном времени 
может привести к асимптотически устойчивой эволюции. Но 
для приложений реального времени, особенно для подавле-
ния вибрации в системе шасси, вычислительная эффектив-
ность LMI очень важна, чтобы гарантировать практическую 
реализацию робастного MPC. Чтобы повысить эффективность 
вычислений, нужно жертвовать оптимальной производитель-
ностью в пользу вычислительной нагрузки на каждом этапе.  
Чтобы облегчить вычислительную нагрузку в робастном MPC, 
сделана попытка уменьшить размерность матриц в уравне-
ниях LMI. (8.2) ‒ (8.5). Неравенство (8.3) требует наибольшей 
вычислительной нагрузки, поскольку ему должна удовлетво-
рять каждая вершина [𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗]. Установлено, что матрицы в 
строках 3 и 4 в неравенстве (8.3) напрямую связаны с индек-
сом робастной производительности, который появляется в 
правой части неравенства (5). Модифицированный робаст-
ный MPC будет менять оптимальную производительность на 
вычислительную нагрузку [2]. 
Для выполнения вышеизложенного, функция Ляпунова опре-
деляется  𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘    
где 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘: = 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑘 ‒ положительно определенная матрица, кото-
рая будет получена путем решения оптимальной задачи в те-
кущий момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘. Чтобы гарантировать асимптотиче-
скую устойчивость замкнутой системы, что является основ-
ной целью проектирования регуляторов, необходимо опреде-
лить функцию Ляпунова для замкнутой системы, которая 
строго убывает     

https://www.elibrary.ru/item.asp?id=24056938 (дата обращения: 
07.09.2021).

𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘� − 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� < 0               (9)  
 
и эквивалентно следующему неравенству  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘 −
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 < 0       (10) 

 
где предполагается, что измеренные переменные состояния в 
момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 равны прогнозируемым переменным 
состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1/𝑘𝑘𝑘𝑘 . Чтобы гарантировать выполнение неравен-
ства (10), необходимо обеспечить следующее неравенство:   
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1                (11) 
 
Неравенство в терминах 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1 и  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 , используя определение 
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘  , можно записать как:  
                                 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1

𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1             (12) 
 
Наш робастный MPC предназначен для того, чтобы матрица 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1  в момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 была меньше, чем 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1  в момент 
времени 𝑘𝑘𝑘𝑘. Это эквивалентно случаю, когда матрица 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 
меньше, чем матрица  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1 .  
 
Его можно записать в следующем виде, добавив к матрице 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 
верхнюю границу 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 :  
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 < 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑰𝑰𝑰𝑰                                              (13) 

 
Кроме того, чтобы гарантировать выполнение неравенства 
(10), правая часть неравенства (11) должна удовлетворять 
следующему неравенству:  
 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 =  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘  ≤   𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘     

(14) 
 
Подстановка  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘  и управления с об-
ратной связью 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  в указанное выше неравенство при-
водит к:  
 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 (𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 (𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

−  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1  ≤ 0 

 (15) 
 
Следующее неравенство будет получено с использованием 
определения усиления управления с обратной связью в (7) и 
политопической модели, определенной в (5):  
 

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

+𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

+ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1) −  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1   ≤ 0 

(16) 
 
Используя определение выпуклой оболочки, указанное выше 
неравенство выполняется, если выполняются следующие 𝐵𝐵𝐵𝐵 
неравенств  

�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1� −  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1   ≤ 0   𝑗𝑗𝑗𝑗
= 1,2, … , 𝐵𝐵𝐵𝐵 

 (17) 
Тогда следующие LMI будут получены путем применения 
комплимента Шура в виде  

 

�
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘  (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇

 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
�        𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝐵𝐵𝐵𝐵            (18) 

 
Таким образом, модификация системы робастного MPC для 
LPV приведено в [2], подверженная ограничениям ввода и вы-
вода, может быть выражена как следующая задача минимиза-
ции:  

 
minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘

𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘                                                     (19.1) 

 
при условии 

 

�
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘  (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇

 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
� ≥ 0              (19.2) 

 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 < 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑰𝑰𝑰𝑰                                            (19.3) 

 

�
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘
 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0                                             (19.4) 

 

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶𝑇𝑇𝑇𝑇

 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑰𝑰𝑰𝑰

� ≥ 0         (19.5) 

 
 
Коэффициент усиления управления с обратной связью полу-
чается, как 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 а управляющий сигнал рассчитыва-
ется как  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0.  
Подробные пошаговые алгоритмы управления кратко изло-
жены ниже. 
  
 
2. Модифицированный алгоритм MPC 

Регулятор для системы LPV с начальным состоянием 𝑥𝑥𝑥𝑥0 реали-
зован в виде:  
1- Решить (8.1) для 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, чтобы получить 𝑋𝑋𝑋𝑋0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌0, подчинен-
ные (8.2) ‒ (8.5) с начальным условием  𝑥𝑥𝑥𝑥0 и ограничениями на 
вход  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 и выход 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 . Сохраните соответствующие 𝑋𝑋𝑋𝑋0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌0.  
2- Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 найдем 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘и  𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘, решив задачу минимизации 
(19.1), в соответствии с (19.2) ‒ (19.5), вычислить коэффици-
ент обратной связи как 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1  и управляющий вход как 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘   
3- Подаем управляющий вход 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 на систему LPV, и 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1, 
затем перейдем к 2.  
Как указано выше, алгоритм начинается с решения трудоем-
кой задачи минимизации с учетом LMI (8.2) ‒ (8.5) перед ите-
рацией, а затем переключается на модифицированный ро-
бастный MPC. Задача оптимизации вне цикла решается для 
получения начального 𝑋𝑋𝑋𝑋0 который будет служить нижней гра-
ницей следующего шага 𝑋𝑋𝑋𝑋1 в цикле. На каждом этапе матрица 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 решается и используется для вычисления коэффициента 
обратной связи 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 . 
Шаг за шагом оптимизация указанной задачи может приве-
сти к асимптотически устойчивой эволюции. 
Предлагаемый алгоритм основан на робастном MPC и концеп-
ции инвариантного эллипсоида [1], [9]. На шаге 1 выполняется 
минимизация верхней границы (𝛾𝛾𝛾𝛾0) функции Ляпунова для 
переменных начального состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥0 и выполняется неравен-
ство 𝑥𝑥𝑥𝑥0𝑇𝑇𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑥𝑥𝑥𝑥0 ≤ 𝛾𝛾𝛾𝛾0. Полученное подмножество пространства со-
стояний  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛,   𝜒𝜒𝜒𝜒𝑓𝑓𝑓𝑓 = �𝑥𝑥𝑥𝑥|𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝑇𝑇𝑋𝑋𝑋𝑋0−1𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 1 � становится инвариант-
ным эллипсоидальным терминальным ограничивающим 
набором переменных состояния. И 𝛾𝛾𝛾𝛾0  также становится верх-
ней границей функции Ляпунова для LPV системы, решая 
предложенную задачу оптимизации на шаге 2. 
Согласно теории оптимизации LMI [3], вычислительные за-
траты на самые быстрые алгоритмы внутренней точки растут 
c 𝑁𝑁𝑁𝑁 × 𝐽𝐽𝐽𝐽3;  где 𝑁𝑁𝑁𝑁 ‒ общий размер строки LMI, а 𝐽𝐽𝐽𝐽 ‒ общее количе-
ство переменных решения. Учитывая задачу минимизации 
(19.1), общий размер строки LMI (19.2) ‒ (19.5) был уменьшен 
по сравнению с размером строки LMI (8.2) ‒ (8.5) на каждой 
итерации. Таким образом значительно снижается вычисли-
тельная нагрузка [20-25]. 
Итак, рассматривали систему LPV с [𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝)|𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)], варьирующу-
юся в многограннике 𝛺𝛺𝛺𝛺 (выпуклой оболочке) вершин 
[𝐴𝐴𝐴𝐴(1)|𝐵𝐵𝐵𝐵(2), 𝐴𝐴𝐴𝐴(2)|𝐵𝐵𝐵𝐵(2), … .𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐵𝐵𝐵𝐵)|𝐵𝐵𝐵𝐵(𝐵𝐵𝐵𝐵)]. Предположим, что на 
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𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘� − 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� < 0               (9)  
 
и эквивалентно следующему неравенству  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘 −
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 < 0       (10) 

 
где предполагается, что измеренные переменные состояния в 
момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 равны прогнозируемым переменным 
состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1/𝑘𝑘𝑘𝑘 . Чтобы гарантировать выполнение неравен-
ства (10), необходимо обеспечить следующее неравенство:   
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1                (11) 
 
Неравенство в терминах 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1 и  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 , используя определение 
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘  , можно записать как:  
                                 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1

𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1             (12) 
 
Наш робастный MPC предназначен для того, чтобы матрица 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1  в момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 была меньше, чем 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1  в момент 
времени 𝑘𝑘𝑘𝑘. Это эквивалентно случаю, когда матрица 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 
меньше, чем матрица  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1 .  
 
Его можно записать в следующем виде, добавив к матрице 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 
верхнюю границу 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 :  
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 < 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑰𝑰𝑰𝑰                                              (13) 

 
Кроме того, чтобы гарантировать выполнение неравенства 
(10), правая часть неравенства (11) должна удовлетворять 
следующему неравенству:  
 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 =  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘  ≤   𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘     

(14) 
 
Подстановка  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘  и управления с об-
ратной связью 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  в указанное выше неравенство при-
водит к:  
 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 (𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 (𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

−  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1  ≤ 0 

 (15) 
 
Следующее неравенство будет получено с использованием 
определения усиления управления с обратной связью в (7) и 
политопической модели, определенной в (5):  
 

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

+𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

+ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1) −  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1   ≤ 0 

(16) 
 
Используя определение выпуклой оболочки, указанное выше 
неравенство выполняется, если выполняются следующие 𝐵𝐵𝐵𝐵 
неравенств  

�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1� −  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1   ≤ 0   𝑗𝑗𝑗𝑗
= 1,2, … , 𝐵𝐵𝐵𝐵 

 (17) 
Тогда следующие LMI будут получены путем применения 
комплимента Шура в виде  

 

�
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘  (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇

 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
�        𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝐵𝐵𝐵𝐵            (18) 

 
Таким образом, модификация системы робастного MPC для 
LPV приведено в [2], подверженная ограничениям ввода и вы-
вода, может быть выражена как следующая задача минимиза-
ции:  

 
minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘

𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘                                                     (19.1) 

 
при условии 

 

�
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘  (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇

 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
� ≥ 0              (19.2) 

 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 < 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑰𝑰𝑰𝑰                                            (19.3) 

 

�
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘
 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0                                             (19.4) 

 

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶𝑇𝑇𝑇𝑇

 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑰𝑰𝑰𝑰

� ≥ 0         (19.5) 

 
 
Коэффициент усиления управления с обратной связью полу-
чается, как 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 а управляющий сигнал рассчитыва-
ется как  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0.  
Подробные пошаговые алгоритмы управления кратко изло-
жены ниже. 
  
 
2. Модифицированный алгоритм MPC 

Регулятор для системы LPV с начальным состоянием 𝑥𝑥𝑥𝑥0 реали-
зован в виде:  
1- Решить (8.1) для 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, чтобы получить 𝑋𝑋𝑋𝑋0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌0, подчинен-
ные (8.2) ‒ (8.5) с начальным условием  𝑥𝑥𝑥𝑥0 и ограничениями на 
вход  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 и выход 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 . Сохраните соответствующие 𝑋𝑋𝑋𝑋0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌0.  
2- Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 найдем 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘и  𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘, решив задачу минимизации 
(19.1), в соответствии с (19.2) ‒ (19.5), вычислить коэффици-
ент обратной связи как 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1  и управляющий вход как 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘   
3- Подаем управляющий вход 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 на систему LPV, и 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1, 
затем перейдем к 2.  
Как указано выше, алгоритм начинается с решения трудоем-
кой задачи минимизации с учетом LMI (8.2) ‒ (8.5) перед ите-
рацией, а затем переключается на модифицированный ро-
бастный MPC. Задача оптимизации вне цикла решается для 
получения начального 𝑋𝑋𝑋𝑋0 который будет служить нижней гра-
ницей следующего шага 𝑋𝑋𝑋𝑋1 в цикле. На каждом этапе матрица 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 решается и используется для вычисления коэффициента 
обратной связи 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 . 
Шаг за шагом оптимизация указанной задачи может приве-
сти к асимптотически устойчивой эволюции. 
Предлагаемый алгоритм основан на робастном MPC и концеп-
ции инвариантного эллипсоида [1], [9]. На шаге 1 выполняется 
минимизация верхней границы (𝛾𝛾𝛾𝛾0) функции Ляпунова для 
переменных начального состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥0 и выполняется неравен-
ство 𝑥𝑥𝑥𝑥0𝑇𝑇𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑥𝑥𝑥𝑥0 ≤ 𝛾𝛾𝛾𝛾0. Полученное подмножество пространства со-
стояний  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛,   𝜒𝜒𝜒𝜒𝑓𝑓𝑓𝑓 = �𝑥𝑥𝑥𝑥|𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝑇𝑇𝑋𝑋𝑋𝑋0−1𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 1 � становится инвариант-
ным эллипсоидальным терминальным ограничивающим 
набором переменных состояния. И 𝛾𝛾𝛾𝛾0  также становится верх-
ней границей функции Ляпунова для LPV системы, решая 
предложенную задачу оптимизации на шаге 2. 
Согласно теории оптимизации LMI [3], вычислительные за-
траты на самые быстрые алгоритмы внутренней точки растут 
c 𝑁𝑁𝑁𝑁 × 𝐽𝐽𝐽𝐽3;  где 𝑁𝑁𝑁𝑁 ‒ общий размер строки LMI, а 𝐽𝐽𝐽𝐽 ‒ общее количе-
ство переменных решения. Учитывая задачу минимизации 
(19.1), общий размер строки LMI (19.2) ‒ (19.5) был уменьшен 
по сравнению с размером строки LMI (8.2) ‒ (8.5) на каждой 
итерации. Таким образом значительно снижается вычисли-
тельная нагрузка [20-25]. 
Итак, рассматривали систему LPV с [𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝)|𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)], варьирующу-
юся в многограннике 𝛺𝛺𝛺𝛺 (выпуклой оболочке) вершин 
[𝐴𝐴𝐴𝐴(1)|𝐵𝐵𝐵𝐵(2), 𝐴𝐴𝐴𝐴(2)|𝐵𝐵𝐵𝐵(2), … .𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐵𝐵𝐵𝐵)|𝐵𝐵𝐵𝐵(𝐵𝐵𝐵𝐵)]. Предположим, что на 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘� − 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� < 0               (9)  

 
и эквивалентно следующему неравенству  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘 −
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 < 0       (10) 

 
где предполагается, что измеренные переменные состояния в 
момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 равны прогнозируемым переменным 
состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1/𝑘𝑘𝑘𝑘 . Чтобы гарантировать выполнение неравен-
ства (10), необходимо обеспечить следующее неравенство:   
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1                (11) 
 
Неравенство в терминах 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1 и  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 , используя определение 
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘  , можно записать как:  
                                 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1

𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1             (12) 
 
Наш робастный MPC предназначен для того, чтобы матрица 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1  в момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 была меньше, чем 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1  в момент 
времени 𝑘𝑘𝑘𝑘. Это эквивалентно случаю, когда матрица 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 
меньше, чем матрица  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1 .  
 
Его можно записать в следующем виде, добавив к матрице 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 
верхнюю границу 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 :  
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 < 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑰𝑰𝑰𝑰                                              (13) 

 
Кроме того, чтобы гарантировать выполнение неравенства 
(10), правая часть неравенства (11) должна удовлетворять 
следующему неравенству:  
 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 =  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘  ≤   𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘     

(14) 
 
Подстановка  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘  и управления с об-
ратной связью 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  в указанное выше неравенство при-
водит к:  
 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 (𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 (𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

−  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1  ≤ 0 

 (15) 
 
Следующее неравенство будет получено с использованием 
определения усиления управления с обратной связью в (7) и 
политопической модели, определенной в (5):  
 

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

+𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

+ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1) −  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1   ≤ 0 

(16) 
 
Используя определение выпуклой оболочки, указанное выше 
неравенство выполняется, если выполняются следующие 𝐵𝐵𝐵𝐵 
неравенств  

�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1� −  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1   ≤ 0   𝑗𝑗𝑗𝑗
= 1,2, … , 𝐵𝐵𝐵𝐵 

 (17) 
Тогда следующие LMI будут получены путем применения 
комплимента Шура в виде  

 

�
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘  (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇

 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
�        𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝐵𝐵𝐵𝐵            (18) 

 
Таким образом, модификация системы робастного MPC для 
LPV приведено в [2], подверженная ограничениям ввода и вы-
вода, может быть выражена как следующая задача минимиза-
ции:  

 
minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘

𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘                                                     (19.1) 

 
при условии 

 

�
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘  (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇

 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
� ≥ 0              (19.2) 

 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 < 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑰𝑰𝑰𝑰                                            (19.3) 

 

�
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘
 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0                                             (19.4) 

 

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶𝑇𝑇𝑇𝑇

 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑰𝑰𝑰𝑰

� ≥ 0         (19.5) 

 
 
Коэффициент усиления управления с обратной связью полу-
чается, как 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 а управляющий сигнал рассчитыва-
ется как  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0.  
Подробные пошаговые алгоритмы управления кратко изло-
жены ниже. 
  
 
2. Модифицированный алгоритм MPC 

Регулятор для системы LPV с начальным состоянием 𝑥𝑥𝑥𝑥0 реали-
зован в виде:  
1- Решить (8.1) для 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, чтобы получить 𝑋𝑋𝑋𝑋0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌0, подчинен-
ные (8.2) ‒ (8.5) с начальным условием  𝑥𝑥𝑥𝑥0 и ограничениями на 
вход  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 и выход 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 . Сохраните соответствующие 𝑋𝑋𝑋𝑋0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌0.  
2- Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 найдем 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘и  𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘, решив задачу минимизации 
(19.1), в соответствии с (19.2) ‒ (19.5), вычислить коэффици-
ент обратной связи как 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1  и управляющий вход как 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘   
3- Подаем управляющий вход 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 на систему LPV, и 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1, 
затем перейдем к 2.  
Как указано выше, алгоритм начинается с решения трудоем-
кой задачи минимизации с учетом LMI (8.2) ‒ (8.5) перед ите-
рацией, а затем переключается на модифицированный ро-
бастный MPC. Задача оптимизации вне цикла решается для 
получения начального 𝑋𝑋𝑋𝑋0 который будет служить нижней гра-
ницей следующего шага 𝑋𝑋𝑋𝑋1 в цикле. На каждом этапе матрица 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 решается и используется для вычисления коэффициента 
обратной связи 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 . 
Шаг за шагом оптимизация указанной задачи может приве-
сти к асимптотически устойчивой эволюции. 
Предлагаемый алгоритм основан на робастном MPC и концеп-
ции инвариантного эллипсоида [1], [9]. На шаге 1 выполняется 
минимизация верхней границы (𝛾𝛾𝛾𝛾0) функции Ляпунова для 
переменных начального состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥0 и выполняется неравен-
ство 𝑥𝑥𝑥𝑥0𝑇𝑇𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑥𝑥𝑥𝑥0 ≤ 𝛾𝛾𝛾𝛾0. Полученное подмножество пространства со-
стояний  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛,   𝜒𝜒𝜒𝜒𝑓𝑓𝑓𝑓 = �𝑥𝑥𝑥𝑥|𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝑇𝑇𝑋𝑋𝑋𝑋0−1𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 1 � становится инвариант-
ным эллипсоидальным терминальным ограничивающим 
набором переменных состояния. И 𝛾𝛾𝛾𝛾0  также становится верх-
ней границей функции Ляпунова для LPV системы, решая 
предложенную задачу оптимизации на шаге 2. 
Согласно теории оптимизации LMI [3], вычислительные за-
траты на самые быстрые алгоритмы внутренней точки растут 
c 𝑁𝑁𝑁𝑁 × 𝐽𝐽𝐽𝐽3;  где 𝑁𝑁𝑁𝑁 ‒ общий размер строки LMI, а 𝐽𝐽𝐽𝐽 ‒ общее количе-
ство переменных решения. Учитывая задачу минимизации 
(19.1), общий размер строки LMI (19.2) ‒ (19.5) был уменьшен 
по сравнению с размером строки LMI (8.2) ‒ (8.5) на каждой 
итерации. Таким образом значительно снижается вычисли-
тельная нагрузка [20-25]. 
Итак, рассматривали систему LPV с [𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝)|𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)], варьирующу-
юся в многограннике 𝛺𝛺𝛺𝛺 (выпуклой оболочке) вершин 
[𝐴𝐴𝐴𝐴(1)|𝐵𝐵𝐵𝐵(2), 𝐴𝐴𝐴𝐴(2)|𝐵𝐵𝐵𝐵(2), … .𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐵𝐵𝐵𝐵)|𝐵𝐵𝐵𝐵(𝐵𝐵𝐵𝐵)]. Предположим, что на 

Модифицированный алгоритм MPC

𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘� − 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� < 0               (9)  
 
и эквивалентно следующему неравенству  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘 −
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 < 0       (10) 

 
где предполагается, что измеренные переменные состояния в 
момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 равны прогнозируемым переменным 
состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1/𝑘𝑘𝑘𝑘 . Чтобы гарантировать выполнение неравен-
ства (10), необходимо обеспечить следующее неравенство:   
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1                (11) 
 
Неравенство в терминах 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1 и  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 , используя определение 
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘  , можно записать как:  
                                 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1

𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1             (12) 
 
Наш робастный MPC предназначен для того, чтобы матрица 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1  в момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 была меньше, чем 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1  в момент 
времени 𝑘𝑘𝑘𝑘. Это эквивалентно случаю, когда матрица 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 
меньше, чем матрица  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1 .  
 
Его можно записать в следующем виде, добавив к матрице 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 
верхнюю границу 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 :  
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 < 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑰𝑰𝑰𝑰                                              (13) 

 
Кроме того, чтобы гарантировать выполнение неравенства 
(10), правая часть неравенства (11) должна удовлетворять 
следующему неравенству:  
 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 =  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘  ≤   𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘     

(14) 
 
Подстановка  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘  и управления с об-
ратной связью 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  в указанное выше неравенство при-
водит к:  
 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 (𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 (𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

−  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1  ≤ 0 

 (15) 
 
Следующее неравенство будет получено с использованием 
определения усиления управления с обратной связью в (7) и 
политопической модели, определенной в (5):  
 

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

+𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

+ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1) −  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1   ≤ 0 

(16) 
 
Используя определение выпуклой оболочки, указанное выше 
неравенство выполняется, если выполняются следующие 𝐵𝐵𝐵𝐵 
неравенств  

�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1� −  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1   ≤ 0   𝑗𝑗𝑗𝑗
= 1,2, … , 𝐵𝐵𝐵𝐵 

 (17) 
Тогда следующие LMI будут получены путем применения 
комплимента Шура в виде  

 

�
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘  (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇

 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
�        𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝐵𝐵𝐵𝐵            (18) 

 
Таким образом, модификация системы робастного MPC для 
LPV приведено в [2], подверженная ограничениям ввода и вы-
вода, может быть выражена как следующая задача минимиза-
ции:  

 
minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘

𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘                                                     (19.1) 

 
при условии 

 

�
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘  (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇

 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
� ≥ 0              (19.2) 

 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 < 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑰𝑰𝑰𝑰                                            (19.3) 

 

�
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘
 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0                                             (19.4) 

 

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶𝑇𝑇𝑇𝑇

 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑰𝑰𝑰𝑰

� ≥ 0         (19.5) 

 
 
Коэффициент усиления управления с обратной связью полу-
чается, как 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 а управляющий сигнал рассчитыва-
ется как  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0.  
Подробные пошаговые алгоритмы управления кратко изло-
жены ниже. 
  
 
2. Модифицированный алгоритм MPC 

Регулятор для системы LPV с начальным состоянием 𝑥𝑥𝑥𝑥0 реали-
зован в виде:  
1- Решить (8.1) для 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, чтобы получить 𝑋𝑋𝑋𝑋0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌0, подчинен-
ные (8.2) ‒ (8.5) с начальным условием  𝑥𝑥𝑥𝑥0 и ограничениями на 
вход  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 и выход 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 . Сохраните соответствующие 𝑋𝑋𝑋𝑋0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌0.  
2- Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 найдем 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘и  𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘, решив задачу минимизации 
(19.1), в соответствии с (19.2) ‒ (19.5), вычислить коэффици-
ент обратной связи как 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1  и управляющий вход как 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘   
3- Подаем управляющий вход 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 на систему LPV, и 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1, 
затем перейдем к 2.  
Как указано выше, алгоритм начинается с решения трудоем-
кой задачи минимизации с учетом LMI (8.2) ‒ (8.5) перед ите-
рацией, а затем переключается на модифицированный ро-
бастный MPC. Задача оптимизации вне цикла решается для 
получения начального 𝑋𝑋𝑋𝑋0 который будет служить нижней гра-
ницей следующего шага 𝑋𝑋𝑋𝑋1 в цикле. На каждом этапе матрица 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 решается и используется для вычисления коэффициента 
обратной связи 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 . 
Шаг за шагом оптимизация указанной задачи может приве-
сти к асимптотически устойчивой эволюции. 
Предлагаемый алгоритм основан на робастном MPC и концеп-
ции инвариантного эллипсоида [1], [9]. На шаге 1 выполняется 
минимизация верхней границы (𝛾𝛾𝛾𝛾0) функции Ляпунова для 
переменных начального состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥0 и выполняется неравен-
ство 𝑥𝑥𝑥𝑥0𝑇𝑇𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑥𝑥𝑥𝑥0 ≤ 𝛾𝛾𝛾𝛾0. Полученное подмножество пространства со-
стояний  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛,   𝜒𝜒𝜒𝜒𝑓𝑓𝑓𝑓 = �𝑥𝑥𝑥𝑥|𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝑇𝑇𝑋𝑋𝑋𝑋0−1𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 1 � становится инвариант-
ным эллипсоидальным терминальным ограничивающим 
набором переменных состояния. И 𝛾𝛾𝛾𝛾0  также становится верх-
ней границей функции Ляпунова для LPV системы, решая 
предложенную задачу оптимизации на шаге 2. 
Согласно теории оптимизации LMI [3], вычислительные за-
траты на самые быстрые алгоритмы внутренней точки растут 
c 𝑁𝑁𝑁𝑁 × 𝐽𝐽𝐽𝐽3;  где 𝑁𝑁𝑁𝑁 ‒ общий размер строки LMI, а 𝐽𝐽𝐽𝐽 ‒ общее количе-
ство переменных решения. Учитывая задачу минимизации 
(19.1), общий размер строки LMI (19.2) ‒ (19.5) был уменьшен 
по сравнению с размером строки LMI (8.2) ‒ (8.5) на каждой 
итерации. Таким образом значительно снижается вычисли-
тельная нагрузка [20-25]. 
Итак, рассматривали систему LPV с [𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝)|𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)], варьирующу-
юся в многограннике 𝛺𝛺𝛺𝛺 (выпуклой оболочке) вершин 
[𝐴𝐴𝐴𝐴(1)|𝐵𝐵𝐵𝐵(2), 𝐴𝐴𝐴𝐴(2)|𝐵𝐵𝐵𝐵(2), … .𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐵𝐵𝐵𝐵)|𝐵𝐵𝐵𝐵(𝐵𝐵𝐵𝐵)]. Предположим, что на 

𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘� − 𝑉𝑉𝑉𝑉�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘� < 0               (9)  
 
и эквивалентно следующему неравенству  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘 −
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 < 0       (10) 

 
где предполагается, что измеренные переменные состояния в 
момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 равны прогнозируемым переменным 
состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1/𝑘𝑘𝑘𝑘 . Чтобы гарантировать выполнение неравен-
ства (10), необходимо обеспечить следующее неравенство:   
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1

𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1                (11) 
 
Неравенство в терминах 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1 и  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 , используя определение 
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘  , можно записать как:  
                                 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1

𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1             (12) 
 
Наш робастный MPC предназначен для того, чтобы матрица 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1  в момент времени 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 была меньше, чем 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1  в момент 
времени 𝑘𝑘𝑘𝑘. Это эквивалентно случаю, когда матрица 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 
меньше, чем матрица  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘+1−1 .  
 
Его можно записать в следующем виде, добавив к матрице 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 
верхнюю границу 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 :  
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 < 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑰𝑰𝑰𝑰                                              (13) 

 
Кроме того, чтобы гарантировать выполнение неравенства 
(10), правая часть неравенства (11) должна удовлетворять 
следующему неравенству:  
 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1 =  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘  ≤   𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘     

(14) 
 
Подстановка  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘  и управления с об-
ратной связью 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘  в указанное выше неравенство при-
водит к:  
 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇 (𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 (𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘

−  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1|𝑘𝑘𝑘𝑘+1  ≤ 0 

 (15) 
 
Следующее неравенство будет получено с использованием 
определения усиления управления с обратной связью в (7) и 
политопической модели, определенной в (5):  
 

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

+𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

+ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1) −  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1   ≤ 0 

(16) 
 
Используя определение выпуклой оболочки, указанное выше 
неравенство выполняется, если выполняются следующие 𝐵𝐵𝐵𝐵 
неравенств  

�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑇𝑇𝑇𝑇  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1� −  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1   ≤ 0   𝑗𝑗𝑗𝑗
= 1,2, … , 𝐵𝐵𝐵𝐵 

 (17) 
Тогда следующие LMI будут получены путем применения 
комплимента Шура в виде  

 

�
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘  (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇

 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
�        𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝐵𝐵𝐵𝐵            (18) 

 
Таким образом, модификация системы робастного MPC для 
LPV приведено в [2], подверженная ограничениям ввода и вы-
вода, может быть выражена как следующая задача минимиза-
ции:  

 
minm𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘

𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘                                                     (19.1) 

 
при условии 

 

�
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘  (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇

 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘) 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘
� ≥ 0              (19.2) 

 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 < 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑰𝑰𝑰𝑰                                            (19.3) 

 

�
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘
 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

� ≥ 0                                             (19.4) 

 

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑇𝑇𝐶𝐶𝐶𝐶𝑇𝑇𝑇𝑇

 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑰𝑰𝑰𝑰

� ≥ 0         (19.5) 

 
 
Коэффициент усиления управления с обратной связью полу-
чается, как 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1 а управляющий сигнал рассчитыва-
ется как  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≥ 0.  
Подробные пошаговые алгоритмы управления кратко изло-
жены ниже. 
  
 
2. Модифицированный алгоритм MPC 

Регулятор для системы LPV с начальным состоянием 𝑥𝑥𝑥𝑥0 реали-
зован в виде:  
1- Решить (8.1) для 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, чтобы получить 𝑋𝑋𝑋𝑋0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌0, подчинен-
ные (8.2) ‒ (8.5) с начальным условием  𝑥𝑥𝑥𝑥0 и ограничениями на 
вход  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 и выход 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 . Сохраните соответствующие 𝑋𝑋𝑋𝑋0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌0.  
2- Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 найдем 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘и  𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘, решив задачу минимизации 
(19.1), в соответствии с (19.2) ‒ (19.5), вычислить коэффици-
ент обратной связи как 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1  и управляющий вход как 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘   
3- Подаем управляющий вход 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 на систему LPV, и 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1, 
затем перейдем к 2.  
Как указано выше, алгоритм начинается с решения трудоем-
кой задачи минимизации с учетом LMI (8.2) ‒ (8.5) перед ите-
рацией, а затем переключается на модифицированный ро-
бастный MPC. Задача оптимизации вне цикла решается для 
получения начального 𝑋𝑋𝑋𝑋0 который будет служить нижней гра-
ницей следующего шага 𝑋𝑋𝑋𝑋1 в цикле. На каждом этапе матрица 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 решается и используется для вычисления коэффициента 
обратной связи 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 . 
Шаг за шагом оптимизация указанной задачи может приве-
сти к асимптотически устойчивой эволюции. 
Предлагаемый алгоритм основан на робастном MPC и концеп-
ции инвариантного эллипсоида [1], [9]. На шаге 1 выполняется 
минимизация верхней границы (𝛾𝛾𝛾𝛾0) функции Ляпунова для 
переменных начального состояния 𝑥𝑥𝑥𝑥0 и выполняется неравен-
ство 𝑥𝑥𝑥𝑥0𝑇𝑇𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑥𝑥𝑥𝑥0 ≤ 𝛾𝛾𝛾𝛾0. Полученное подмножество пространства со-
стояний  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛,   𝜒𝜒𝜒𝜒𝑓𝑓𝑓𝑓 = �𝑥𝑥𝑥𝑥|𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝑇𝑇𝑋𝑋𝑋𝑋0−1𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 1 � становится инвариант-
ным эллипсоидальным терминальным ограничивающим 
набором переменных состояния. И 𝛾𝛾𝛾𝛾0  также становится верх-
ней границей функции Ляпунова для LPV системы, решая 
предложенную задачу оптимизации на шаге 2. 
Согласно теории оптимизации LMI [3], вычислительные за-
траты на самые быстрые алгоритмы внутренней точки растут 
c 𝑁𝑁𝑁𝑁 × 𝐽𝐽𝐽𝐽3;  где 𝑁𝑁𝑁𝑁 ‒ общий размер строки LMI, а 𝐽𝐽𝐽𝐽 ‒ общее количе-
ство переменных решения. Учитывая задачу минимизации 
(19.1), общий размер строки LMI (19.2) ‒ (19.5) был уменьшен 
по сравнению с размером строки LMI (8.2) ‒ (8.5) на каждой 
итерации. Таким образом значительно снижается вычисли-
тельная нагрузка [20-25]. 
Итак, рассматривали систему LPV с [𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑝𝑝𝑝𝑝)|𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝𝑝𝑝)], варьирующу-
юся в многограннике 𝛺𝛺𝛺𝛺 (выпуклой оболочке) вершин 
[𝐴𝐴𝐴𝐴(1)|𝐵𝐵𝐵𝐵(2), 𝐴𝐴𝐴𝐴(2)|𝐵𝐵𝐵𝐵(2), … .𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐵𝐵𝐵𝐵)|𝐵𝐵𝐵𝐵(𝐵𝐵𝐵𝐵)]. Предположим, что на 
систему накладываются ограничения на ввод и вывод (3). 
Матрица обратной связи по состоянию 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘  в законе управления 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘задается  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1, где 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 > 0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘  получаются из 
решения линейной задачи минимизации цели (19.1), подверг-
нутого LMI (19.2) к (19.5). Тогда полученный закон управле-
ния робастно стабилизирует замкнутую систему асимптоти-
чески [12-14]. 
 
 
3. Построение модели тензорного произведения 
«(Tensor Product) TP» 

Следующее кратко представлено для построения преобразо-
вания модели TP данной модели LPV, (подробные сведения см. 
в [4]). 
Шаг 1: чтобы построить модель TP, данная модель LPV 
должна быть дискретизирована по пространству преобразо-
ваний 𝛺𝛺𝛺𝛺, которое является ограниченным гипер-прямоуголь-
ным пространством. Неопределенные параметры системы ме-
няются внутри этого пространства: 𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺: [𝑎𝑎𝑎𝑎1,𝑏𝑏𝑏𝑏1] × [𝑎𝑎𝑎𝑎2,𝑏𝑏𝑏𝑏2] ×· ·
 ·× [𝑎𝑎𝑎𝑎𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑏𝑏𝑏𝑏𝑁𝑁𝑁𝑁] , а также на этом интервале определены весовые 
функции. Это означает, что полученная модель TP объяснима 
только в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 
Затем гиперпрямоугольное пространство должно быть дис-
кретизировано путем определения сеток в 𝛺𝛺𝛺𝛺 для генерации 
выборок. В [4] предлагается равноудаленное расположение 
сеток. В этом методе N-мерная гиперпрямоугольная эквиди-
стантная сетка-сетка-сетка над замкнутым гиперкубом 

 
Р и с. 1. Методы отбора проб  

(а) образцы, созданные на одинаковом расстоянии, (б) Об-
разцы последовательности Хаммерсли 

 
 
 

𝛺𝛺𝛺𝛺 Генерируется следующим образом        

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1),              𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 

где, 𝑁𝑁𝑁𝑁- общее количество переменных параметров в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 и 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 
‒ это минимум и максимум элементов замкнутого гиперкуба 
в каждом измерении соответственно. Кроме того, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤  𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 ,   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,  обозначает соответствующие по-
ложения линий сетки, а 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ количество сеток в 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ измере-
нии [4]. 
Для генерации выборок мы будем использовать квази-метод 
выборки Монте-Карло, также называется отбором последова-
тельности Хаммерсли (HSS). Этот метод позволяет получить 
равномерно распределенные точки выборки в пространстве 
выборки без высокой корреляции между точками и без фор-
мирования регулярной сетки. Он имеет преимущество перед 
чисто детерминированными методами, поскольку детерми-
нированные методы дают высокую точность только при уве-
личении количества выборок2. На рисунке 1 показаны как ме-
тоды равноудаленного отбора проб, так и HSS для одного и 
того же количества проб. Очевидно, что метод HSS (рис(b)) 

 
2 Smith B. A., Kenny S. P., Crespo L. G. Probabilistic Parameter Uncer-
tainty Analysis of Single Input Single Output Control Systems. NASA re-
port TM-2005-213280. NASA, NTIS, 2005. 93 p. [Электронный ресурс]. 

может покрыть пространство больше, чем метод эквиди-
стантности (рис (a)). В результате, используя метод HSS, 
можно получить более точную модель с меньшим количе-
ством образцов по сравнению с методом эквидистантности. 
The Hammersley sequence основана на нотации обратной си-
стемы счисления. Простые числа обычно используются как ос-
нование системы счисления (ℜ). Система счисления системы 
счисления целого числа (𝓅𝓅𝓅𝓅) вычисляется следующим образом  

𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚−1 …𝓅𝓅𝓅𝓅1𝓅𝓅𝓅𝓅0 
𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ0 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ1 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ𝑚𝑚𝑚𝑚 

 
затем, поменяв местами цифры 𝓅𝓅𝓅𝓅 относительно десятичной 
точки, можно получить уникальную дробь от 0 до 1, извест-
ную как обратное число счисления счисления, как  

𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 0.𝓅𝓅𝓅𝓅0𝓅𝓅𝓅𝓅1 …𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚, 
𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ−1 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ−2 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ−𝑚𝑚𝑚𝑚−1 

The Hammersley point of a k-dimensional hypercube получается 
как  

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘(𝓅𝓅𝓅𝓅) = �
𝓅𝓅𝓅𝓅
𝑁𝑁𝑁𝑁 ,  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ1(𝓅𝓅𝓅𝓅),  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ2(𝓅𝓅𝓅𝓅) , … . ,𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝓅𝓅𝓅𝓅) � 

Этот вектор Hammersley point дает распределенные числа на 
единичном гиперкубе [0, 1]𝑘𝑘𝑘𝑘. Любой заданный домен [a, b] те-
перь может быть сгенерирован путем сопоставления получен-
ного числа от 0 до 1 с помощью HSS. 
Пример:  
Приведен простой пример, показывающий преимущество HSS 
перед методом равноудаленного отбора проб. Рассматрива-
ется следующая функция  

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥13 + 𝑥𝑥𝑥𝑥21.5)2,  
в котором пространство преобразований определяется как 
𝛺𝛺𝛺𝛺 =  [1, 5]  ×  [1, 5]. Оба метода используются для создания 
выборок с разным количеством сеток. Затем преобразование 
TP используется для нахождения аппроксимации функции, 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥), и среднее значение ошибки между фактической функ-
цией и приближенной функцией для различных номеров вы-
борок приведено в таблице 1. Очевидно, что вычислительные 
затраты на преобразование моделирования TP могут быть 
уменьшены за счет использования HSS вместо метода эквиди-
стантности. 
 

Т а б л и ц а 1. Среднее значение ошибки между фактиче-
ской функцией и приближенной функцией 

 
         Линии сетки 
 
Методы 

5x5 20x20 50x50 

Равноудаленность 3.14𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.21𝑖𝑖𝑖𝑖−6 3.59𝑖𝑖𝑖𝑖−9 
HSS 2.32𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.59𝑖𝑖𝑖𝑖−7 2.41𝑖𝑖𝑖𝑖−11 

 
После создания точек выборки в 𝛺𝛺𝛺𝛺 вектор точек сетки может 
быть определен следующим образом  

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = �
𝑔𝑔𝑔𝑔1𝑚𝑚𝑚𝑚1

.
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑁𝑁𝑁𝑁𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁

� 

Матрица дискретизированной системы  𝑺𝑺𝑺𝑺(𝒑𝒑𝒑𝒑) ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑝𝑝𝑝𝑝)×(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑚𝑚𝑚𝑚) ‒ 
тензор 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 ( 𝓓𝓓𝓓𝓓 означает «дискретизированный») размером  
𝑀𝑀𝑀𝑀1  × . . .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑁  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑝𝑝𝑝𝑝)  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑚𝑚𝑚𝑚) . Элементами 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 являются   
𝑺𝑺𝑺𝑺𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑺𝑺𝑺𝑺(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁) 
 
Шаг 2: на этом шаге HOSVD выполняется на полученном тен-
зоре 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓  

𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 = 𝑺𝑺𝑺𝑺⊗𝒏𝒏𝒏𝒏=𝟏𝟏𝟏𝟏
𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑼𝑼𝑼𝑼𝒏𝒏𝒏𝒏 

где размер S равен 𝛽𝛽𝛽𝛽1 ×. . .× 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑁𝑁𝑁𝑁  × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑝𝑝𝑝𝑝) × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑚𝑚𝑚𝑚),  а 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ коли-
чество сингулярных значений и векторов, полученных в 

URL: https://ntrs.nasa.gov/citations/20050160469 (дата обращения: 
07.09.2021).

Построение модели тензорного 
произведения «(Tensor Product) TP»

систему накладываются ограничения на ввод и вывод (3). 
Матрица обратной связи по состоянию 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘  в законе управления 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘задается  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1, где 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 > 0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘  получаются из 
решения линейной задачи минимизации цели (19.1), подверг-
нутого LMI (19.2) к (19.5). Тогда полученный закон управле-
ния робастно стабилизирует замкнутую систему асимптоти-
чески [12-14]. 
 
 
3. Построение модели тензорного произведения 
«(Tensor Product) TP» 

Следующее кратко представлено для построения преобразо-
вания модели TP данной модели LPV, (подробные сведения см. 
в [4]). 
Шаг 1: чтобы построить модель TP, данная модель LPV 
должна быть дискретизирована по пространству преобразо-
ваний 𝛺𝛺𝛺𝛺, которое является ограниченным гипер-прямоуголь-
ным пространством. Неопределенные параметры системы ме-
няются внутри этого пространства: 𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺: [𝑎𝑎𝑎𝑎1,𝑏𝑏𝑏𝑏1] × [𝑎𝑎𝑎𝑎2,𝑏𝑏𝑏𝑏2] ×· ·
 ·× [𝑎𝑎𝑎𝑎𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑏𝑏𝑏𝑏𝑁𝑁𝑁𝑁] , а также на этом интервале определены весовые 
функции. Это означает, что полученная модель TP объяснима 
только в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 
Затем гиперпрямоугольное пространство должно быть дис-
кретизировано путем определения сеток в 𝛺𝛺𝛺𝛺 для генерации 
выборок. В [4] предлагается равноудаленное расположение 
сеток. В этом методе N-мерная гиперпрямоугольная эквиди-
стантная сетка-сетка-сетка над замкнутым гиперкубом 

 
Р и с. 1. Методы отбора проб  

(а) образцы, созданные на одинаковом расстоянии, (б) Об-
разцы последовательности Хаммерсли 

 
 
 

𝛺𝛺𝛺𝛺 Генерируется следующим образом        

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1),              𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 

где, 𝑁𝑁𝑁𝑁- общее количество переменных параметров в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 и 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 
‒ это минимум и максимум элементов замкнутого гиперкуба 
в каждом измерении соответственно. Кроме того, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤  𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 ,   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,  обозначает соответствующие по-
ложения линий сетки, а 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ количество сеток в 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ измере-
нии [4]. 
Для генерации выборок мы будем использовать квази-метод 
выборки Монте-Карло, также называется отбором последова-
тельности Хаммерсли (HSS). Этот метод позволяет получить 
равномерно распределенные точки выборки в пространстве 
выборки без высокой корреляции между точками и без фор-
мирования регулярной сетки. Он имеет преимущество перед 
чисто детерминированными методами, поскольку детерми-
нированные методы дают высокую точность только при уве-
личении количества выборок2. На рисунке 1 показаны как ме-
тоды равноудаленного отбора проб, так и HSS для одного и 
того же количества проб. Очевидно, что метод HSS (рис(b)) 

 
2 Smith B. A., Kenny S. P., Crespo L. G. Probabilistic Parameter Uncer-
tainty Analysis of Single Input Single Output Control Systems. NASA re-
port TM-2005-213280. NASA, NTIS, 2005. 93 p. [Электронный ресурс]. 

может покрыть пространство больше, чем метод эквиди-
стантности (рис (a)). В результате, используя метод HSS, 
можно получить более точную модель с меньшим количе-
ством образцов по сравнению с методом эквидистантности. 
The Hammersley sequence основана на нотации обратной си-
стемы счисления. Простые числа обычно используются как ос-
нование системы счисления (ℜ). Система счисления системы 
счисления целого числа (𝓅𝓅𝓅𝓅) вычисляется следующим образом  

𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚−1 …𝓅𝓅𝓅𝓅1𝓅𝓅𝓅𝓅0 
𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ0 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ1 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ𝑚𝑚𝑚𝑚 

 
затем, поменяв местами цифры 𝓅𝓅𝓅𝓅 относительно десятичной 
точки, можно получить уникальную дробь от 0 до 1, извест-
ную как обратное число счисления счисления, как  

𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 0.𝓅𝓅𝓅𝓅0𝓅𝓅𝓅𝓅1 …𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚, 
𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ−1 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ−2 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ−𝑚𝑚𝑚𝑚−1 

The Hammersley point of a k-dimensional hypercube получается 
как  

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘(𝓅𝓅𝓅𝓅) = �
𝓅𝓅𝓅𝓅
𝑁𝑁𝑁𝑁 ,  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ1(𝓅𝓅𝓅𝓅),  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ2(𝓅𝓅𝓅𝓅) , … . ,𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝓅𝓅𝓅𝓅) � 

Этот вектор Hammersley point дает распределенные числа на 
единичном гиперкубе [0, 1]𝑘𝑘𝑘𝑘. Любой заданный домен [a, b] те-
перь может быть сгенерирован путем сопоставления получен-
ного числа от 0 до 1 с помощью HSS. 
Пример:  
Приведен простой пример, показывающий преимущество HSS 
перед методом равноудаленного отбора проб. Рассматрива-
ется следующая функция  

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥13 + 𝑥𝑥𝑥𝑥21.5)2,  
в котором пространство преобразований определяется как 
𝛺𝛺𝛺𝛺 =  [1, 5]  ×  [1, 5]. Оба метода используются для создания 
выборок с разным количеством сеток. Затем преобразование 
TP используется для нахождения аппроксимации функции, 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥), и среднее значение ошибки между фактической функ-
цией и приближенной функцией для различных номеров вы-
борок приведено в таблице 1. Очевидно, что вычислительные 
затраты на преобразование моделирования TP могут быть 
уменьшены за счет использования HSS вместо метода эквиди-
стантности. 
 

Т а б л и ц а 1. Среднее значение ошибки между фактиче-
ской функцией и приближенной функцией 

 
         Линии сетки 
 
Методы 

5x5 20x20 50x50 

Равноудаленность 3.14𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.21𝑖𝑖𝑖𝑖−6 3.59𝑖𝑖𝑖𝑖−9 
HSS 2.32𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.59𝑖𝑖𝑖𝑖−7 2.41𝑖𝑖𝑖𝑖−11 

 
После создания точек выборки в 𝛺𝛺𝛺𝛺 вектор точек сетки может 
быть определен следующим образом  

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = �
𝑔𝑔𝑔𝑔1𝑚𝑚𝑚𝑚1

.
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑁𝑁𝑁𝑁𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁

� 

Матрица дискретизированной системы  𝑺𝑺𝑺𝑺(𝒑𝒑𝒑𝒑) ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑝𝑝𝑝𝑝)×(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑚𝑚𝑚𝑚) ‒ 
тензор 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 ( 𝓓𝓓𝓓𝓓 означает «дискретизированный») размером  
𝑀𝑀𝑀𝑀1  × . . .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑁  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑝𝑝𝑝𝑝)  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑚𝑚𝑚𝑚) . Элементами 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 являются   
𝑺𝑺𝑺𝑺𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑺𝑺𝑺𝑺(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁) 
 
Шаг 2: на этом шаге HOSVD выполняется на полученном тен-
зоре 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓  

𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 = 𝑺𝑺𝑺𝑺⊗𝒏𝒏𝒏𝒏=𝟏𝟏𝟏𝟏
𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑼𝑼𝑼𝑼𝒏𝒏𝒏𝒏 

где размер S равен 𝛽𝛽𝛽𝛽1 ×. . .× 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑁𝑁𝑁𝑁  × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑝𝑝𝑝𝑝) × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑚𝑚𝑚𝑚),  а 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ коли-
чество сингулярных значений и векторов, полученных в 

URL: https://ntrs.nasa.gov/citations/20050160469 (дата обращения: 
07.09.2021).
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Р и с. 1. Методы отбора проб 
(а) образцы, созданные на одинаковом расстоянии, (б) Образцы 

последовательности Хаммерсли
F i g. 1. Sampling methods

(а) samples created at the same distance, (б) Hammersley sequence patterns

систему накладываются ограничения на ввод и вывод (3). 
Матрица обратной связи по состоянию 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘  в законе управления 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘задается  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1, где 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 > 0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘  получаются из 
решения линейной задачи минимизации цели (19.1), подверг-
нутого LMI (19.2) к (19.5). Тогда полученный закон управле-
ния робастно стабилизирует замкнутую систему асимптоти-
чески [12-14]. 
 
 
3. Построение модели тензорного произведения 
«(Tensor Product) TP» 

Следующее кратко представлено для построения преобразо-
вания модели TP данной модели LPV, (подробные сведения см. 
в [4]). 
Шаг 1: чтобы построить модель TP, данная модель LPV 
должна быть дискретизирована по пространству преобразо-
ваний 𝛺𝛺𝛺𝛺, которое является ограниченным гипер-прямоуголь-
ным пространством. Неопределенные параметры системы ме-
няются внутри этого пространства: 𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺: [𝑎𝑎𝑎𝑎1,𝑏𝑏𝑏𝑏1] × [𝑎𝑎𝑎𝑎2,𝑏𝑏𝑏𝑏2] ×· ·
 ·× [𝑎𝑎𝑎𝑎𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑏𝑏𝑏𝑏𝑁𝑁𝑁𝑁] , а также на этом интервале определены весовые 
функции. Это означает, что полученная модель TP объяснима 
только в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 
Затем гиперпрямоугольное пространство должно быть дис-
кретизировано путем определения сеток в 𝛺𝛺𝛺𝛺 для генерации 
выборок. В [4] предлагается равноудаленное расположение 
сеток. В этом методе N-мерная гиперпрямоугольная эквиди-
стантная сетка-сетка-сетка над замкнутым гиперкубом 
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(а) образцы, созданные на одинаковом расстоянии, (б) Об-
разцы последовательности Хаммерсли 

 
 
 

𝛺𝛺𝛺𝛺 Генерируется следующим образом        

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1),              𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 

где, 𝑁𝑁𝑁𝑁- общее количество переменных параметров в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 и 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 
‒ это минимум и максимум элементов замкнутого гиперкуба 
в каждом измерении соответственно. Кроме того, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤  𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 ,   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,  обозначает соответствующие по-
ложения линий сетки, а 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ количество сеток в 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ измере-
нии [4]. 
Для генерации выборок мы будем использовать квази-метод 
выборки Монте-Карло, также называется отбором последова-
тельности Хаммерсли (HSS). Этот метод позволяет получить 
равномерно распределенные точки выборки в пространстве 
выборки без высокой корреляции между точками и без фор-
мирования регулярной сетки. Он имеет преимущество перед 
чисто детерминированными методами, поскольку детерми-
нированные методы дают высокую точность только при уве-
личении количества выборок2. На рисунке 1 показаны как ме-
тоды равноудаленного отбора проб, так и HSS для одного и 
того же количества проб. Очевидно, что метод HSS (рис(b)) 

 
2 Smith B. A., Kenny S. P., Crespo L. G. Probabilistic Parameter Uncer-
tainty Analysis of Single Input Single Output Control Systems. NASA re-
port TM-2005-213280. NASA, NTIS, 2005. 93 p. [Электронный ресурс]. 

может покрыть пространство больше, чем метод эквиди-
стантности (рис (a)). В результате, используя метод HSS, 
можно получить более точную модель с меньшим количе-
ством образцов по сравнению с методом эквидистантности. 
The Hammersley sequence основана на нотации обратной си-
стемы счисления. Простые числа обычно используются как ос-
нование системы счисления (ℜ). Система счисления системы 
счисления целого числа (𝓅𝓅𝓅𝓅) вычисляется следующим образом  

𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚−1 …𝓅𝓅𝓅𝓅1𝓅𝓅𝓅𝓅0 
𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ0 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ1 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ𝑚𝑚𝑚𝑚 

 
затем, поменяв местами цифры 𝓅𝓅𝓅𝓅 относительно десятичной 
точки, можно получить уникальную дробь от 0 до 1, извест-
ную как обратное число счисления счисления, как  

𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 0.𝓅𝓅𝓅𝓅0𝓅𝓅𝓅𝓅1 …𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚, 
𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ−1 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ−2 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ−𝑚𝑚𝑚𝑚−1 

The Hammersley point of a k-dimensional hypercube получается 
как  

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘(𝓅𝓅𝓅𝓅) = �
𝓅𝓅𝓅𝓅
𝑁𝑁𝑁𝑁 ,  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ1(𝓅𝓅𝓅𝓅),  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ2(𝓅𝓅𝓅𝓅) , … . ,𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝓅𝓅𝓅𝓅) � 

Этот вектор Hammersley point дает распределенные числа на 
единичном гиперкубе [0, 1]𝑘𝑘𝑘𝑘. Любой заданный домен [a, b] те-
перь может быть сгенерирован путем сопоставления получен-
ного числа от 0 до 1 с помощью HSS. 
Пример:  
Приведен простой пример, показывающий преимущество HSS 
перед методом равноудаленного отбора проб. Рассматрива-
ется следующая функция  

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥13 + 𝑥𝑥𝑥𝑥21.5)2,  
в котором пространство преобразований определяется как 
𝛺𝛺𝛺𝛺 =  [1, 5]  ×  [1, 5]. Оба метода используются для создания 
выборок с разным количеством сеток. Затем преобразование 
TP используется для нахождения аппроксимации функции, 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥), и среднее значение ошибки между фактической функ-
цией и приближенной функцией для различных номеров вы-
борок приведено в таблице 1. Очевидно, что вычислительные 
затраты на преобразование моделирования TP могут быть 
уменьшены за счет использования HSS вместо метода эквиди-
стантности. 
 

Т а б л и ц а 1. Среднее значение ошибки между фактиче-
ской функцией и приближенной функцией 

 
         Линии сетки 
 
Методы 

5x5 20x20 50x50 

Равноудаленность 3.14𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.21𝑖𝑖𝑖𝑖−6 3.59𝑖𝑖𝑖𝑖−9 
HSS 2.32𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.59𝑖𝑖𝑖𝑖−7 2.41𝑖𝑖𝑖𝑖−11 

 
После создания точек выборки в 𝛺𝛺𝛺𝛺 вектор точек сетки может 
быть определен следующим образом  

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = �
𝑔𝑔𝑔𝑔1𝑚𝑚𝑚𝑚1

.
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑁𝑁𝑁𝑁𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁

� 

Матрица дискретизированной системы  𝑺𝑺𝑺𝑺(𝒑𝒑𝒑𝒑) ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑝𝑝𝑝𝑝)×(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑚𝑚𝑚𝑚) ‒ 
тензор 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 ( 𝓓𝓓𝓓𝓓 означает «дискретизированный») размером  
𝑀𝑀𝑀𝑀1  × . . .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑁  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑝𝑝𝑝𝑝)  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑚𝑚𝑚𝑚) . Элементами 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 являются   
𝑺𝑺𝑺𝑺𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑺𝑺𝑺𝑺(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁) 
 
Шаг 2: на этом шаге HOSVD выполняется на полученном тен-
зоре 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓  

𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 = 𝑺𝑺𝑺𝑺⊗𝒏𝒏𝒏𝒏=𝟏𝟏𝟏𝟏
𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑼𝑼𝑼𝑼𝒏𝒏𝒏𝒏 

где размер S равен 𝛽𝛽𝛽𝛽1 ×. . .× 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑁𝑁𝑁𝑁  × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑝𝑝𝑝𝑝) × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑚𝑚𝑚𝑚),  а 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ коли-
чество сингулярных значений и векторов, полученных в 

URL: https://ntrs.nasa.gov/citations/20050160469 (дата обращения: 
07.09.2021).

Для генерации выборок мы будем использовать квази-метод 
выборки Монте-Карло, также называется отбором последова-
тельности Хаммерсли (HSS). Этот метод позволяет получить 
равномерно распределенные точки выборки в пространстве 
выборки без высокой корреляции между точками и без фор-
мирования регулярной сетки. Он имеет преимущество перед 
чисто детерминированными методами, поскольку детермини-
рованные методы дают высокую точность только при увели-
чении количества выборок2. На рисунке 1 показаны как мето-
ды равноудаленного отбора проб, так и HSS для одного и того 
же количества проб. Очевидно, что метод HSS (рис(b)) может 
покрыть пространство больше, чем метод эквидистантности 
(рис (a)). В результате, используя метод HSS, можно получить 
более точную модель с меньшим количеством образцов по 
сравнению с методом эквидистантности.

систему накладываются ограничения на ввод и вывод (3). 
Матрица обратной связи по состоянию 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘  в законе управления 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘задается  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1, где 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 > 0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘  получаются из 
решения линейной задачи минимизации цели (19.1), подверг-
нутого LMI (19.2) к (19.5). Тогда полученный закон управле-
ния робастно стабилизирует замкнутую систему асимптоти-
чески [12-14]. 
 
 
3. Построение модели тензорного произведения 
«(Tensor Product) TP» 

Следующее кратко представлено для построения преобразо-
вания модели TP данной модели LPV, (подробные сведения см. 
в [4]). 
Шаг 1: чтобы построить модель TP, данная модель LPV 
должна быть дискретизирована по пространству преобразо-
ваний 𝛺𝛺𝛺𝛺, которое является ограниченным гипер-прямоуголь-
ным пространством. Неопределенные параметры системы ме-
няются внутри этого пространства: 𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺: [𝑎𝑎𝑎𝑎1,𝑏𝑏𝑏𝑏1] × [𝑎𝑎𝑎𝑎2,𝑏𝑏𝑏𝑏2] ×· ·
 ·× [𝑎𝑎𝑎𝑎𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑏𝑏𝑏𝑏𝑁𝑁𝑁𝑁] , а также на этом интервале определены весовые 
функции. Это означает, что полученная модель TP объяснима 
только в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 
Затем гиперпрямоугольное пространство должно быть дис-
кретизировано путем определения сеток в 𝛺𝛺𝛺𝛺 для генерации 
выборок. В [4] предлагается равноудаленное расположение 
сеток. В этом методе N-мерная гиперпрямоугольная эквиди-
стантная сетка-сетка-сетка над замкнутым гиперкубом 

 
Р и с. 1. Методы отбора проб  

(а) образцы, созданные на одинаковом расстоянии, (б) Об-
разцы последовательности Хаммерсли 
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𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1),              𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 

где, 𝑁𝑁𝑁𝑁- общее количество переменных параметров в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 и 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 
‒ это минимум и максимум элементов замкнутого гиперкуба 
в каждом измерении соответственно. Кроме того, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤  𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 ,   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,  обозначает соответствующие по-
ложения линий сетки, а 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ количество сеток в 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ измере-
нии [4]. 
Для генерации выборок мы будем использовать квази-метод 
выборки Монте-Карло, также называется отбором последова-
тельности Хаммерсли (HSS). Этот метод позволяет получить 
равномерно распределенные точки выборки в пространстве 
выборки без высокой корреляции между точками и без фор-
мирования регулярной сетки. Он имеет преимущество перед 
чисто детерминированными методами, поскольку детерми-
нированные методы дают высокую точность только при уве-
личении количества выборок2. На рисунке 1 показаны как ме-
тоды равноудаленного отбора проб, так и HSS для одного и 
того же количества проб. Очевидно, что метод HSS (рис(b)) 

 
2 Smith B. A., Kenny S. P., Crespo L. G. Probabilistic Parameter Uncer-
tainty Analysis of Single Input Single Output Control Systems. NASA re-
port TM-2005-213280. NASA, NTIS, 2005. 93 p. [Электронный ресурс]. 

может покрыть пространство больше, чем метод эквиди-
стантности (рис (a)). В результате, используя метод HSS, 
можно получить более точную модель с меньшим количе-
ством образцов по сравнению с методом эквидистантности. 
The Hammersley sequence основана на нотации обратной си-
стемы счисления. Простые числа обычно используются как ос-
нование системы счисления (ℜ). Система счисления системы 
счисления целого числа (𝓅𝓅𝓅𝓅) вычисляется следующим образом  

𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚−1 …𝓅𝓅𝓅𝓅1𝓅𝓅𝓅𝓅0 
𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ0 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ1 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ𝑚𝑚𝑚𝑚 

 
затем, поменяв местами цифры 𝓅𝓅𝓅𝓅 относительно десятичной 
точки, можно получить уникальную дробь от 0 до 1, извест-
ную как обратное число счисления счисления, как  

𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 0.𝓅𝓅𝓅𝓅0𝓅𝓅𝓅𝓅1 …𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚, 
𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ−1 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ−2 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ−𝑚𝑚𝑚𝑚−1 

The Hammersley point of a k-dimensional hypercube получается 
как  

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘(𝓅𝓅𝓅𝓅) = �
𝓅𝓅𝓅𝓅
𝑁𝑁𝑁𝑁 ,  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ1(𝓅𝓅𝓅𝓅),  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ2(𝓅𝓅𝓅𝓅) , … . ,𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝓅𝓅𝓅𝓅) � 

Этот вектор Hammersley point дает распределенные числа на 
единичном гиперкубе [0, 1]𝑘𝑘𝑘𝑘. Любой заданный домен [a, b] те-
перь может быть сгенерирован путем сопоставления получен-
ного числа от 0 до 1 с помощью HSS. 
Пример:  
Приведен простой пример, показывающий преимущество HSS 
перед методом равноудаленного отбора проб. Рассматрива-
ется следующая функция  

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥13 + 𝑥𝑥𝑥𝑥21.5)2,  
в котором пространство преобразований определяется как 
𝛺𝛺𝛺𝛺 =  [1, 5]  ×  [1, 5]. Оба метода используются для создания 
выборок с разным количеством сеток. Затем преобразование 
TP используется для нахождения аппроксимации функции, 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥), и среднее значение ошибки между фактической функ-
цией и приближенной функцией для различных номеров вы-
борок приведено в таблице 1. Очевидно, что вычислительные 
затраты на преобразование моделирования TP могут быть 
уменьшены за счет использования HSS вместо метода эквиди-
стантности. 
 

Т а б л и ц а 1. Среднее значение ошибки между фактиче-
ской функцией и приближенной функцией 

 
         Линии сетки 
 
Методы 

5x5 20x20 50x50 

Равноудаленность 3.14𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.21𝑖𝑖𝑖𝑖−6 3.59𝑖𝑖𝑖𝑖−9 
HSS 2.32𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.59𝑖𝑖𝑖𝑖−7 2.41𝑖𝑖𝑖𝑖−11 

 
После создания точек выборки в 𝛺𝛺𝛺𝛺 вектор точек сетки может 
быть определен следующим образом  

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = �
𝑔𝑔𝑔𝑔1𝑚𝑚𝑚𝑚1

.
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑁𝑁𝑁𝑁𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁

� 

Матрица дискретизированной системы  𝑺𝑺𝑺𝑺(𝒑𝒑𝒑𝒑) ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑝𝑝𝑝𝑝)×(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑚𝑚𝑚𝑚) ‒ 
тензор 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 ( 𝓓𝓓𝓓𝓓 означает «дискретизированный») размером  
𝑀𝑀𝑀𝑀1  × . . .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑁  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑝𝑝𝑝𝑝)  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑚𝑚𝑚𝑚) . Элементами 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 являются   
𝑺𝑺𝑺𝑺𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑺𝑺𝑺𝑺(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁) 
 
Шаг 2: на этом шаге HOSVD выполняется на полученном тен-
зоре 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓  

𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 = 𝑺𝑺𝑺𝑺⊗𝒏𝒏𝒏𝒏=𝟏𝟏𝟏𝟏
𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑼𝑼𝑼𝑼𝒏𝒏𝒏𝒏 

где размер S равен 𝛽𝛽𝛽𝛽1 ×. . .× 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑁𝑁𝑁𝑁  × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑝𝑝𝑝𝑝) × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑚𝑚𝑚𝑚),  а 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ коли-
чество сингулярных значений и векторов, полученных в 

URL: https://ntrs.nasa.gov/citations/20050160469 (дата обращения: 
07.09.2021).

2 Smith B. A., Kenny S. P., Crespo L. G. Probabilistic Parameter Uncertainty Analysis of Single Input Single Output Control Systems. NASA report TM-2005-213280. NASA, 
NTIS, 2005. 93 p. [Электронный ресурс]. URL: https://ntrs.nasa.gov/citations/20050160469 (дата обращения: 07.09.2021).

систему накладываются ограничения на ввод и вывод (3). 
Матрица обратной связи по состоянию 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘  в законе управления 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘задается  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1, где 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 > 0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘  получаются из 
решения линейной задачи минимизации цели (19.1), подверг-
нутого LMI (19.2) к (19.5). Тогда полученный закон управле-
ния робастно стабилизирует замкнутую систему асимптоти-
чески [12-14]. 
 
 
3. Построение модели тензорного произведения 
«(Tensor Product) TP» 

Следующее кратко представлено для построения преобразо-
вания модели TP данной модели LPV, (подробные сведения см. 
в [4]). 
Шаг 1: чтобы построить модель TP, данная модель LPV 
должна быть дискретизирована по пространству преобразо-
ваний 𝛺𝛺𝛺𝛺, которое является ограниченным гипер-прямоуголь-
ным пространством. Неопределенные параметры системы ме-
няются внутри этого пространства: 𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺: [𝑎𝑎𝑎𝑎1,𝑏𝑏𝑏𝑏1] × [𝑎𝑎𝑎𝑎2,𝑏𝑏𝑏𝑏2] ×· ·
 ·× [𝑎𝑎𝑎𝑎𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑏𝑏𝑏𝑏𝑁𝑁𝑁𝑁] , а также на этом интервале определены весовые 
функции. Это означает, что полученная модель TP объяснима 
только в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 
Затем гиперпрямоугольное пространство должно быть дис-
кретизировано путем определения сеток в 𝛺𝛺𝛺𝛺 для генерации 
выборок. В [4] предлагается равноудаленное расположение 
сеток. В этом методе N-мерная гиперпрямоугольная эквиди-
стантная сетка-сетка-сетка над замкнутым гиперкубом 

 
Р и с. 1. Методы отбора проб  

(а) образцы, созданные на одинаковом расстоянии, (б) Об-
разцы последовательности Хаммерсли 

 
 
 

𝛺𝛺𝛺𝛺 Генерируется следующим образом        

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1),              𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 

где, 𝑁𝑁𝑁𝑁- общее количество переменных параметров в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 и 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 
‒ это минимум и максимум элементов замкнутого гиперкуба 
в каждом измерении соответственно. Кроме того, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤  𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 ,   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,  обозначает соответствующие по-
ложения линий сетки, а 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ количество сеток в 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ измере-
нии [4]. 
Для генерации выборок мы будем использовать квази-метод 
выборки Монте-Карло, также называется отбором последова-
тельности Хаммерсли (HSS). Этот метод позволяет получить 
равномерно распределенные точки выборки в пространстве 
выборки без высокой корреляции между точками и без фор-
мирования регулярной сетки. Он имеет преимущество перед 
чисто детерминированными методами, поскольку детерми-
нированные методы дают высокую точность только при уве-
личении количества выборок2. На рисунке 1 показаны как ме-
тоды равноудаленного отбора проб, так и HSS для одного и 
того же количества проб. Очевидно, что метод HSS (рис(b)) 

 
2 Smith B. A., Kenny S. P., Crespo L. G. Probabilistic Parameter Uncer-
tainty Analysis of Single Input Single Output Control Systems. NASA re-
port TM-2005-213280. NASA, NTIS, 2005. 93 p. [Электронный ресурс]. 

может покрыть пространство больше, чем метод эквиди-
стантности (рис (a)). В результате, используя метод HSS, 
можно получить более точную модель с меньшим количе-
ством образцов по сравнению с методом эквидистантности. 
The Hammersley sequence основана на нотации обратной си-
стемы счисления. Простые числа обычно используются как ос-
нование системы счисления (ℜ). Система счисления системы 
счисления целого числа (𝓅𝓅𝓅𝓅) вычисляется следующим образом  

𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚−1 …𝓅𝓅𝓅𝓅1𝓅𝓅𝓅𝓅0 
𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ0 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ1 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ𝑚𝑚𝑚𝑚 

 
затем, поменяв местами цифры 𝓅𝓅𝓅𝓅 относительно десятичной 
точки, можно получить уникальную дробь от 0 до 1, извест-
ную как обратное число счисления счисления, как  

𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 0.𝓅𝓅𝓅𝓅0𝓅𝓅𝓅𝓅1 …𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚, 
𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ−1 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ−2 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ−𝑚𝑚𝑚𝑚−1 

The Hammersley point of a k-dimensional hypercube получается 
как  

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘(𝓅𝓅𝓅𝓅) = �
𝓅𝓅𝓅𝓅
𝑁𝑁𝑁𝑁 ,  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ1(𝓅𝓅𝓅𝓅),  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ2(𝓅𝓅𝓅𝓅) , … . ,𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝓅𝓅𝓅𝓅) � 

Этот вектор Hammersley point дает распределенные числа на 
единичном гиперкубе [0, 1]𝑘𝑘𝑘𝑘. Любой заданный домен [a, b] те-
перь может быть сгенерирован путем сопоставления получен-
ного числа от 0 до 1 с помощью HSS. 
Пример:  
Приведен простой пример, показывающий преимущество HSS 
перед методом равноудаленного отбора проб. Рассматрива-
ется следующая функция  

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥13 + 𝑥𝑥𝑥𝑥21.5)2,  
в котором пространство преобразований определяется как 
𝛺𝛺𝛺𝛺 =  [1, 5]  ×  [1, 5]. Оба метода используются для создания 
выборок с разным количеством сеток. Затем преобразование 
TP используется для нахождения аппроксимации функции, 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥), и среднее значение ошибки между фактической функ-
цией и приближенной функцией для различных номеров вы-
борок приведено в таблице 1. Очевидно, что вычислительные 
затраты на преобразование моделирования TP могут быть 
уменьшены за счет использования HSS вместо метода эквиди-
стантности. 
 

Т а б л и ц а 1. Среднее значение ошибки между фактиче-
ской функцией и приближенной функцией 

 
         Линии сетки 
 
Методы 

5x5 20x20 50x50 

Равноудаленность 3.14𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.21𝑖𝑖𝑖𝑖−6 3.59𝑖𝑖𝑖𝑖−9 
HSS 2.32𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.59𝑖𝑖𝑖𝑖−7 2.41𝑖𝑖𝑖𝑖−11 

 
После создания точек выборки в 𝛺𝛺𝛺𝛺 вектор точек сетки может 
быть определен следующим образом  

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = �
𝑔𝑔𝑔𝑔1𝑚𝑚𝑚𝑚1

.
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑁𝑁𝑁𝑁𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁

� 

Матрица дискретизированной системы  𝑺𝑺𝑺𝑺(𝒑𝒑𝒑𝒑) ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑝𝑝𝑝𝑝)×(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑚𝑚𝑚𝑚) ‒ 
тензор 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 ( 𝓓𝓓𝓓𝓓 означает «дискретизированный») размером  
𝑀𝑀𝑀𝑀1  × . . .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑁  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑝𝑝𝑝𝑝)  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑚𝑚𝑚𝑚) . Элементами 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 являются   
𝑺𝑺𝑺𝑺𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑺𝑺𝑺𝑺(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁) 
 
Шаг 2: на этом шаге HOSVD выполняется на полученном тен-
зоре 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓  

𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 = 𝑺𝑺𝑺𝑺⊗𝒏𝒏𝒏𝒏=𝟏𝟏𝟏𝟏
𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑼𝑼𝑼𝑼𝒏𝒏𝒏𝒏 

где размер S равен 𝛽𝛽𝛽𝛽1 ×. . .× 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑁𝑁𝑁𝑁  × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑝𝑝𝑝𝑝) × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑚𝑚𝑚𝑚),  а 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ коли-
чество сингулярных значений и векторов, полученных в 

URL: https://ntrs.nasa.gov/citations/20050160469 (дата обращения: 
07.09.2021).

Т а б л и ц а 1. Среднее значение ошибки между фактической функцией 
и приближенной функцией

T a b l e 1. Average error value between actual function and approximate 
function

Линии сетки

Методы
5x5 20x20 50x50

Равноудален-
ность 3.14e-2 1.21e-6 3.59e-9

HSS 2.32e-2 1.59e-7 2.41e-11

систему накладываются ограничения на ввод и вывод (3). 
Матрица обратной связи по состоянию 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘  в законе управления 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘|𝑘𝑘𝑘𝑘задается  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘−1, где 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 > 0 и 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑘𝑘𝑘𝑘  получаются из 
решения линейной задачи минимизации цели (19.1), подверг-
нутого LMI (19.2) к (19.5). Тогда полученный закон управле-
ния робастно стабилизирует замкнутую систему асимптоти-
чески [12-14]. 
 
 
3. Построение модели тензорного произведения 
«(Tensor Product) TP» 

Следующее кратко представлено для построения преобразо-
вания модели TP данной модели LPV, (подробные сведения см. 
в [4]). 
Шаг 1: чтобы построить модель TP, данная модель LPV 
должна быть дискретизирована по пространству преобразо-
ваний 𝛺𝛺𝛺𝛺, которое является ограниченным гипер-прямоуголь-
ным пространством. Неопределенные параметры системы ме-
няются внутри этого пространства: 𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺: [𝑎𝑎𝑎𝑎1,𝑏𝑏𝑏𝑏1] × [𝑎𝑎𝑎𝑎2,𝑏𝑏𝑏𝑏2] ×· ·
 ·× [𝑎𝑎𝑎𝑎𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑏𝑏𝑏𝑏𝑁𝑁𝑁𝑁] , а также на этом интервале определены весовые 
функции. Это означает, что полученная модель TP объяснима 
только в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 
Затем гиперпрямоугольное пространство должно быть дис-
кретизировано путем определения сеток в 𝛺𝛺𝛺𝛺 для генерации 
выборок. В [4] предлагается равноудаленное расположение 
сеток. В этом методе N-мерная гиперпрямоугольная эквиди-
стантная сетка-сетка-сетка над замкнутым гиперкубом 

 
Р и с. 1. Методы отбора проб  

(а) образцы, созданные на одинаковом расстоянии, (б) Об-
разцы последовательности Хаммерсли 

 
 
 

𝛺𝛺𝛺𝛺 Генерируется следующим образом        

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1),              𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 

где, 𝑁𝑁𝑁𝑁- общее количество переменных параметров в 𝛺𝛺𝛺𝛺. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 и 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 
‒ это минимум и максимум элементов замкнутого гиперкуба 
в каждом измерении соответственно. Кроме того, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛  ≤  𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 ,   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, … .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,  обозначает соответствующие по-
ложения линий сетки, а 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ количество сеток в 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ измере-
нии [4]. 
Для генерации выборок мы будем использовать квази-метод 
выборки Монте-Карло, также называется отбором последова-
тельности Хаммерсли (HSS). Этот метод позволяет получить 
равномерно распределенные точки выборки в пространстве 
выборки без высокой корреляции между точками и без фор-
мирования регулярной сетки. Он имеет преимущество перед 
чисто детерминированными методами, поскольку детерми-
нированные методы дают высокую точность только при уве-
личении количества выборок2. На рисунке 1 показаны как ме-
тоды равноудаленного отбора проб, так и HSS для одного и 
того же количества проб. Очевидно, что метод HSS (рис(b)) 

 
2 Smith B. A., Kenny S. P., Crespo L. G. Probabilistic Parameter Uncer-
tainty Analysis of Single Input Single Output Control Systems. NASA re-
port TM-2005-213280. NASA, NTIS, 2005. 93 p. [Электронный ресурс]. 

может покрыть пространство больше, чем метод эквиди-
стантности (рис (a)). В результате, используя метод HSS, 
можно получить более точную модель с меньшим количе-
ством образцов по сравнению с методом эквидистантности. 
The Hammersley sequence основана на нотации обратной си-
стемы счисления. Простые числа обычно используются как ос-
нование системы счисления (ℜ). Система счисления системы 
счисления целого числа (𝓅𝓅𝓅𝓅) вычисляется следующим образом  

𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚−1 …𝓅𝓅𝓅𝓅1𝓅𝓅𝓅𝓅0 
𝓅𝓅𝓅𝓅 = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ0 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ1 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ𝑚𝑚𝑚𝑚 

 
затем, поменяв местами цифры 𝓅𝓅𝓅𝓅 относительно десятичной 
точки, можно получить уникальную дробь от 0 до 1, извест-
ную как обратное число счисления счисления, как  

𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 0.𝓅𝓅𝓅𝓅0𝓅𝓅𝓅𝓅1 …𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚, 
𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ(𝓅𝓅𝓅𝓅) = 𝓅𝓅𝓅𝓅0ℜ−1 + 𝓅𝓅𝓅𝓅1ℜ−2 + ⋯+ 𝓅𝓅𝓅𝓅𝑚𝑚𝑚𝑚ℜ−𝑚𝑚𝑚𝑚−1 

The Hammersley point of a k-dimensional hypercube получается 
как  

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘(𝓅𝓅𝓅𝓅) = �
𝓅𝓅𝓅𝓅
𝑁𝑁𝑁𝑁 ,  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ1(𝓅𝓅𝓅𝓅),  𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ2(𝓅𝓅𝓅𝓅) , … . ,𝜓𝜓𝜓𝜓ℜ𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝓅𝓅𝓅𝓅) � 

Этот вектор Hammersley point дает распределенные числа на 
единичном гиперкубе [0, 1]𝑘𝑘𝑘𝑘. Любой заданный домен [a, b] те-
перь может быть сгенерирован путем сопоставления получен-
ного числа от 0 до 1 с помощью HSS. 
Пример:  
Приведен простой пример, показывающий преимущество HSS 
перед методом равноудаленного отбора проб. Рассматрива-
ется следующая функция  

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥13 + 𝑥𝑥𝑥𝑥21.5)2,  
в котором пространство преобразований определяется как 
𝛺𝛺𝛺𝛺 =  [1, 5]  ×  [1, 5]. Оба метода используются для создания 
выборок с разным количеством сеток. Затем преобразование 
TP используется для нахождения аппроксимации функции, 
𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥), и среднее значение ошибки между фактической функ-
цией и приближенной функцией для различных номеров вы-
борок приведено в таблице 1. Очевидно, что вычислительные 
затраты на преобразование моделирования TP могут быть 
уменьшены за счет использования HSS вместо метода эквиди-
стантности. 
 

Т а б л и ц а 1. Среднее значение ошибки между фактиче-
ской функцией и приближенной функцией 

 
         Линии сетки 
 
Методы 

5x5 20x20 50x50 

Равноудаленность 3.14𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.21𝑖𝑖𝑖𝑖−6 3.59𝑖𝑖𝑖𝑖−9 
HSS 2.32𝑖𝑖𝑖𝑖−2 1.59𝑖𝑖𝑖𝑖−7 2.41𝑖𝑖𝑖𝑖−11 

 
После создания точек выборки в 𝛺𝛺𝛺𝛺 вектор точек сетки может 
быть определен следующим образом  

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = �
𝑔𝑔𝑔𝑔1𝑚𝑚𝑚𝑚1

.
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑁𝑁𝑁𝑁𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁

� 

Матрица дискретизированной системы  𝑺𝑺𝑺𝑺(𝒑𝒑𝒑𝒑) ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑝𝑝𝑝𝑝)×(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑚𝑚𝑚𝑚) ‒ 
тензор 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 ( 𝓓𝓓𝓓𝓓 означает «дискретизированный») размером  
𝑀𝑀𝑀𝑀1  × . . .𝑀𝑀𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑁  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑝𝑝𝑝𝑝)  ×  (𝑛𝑛𝑛𝑛 +  𝑚𝑚𝑚𝑚) . Элементами 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 являются   
𝑺𝑺𝑺𝑺𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑺𝑺𝑺𝑺(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚1,…,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑁𝑁𝑁𝑁) 
 
Шаг 2: на этом шаге HOSVD выполняется на полученном тен-
зоре 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓  

𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 = 𝑺𝑺𝑺𝑺⊗𝒏𝒏𝒏𝒏=𝟏𝟏𝟏𝟏
𝑵𝑵𝑵𝑵 𝑼𝑼𝑼𝑼𝒏𝒏𝒏𝒏 

где размер S равен 𝛽𝛽𝛽𝛽1 ×. . .× 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑁𝑁𝑁𝑁  × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑝𝑝𝑝𝑝) × (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑚𝑚𝑚𝑚),  а 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛 ‒ коли-
чество сингулярных значений и векторов, полученных в 

URL: https://ntrs.nasa.gov/citations/20050160469 (дата обращения: 
07.09.2021).

каждом измерении. Теперь компактный HOSVD или сокращен-
ный HOSVD можно использовать для уменьшения размера ис-
ходного тензора. 
 
Шаг 3: последний шаг преобразования модели TP ‒ найти ве-
совые функции. В этом методе унитарная матрица 𝑼𝑼𝑼𝑼𝒏𝒏𝒏𝒏  дает ве-
совые функции. 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑡𝑡𝑡𝑡ℎвектор столбца  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 матрицы 𝑼𝑼𝑼𝑼𝒏𝒏𝒏𝒏 опреде-
ляет i-й вектор-столбец  𝑤𝑤𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑝𝑝𝑝𝑝) для  𝑊𝑊𝑊𝑊𝑛𝑛𝑛𝑛

𝓓𝓓𝓓𝓓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛) которое оцени-
вается при дискретизированном значении 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 .  
Соответствующий тензор 𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 для любого параметра p прини-
мает вид  

𝑺𝑺𝑺𝑺𝓓𝓓𝓓𝓓 = �  
𝑰𝑰𝑰𝑰𝟏𝟏𝟏𝟏

𝑖𝑖𝑖𝑖1=1

� … .
𝑰𝑰𝑰𝑰𝟐𝟐𝟐𝟐

𝑖𝑖𝑖𝑖2=1

�  
𝑰𝑰𝑰𝑰𝑵𝑵𝑵𝑵

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑁𝑁𝑁𝑁=1
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В литературе встречаются разные типы весовых функций [5-
8]. В нашей работе весовые функции обладают следующими 
свойствами:  
1- Сумма весовых функций для всех 𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺 равна 1, то есть 
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зованная сумма (SN). 
2- Значения весовых функций для всех Неотрицательных 
(NN) 𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺,  𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑝𝑝𝑝𝑝) ≥ 0  
В этом случае весовые функции типа SN и NN, модель TP вклю-
чает вершины «Линейный инвариантный во времени» LTI, ко-
торые составляют выпуклую оболочку системной матрицы 
𝑺𝑺𝑺𝑺(𝒑𝒑𝒑𝒑). 
 
 
 
4. Заключение  

В статье исследовался новый робастный дизайн модельного 
прогнозного управления с использованием LMI. В новом алго-
ритме будет особенно важна его практическая направлен-
ность, так как он направлен на уменьшение размеров довери-
тельного множества с течением времени. В будущем планиру-
ется изучить и расширить практическую часть статьи в плане 
исследования свойств предложенного метода.  
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каждом измерении. Теперь компактный HOSVD или сокращен-
ный HOSVD можно использовать для уменьшения размера ис-
ходного тензора. 
 
Шаг 3: последний шаг преобразования модели TP ‒ найти ве-
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4. Заключение  

В статье исследовался новый робастный дизайн модельного 
прогнозного управления с использованием LMI. В новом алго-
ритме будет особенно важна его практическая направлен-
ность, так как он направлен на уменьшение размеров довери-
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исследования свойств предложенного метода.  
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В литературе встречаются разные типы весовых функций [5-
8]. В нашей работе весовые функции обладают следующими 
свойствами:  
1- Сумма весовых функций для всех 𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺 равна 1, то есть 
∑ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝟏𝟏𝟏𝟏 𝑰𝑰𝑰𝑰𝑵𝑵𝑵𝑵
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛=1 .Следовательно, весовая функция – нормали-

зованная сумма (SN). 
2- Значения весовых функций для всех Неотрицательных 
(NN) 𝑝𝑝𝑝𝑝 ∈ 𝛺𝛺𝛺𝛺,  𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑝𝑝𝑝𝑝) ≥ 0  
В этом случае весовые функции типа SN и NN, модель TP вклю-
чает вершины «Линейный инвариантный во времени» LTI, ко-
торые составляют выпуклую оболочку системной матрицы 
𝑺𝑺𝑺𝑺(𝒑𝒑𝒑𝒑). 
 
 
 
4. Заключение  

В статье исследовался новый робастный дизайн модельного 
прогнозного управления с использованием LMI. В новом алго-
ритме будет особенно важна его практическая направлен-
ность, так как он направлен на уменьшение размеров довери-
тельного множества с течением времени. В будущем планиру-
ется изучить и расширить практическую часть статьи в плане 
исследования свойств предложенного метода.  
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Заключение 

каждом измерении. Теперь компактный HOSVD или сокращен-
ный HOSVD можно использовать для уменьшения размера ис-
ходного тензора. 
 
Шаг 3: последний шаг преобразования модели TP ‒ найти ве-
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