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Аннотация
В данной работе мы рассматриваем математическую модель восстанавливаемой резервиро-
ванной системы передачи данных как модель замкнутой однородной системы облегчённого 
резервирования с одним ремонтным устройством, с экспоненциальной функцией распределе-
ния времени безотказной работы и произвольной функцией распределения времени ремонта 
её элементов. Используя метод дополнительных переменных и метод вариации постоянной с 
помощью Марковского процесса, были получены ясные аналитические выражения для стаци-
онарных вероятностей состояний системы и стационарной вероятности безотказной работы 
системы. Полученные формулы показали наличие явной зависимости этих характеристик от 
типов функций распределения времени восстановления элементов системы. Однако числен-
ные исследования и анализ построенных графиков показали, что эта зависимость становится 
исчезающе малой при «быстром» восстановлении элементов системы. 
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Abstract
In this paper, we consider the mathematical model of the repaired data transmission system as a model 
of a closed homogeneous warm-standby system with one repair device, with an arbitrary number of 
data sources with an exponential distribution function of uptime and an arbitrary distribution function 
of the repair time of its elements. Using the method of additional variables and the method of variation 
of the constant with the help of the Markov process, explicit analytical expressions were obtained for 
the steady-state probabilities of the system states and the steady-state probability of failure-free op-
eration of the system. The obtained formulas showed the presence of an explicit dependence of these 
characteristics on the types of distribution functions of the repair time of the system elements. How-
ever, numerical studies and analysis of the plotted graphs have shown that this dependence becomes 
vanishingly small with a “fast” recovery of system elements.
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Обозначения [2]:
A− случайная величина (с.в.) экспоненциального распределе-

ния времени до отказа основного элемента;
B − с.в., время восстановления отказавшего элемента;
A x( ) −функция распределения (ФР) с.в. A ;

B x( ) −функция распределения (ФР) с.в. B ;

b x( ) − плотность распределения (ПР) с.в. B ; 

b s e b x dxsx
 ( ) = ( ) −−

∞

∫
0

преобразование Лапласа (ПЛ) плотно-

сти b x( ) ;
E A[ ]− среднее время безотказной работы элемента; 

E B[ ]− среднее время ремонта отказавшего элемента;

ρ = [ ]
[ ]−

E A
E B

относительная скорость восстановления;

β x
b x
B x

( ) = ( )
− ( )

−
1

условная ПР остаточной длительности ре-

монта элемента, находящегося в ремонте время t  (интенсив-
ность восстановления [24]);
λ − параметр экспоненциального распределения времени 
безотказной работы элемента;
α λ γi n i= + − −( ) −1 параметр интенсивностей переходов 
распределения времени безотказной работы элемента, 

i n= −0 1,  и γ λ= { }0; .

Введение

В последнее время функционирование различных аспектов 
современного общества стало критически зависеть от сетей 
связи [1, 2]. С переносом критически важных объектов в сети 
связи жизненно важно обеспечить надежность и доступность 
сетей и систем передачи данных. Ряд предыдущих исследова-
ний [3-8] был сосредоточен на анализе надежности различных 
сложных телекоммуникационных систем1. В частности, было 
проведено исследование надежности систем передачи данных 
с холодным резервом. Как и в других работах, многих авторов 
интересует модель надежности.
В [9] рассмотрено создание имитационных моделей и средств 
для поддержки автоматизированного проектирования высо-
конадежных распределенных компьютерных систем. В [10] 
была представлена модель отказа линии электропередачи, ко-
торая дополнена системой динамических тепловых характери-
стик, а также были исследованы эффекты неопределенности 
параметров модели отказа линии, влияние надежности систе-
мы и влияние корреляция погодных данных с показателями 
надежности энергосистемы. В [11] представлен анализ надеж-
ности парогазовой газотурбинной. В [12] была представлена 
структура моделирования угроз на примере исландской систе-
мы передачи, что подчеркивает необходимость в улучшенном 
сборе данных и моделировании интенсивности отказов. В [13] 

1 Рыков В. В., Чан Ань Нгиа. О чувствительности характеристик надежности систем к виду функций распределения времени безотказной работы и 
восстановления их элементов // Вестник Российского университета дружбы народов. Серия: Математика, информатика, физика. 2014. № 3. С. 65-77. URL: 
https://elibrary.ru/item.asp?id=21757061 (дата обращения: 10.08.2021).

был обсужден результат практики хранения данных и было 
предложено решение для нахождения матрицы скорости пе-
рехода для компонентной модели, когда данные доступны для 
расчета вероятностей состояний, но данные для оценки ско-
рости перехода либо неполны, либо недоступны. Целью рабо-
ты [14] является разработка независимой от производителя 
модели для исследования надежности системы и анализа чув-
ствительности доступности системы. В [15] был сфокусирован 
на вышеупомянутой проблеме и предложен метод уточнения 
моделирования, основанный на методе вероятностной оценки 
риска, который может синтетически принять дерево событий, 
дерево отказов, динамическое дерево отказов. и байесовские 
сети для моделирования и анализа вышеуказанных харак-
теристик, пример в этой статье показывает эффективность 
предложенного метода, и этот метод может использоваться в 
качестве справочного материала для моделирования и оценки 
срока службы и надежности спутника. В [16] был предложен 
улучшенный метод отслеживания снижения производитель-
ности при длительной эксплуатации. В [17] был рассмотрен 
метод имитационного моделирования для моделирования 
надежности сложной системы посредством моделирования 
профиля миссии, моделирования профиля окружающей сре-
ды и методов моделирования динамической надежности. В 
[18] были представлены методы моделирования и оценки, 
позволяющие оптимизировать надежность многопроцессор-
ной системы на кристалле (MPSoC) с учетом температуры. И, 
например, [19], в котором была представлена новая модель 
надежности для резервной конфигурации горячего резерва с 
блоками, которые первоначально работают в активном режи-
ме, а затем, при включении первоначально резервных блоков, 
переводятся в режим горячего резервирования.
В данной работе обобщены результаты предыдущих исследо-
ваний для случая так называемого облегченного резервирова-
ния системы и произведен расчет и сравнение стационарных 
характеристик надежности для разных типов резервов. Целью 
работы является математическое моделирование системы об-
легченного резерва с произвольной функцией распределения 
B (x) и соответствующей плотностью распределения b (x) вре-
мени ремонта её элементов, а также экспоненциальным рас-
пределением времени безотказной работы её элементов с па-
раметром αi .

Описание модели и постановка задачи

Мы рассматриваем замкнутую однородную систему холодного 
резервирования с экспоненциальной функцией распределе-
ния времени безотказной работы и произвольной функцией 
распределения времени ремонта её элементов, который, со-
гласно измененным обозначениям Кендалла [20], будет обо-
значаться как < >M GIn / /1 . Система состоит из n  однотип-
ных каналов передачи данных с одним ремонтным устрой-
ством. В данной работе будет рассмотрена зависимость веро-
ятности безотказной работы системы от относительной ско-
рости восстановления с разными коэффициентами вариации. 
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принять дерево событий, дерево отказов, динамическое дерево отказов. и байесовские 
сети для моделирования и анализа вышеуказанных характеристик, пример в этой 
статье показывает эффективность предложенного метода, и этот метод может 
использоваться в качестве справочного материала для моделирования и оценки срока 
службы и надежности спутника. В [16] был предложен улучшенный метод 
отслеживания снижения производительности при длительной эксплуатации. В [17]
был рассмотрен метод имитационного моделирования для моделирования надежности 
сложной системы посредством моделирования профиля миссии, моделирования 
профиля окружающей среды и методов моделирования динамической надежности. В 
[18] были представлены методы моделирования и оценки, позволяющие 
оптимизировать надежность многопроцессорной системы на кристалле (MPSoC) с 
учетом температуры. И, например, [19], в котором была представлена новая модель 
надежности для резервной конфигурации горячего резерва с блоками, которые 
первоначально работают в активном режиме, а затем, при включении первоначально 
резервных блоков, переводятся в режим горячего резервирования.

В данной работе обобщены результаты предыдущих исследований для случая 
так называемого облегченного резервирования системы и произведен расчет и 
сравнение стационарных характеристик надежности для разных типов резервов. 
Целью работы является математическое моделирование системы облегченного 
резерва с произвольной функцией распределения B (x) и соответствующей плотностью
распределения b (x) времени ремонта её элементов, а также экспоненциальным 

распределением времени безотказной работы её элементов с параметром iα .

Описание модели и постановка задачи
Мы рассматриваем замкнутую однородную систему холодного 

резервирования с экспоненциальной функцией распределения времени безотказной 
работы и произвольной функцией распределения времени ремонта её элементов, 
который, согласно измененным обозначениям Кендалла [20], будет обозначаться как

/ /1nM GI< > . Система состоит из n однотипных каналов передачи данных с 
одним ремонтным устройством. В данной работе будет рассмотрена зависимость 
вероятности безотказной работы системы от относительной скорости восстановления
с разными коэффициентами вариации.

0

1, 0
0α

( )xβ
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( )xβ( )xβ

( )xβ( )xβ

Р и с. 1. Граф интенсивностей переходов

В данной системе, резервные элементы находящиеся в менее нагруженном 
режим, чем основной элемент. Так как, из интенсивности перехода, при изменении 
параметра { }0; ; ;γ λ=  

можно попасть в холодный резерв или горячий резерв.
Кроме того, система удовлетворяет следующим предположениям:

При 0γ = , то есть холодный резерв:
Предположение 1: первоначально, работает в системе только один элемент 

(основный элемент);
Предположение 2: при работе основного элемента, резервные элементы

находятся в холодном резерве;
Предположение 3: резервный элемент участвует в функционировании 

системы только после отказа основного
Предположение 4: отказавшие компоненты поступают в ремонт по одному.
Мы можем разделить систему под холодным резервом на следующие 

состояния:

Р и с. 1. Граф  интенсивностей переходов
F i g. 1. Transition Intensity Graph

В данной системе, резервные элементы находящиеся в менее 
нагруженном режим, чем основной элемент. Так как, из интен-
сивности перехода, при изменении параметра γ λ= { }0; ; ;   
можно попасть в холодный резерв или горячий резерв. Кроме 
того, система удовлетворяет следующим предположениям:
При γ = 0 , то есть холодный резерв:
Предположение 1: первоначально, работает в системе только 
один элемент (основный элемент);
Предположение 2: при работе основного элемента, резервные 
элементы находятся в холодном резерве;
Предположение 3: резервный элемент участвует в функцио-
нировании системы только после отказа основного
Предположение 4: отказавшие компоненты поступают в ре-
монт по одному.
 Мы можем разделить систему под холодным резервом на сле-
дующие состояния:
Состояние 0: один (основной) элемент работает, n −1  нахо-
дятся в холодном резерве; ·
Состояние 1: Один элемент вышел из строя и ремонтируется, 
один — работает, n − 2  находятся в холодном резерве; 
Состояние i : i  вышли из строя i  элементы, один ремонтиру-
ется, i −1  ждет (ждут) своей очереди на ремонт, один — рабо-
тает, n i− −1  находятся в холодном резерве, i n= −2 1, ;
Состояние n : Все элементы вышли из строя, один ремонтиру-
ется, остальные ждут своей очереди на ремонт.
При γ λ= , то есть горячий резерв:
Предположение 1: первоначально резервные элементы уча-
ствуют в функционировании системы наравне с основным;
Предположение 2: отказавшие компоненты поступают в ре-
монт по одному.
Мы можем рассмотреть следующие состояния системы под го-
рячим резервом:
Состояние 0: все компоненты работают; ·
Состояние 1: один элемент отказал и находится в ремонте, 
n −1  элементов работают; 

Состояние i : i  вышли из строя i  элементы, один ремонтиру-
ется, i −1  ждет (ждут) своей очереди на ремонт, один — рабо-
тает, n i−  элементов работают, i n= −2 1, ;
Состояние n : Все элементы вышли из строя, один ремонтиру-
ется, остальные ждут своей очереди на ремонт.
Задача — найти явные аналитические выражения для стацио-
нарного распределения вероятностей состояний системы и 
для стационарной вероятности безотказной работы системы 
как в общем случае, так и для некоторых частных случаев рас-
пределений. Для этого рассмотрим случайный процесс v t( )  
число отказавших элементов системы в момент времени t , и 
множество состояний системы ε = { }0 1 2, , , , n . Для маркови-
зации этого процесса, то есть для описания поведения систе-

мы  с помощью Марковского процесса (МП) [9], введём допол-
нительную переменную x t R( )∈ −+  время, затраченное в мо-
мент t  на ремонт отказавшего элемента, и воспользуемся рас-
ширенным пространством состояний E R= × +ε 2

. В результате 
получим двумерный [10] процесс v t x t( ) ( )( ),  с расширенным 
пространством состояний E x x n x= ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1 2, , , , , , , .
Обозначим через p t0 ( ) вероятность того, что в момент време-
ни t  система находится в состоянии i = 0 , и через p t xi ,( ) −ПР 
(по непрерывной компоненте) вероятностей того, что в мо-
мент времени t  система находится в состоянии i , и время, 
затраченное на ремонт отказавшего элемента, находится в ин-
тервале x x dx, +( ) ,
p t p v t0 0( ) = ( ) ={ },     (1)
p t x dx p v t i x x t x dx i ni , , , ,( ) = ( ) = < ( ) < +{ } =1 .  (2)

Рассмотрим вероятности некоторых событий, которые будут 
использоваться в дальнейших расчетах.
Первое событие: за время 

p x A x A x
p x A x
p A x

A x A x
p A x

a x

≤ ≤ + ≥{ } = ≤ ≤ +{ }
≥{ }

=

=
+( ) − ( )
− <{ }

=
( )

∆
∆

∆ ∆
1 1−− ( )

= = + ( )
−

−A x
e
e

oi
x

x i

i

i

α
α

α

α

∆
∆ ∆ прибор сломается, при условии, 

что он отработал x  единиц времени безотказной работы.
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Второе событие: начиная с рассматриваемого момента време-
ни, за время 
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ходился в ремонте x  единиц времени
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   Теорема 1. Стационарные вероятности состояния восстанав-
ливаемой системы имеет вид:
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Доказательство. Из (1) и (2) с помощью правила полной веро-
ятности мы переходим к прямой системе дифференциальных 
уравнений Колмогорова, которая позволяет найти стацио-
нарные вероятности состояний рассматриваемой системы. 
Используя формулу полной вероятности и переходя к пределу 
при ∆ → 0, мы выводим следующие системы дифференциаль-
ных уравнений Колмогорова:
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С граничными условиями:
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∫α β
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Эта система позволяет нам находить вероятности состояний 
[21] рассматриваемой системы. Мы предполагаем, что для 
описанного процесса существует стационарное распределе-
ние вероятностей при t →∞ . Приступим к решению полу-
ченной системы балансовых уравнений методом постоянной 
вариации2. Отсюда мы находим стационарные вероятности 
макро-состояний. В результате получаем следующие аналити-
ческие выражения для стационарных вероятностей состоя-
ний восстановляемой системы в следующем в следующем 
виде:
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Где E[B]− математическое ожидание с.в. времени ремонта от-
казавшего элемента. Используя условие нормировки pi

i

n

=
∑ =

0

1  
найдем константу C1 .
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Как видно из приведенных выражений, имеется зависимость 
стационарных вероятностей состояний системы от вида рас-
пределений времени ремонта. Однако эта зависимость стано-
вится исчезающе малой при «быстром» ремонте отказавших 
элементов, т.е. с ростом относительной скорости восстановле-
ния ρ . Численные и графические результаты приведены в 
следующем разделе [22-25].

Пример. Численный анализ модели 
Рассмотрим частные случаи модели при 
n E A E B= [ ] = [ ] =2 20 1; ; ;  c = { }0 5 1 2. ; ;  c следующими рас-

пределениями времени ремонта: вейбулл-гнеденко (WG), Па-
рето (PAR), Гамма (G) и Логнормальное (LN).

В Таблице 1, приведены значения вероятности безотказной 
работы восстанавливаемой системы холодного и горячего ре-
зервирования.

Т а б л и ц а 1. Значения вероятности безотказной работы 
восстанавливаемой системы 1

2
− p

T a b l e 1. Values of the probability of non-failure operation of the restored 
system 1 ‒ p2

C1
0.5 1 2

WG γ = 0 0.9983066 0.9976247 0.9959706

γ λ= 0.9967741 0.9954751 0.9923235

PAR γ = 0 0.9984997 0.9980036 0.9974742

γ λ= 0.9971422 0.996197 0.9951884

G γ = 0 0.998478 0.9976247 0.9945867

γ λ= 0.9971008 0.9954751 0.9896862

LN γ = 0 0.9984795 0.9976577 0.995211

γ λ= 0.9971037 0.9955379 0.990876

Видно, что для всех рассматриваемых распределений, чем 
меньше коэффициент вариации, тем больше вероятность без-
отказной работы системы. Также холодный режим является 
лучшим режимом и модель с Парето распределения времени 
ремонта является самой надежной моделью [25].
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В рисунке 2 и 3 представлены графики зависимости вероятно-
сти безотказной работы системы соответственно холодного и 
горячего резервирования с разными коэффициентами вариа-
ции от относительной скорости восстановления. Далее в ри-
сунке 4 графики зависимости вероятности безотказной рабо-

ты системы холодного и горячего резервирования с коэффи-
циентом вариации, который имеет самый лучший вероят-
ность безотказной работы системы от относительной скоро-
сти восстановления ρ .

γ λ= 0.9967741 0.9954751 0.9923235

PAR
0γ = 0.9984997 0.9980036 0.9974742

γ λ= 0.9971422 0.996197 0.9951884

G
0γ = 0.998478 0.9976247 0.9945867

γ λ= 0.9971008 0.9954751 0.9896862

LN
0γ = 0.9984795 0.9976577 0.995211

γ λ= 0.9971037 0.9955379 0.990876

Видно, что для всех рассматриваемых распределений, чем меньше 
коэффициент вариации, тем больше вероятность безотказной работы системы. Также 
холодный режим является лучшим режимом и модель с Парето распределения 
времени ремонта является самой надежной моделью [25].

В рисунке 2 и 3 представлены графики зависимости вероятности безотказной 
работы системы соответственно холодного и горячего резервирования с разными 
коэффициентами вариации от относительной скорости восстановления. Далее в 
рисунке 4 графики зависимости вероятности безотказной работы системы холодного 
и горячего резервирования с коэффициентом вариации, который имеет самый лучший 
вероятность безотказной работы системы от относительной скорости восстановления 
ρ .

Р и с. 2. Графики зависимости вероятности безотказной работы системы 
21 p− холодного резервирования от 

ρР и с. 2. Графики зависимости вероятности безотказной работы системы 1
2

− p  холодного резервирования от ρ
F i g. 2. Graphs of the dependence of the probability of non-failure operation of the cold backup system 1

2
− p on ρ
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Р и с. 3. Графики зависимости вероятности безотказной работы системы 21 p− горячего резервирования от ρ .
Р и с. 3. Графики зависимости вероятности безотказной работы системы 1

2
− p   горячего резервирования от ρ

F i g. 3. Graphs of the dependence of the probability of non-failure operation of the hot backup system 1
2

− p  on ρ
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Р и с. 4. Графики зависимости вероятности безотказной работы системы 21 p− холодного и горячего 
резервирования от ρ .

Графические результаты подтверждают вышеприведенный вывод о том, что 
чем меньше коэффициент вариации, тем больше вероятность безотказной работы 
системы. Далее холодный режим, и модель с Парето распределения времени ремонта 
являются соответственно лучшим режимом и самой надежной моделью. А также при 
«быстром» восстановлении отказавшего элемента, зависимость стационарных 
вероятностей состояний системы от типа распределения времени ремонта становится 
исчезающе малой, то есть высокая асимптотическая нечувствительность вероятности 
безотказной работы системы [22-25].

Заключение
Для восстанавливаемой замкнутой однородной резервированной системы 

/ /1nM GI< > облегчённого резервирования с одним ремонтным устройством, с 
экспоненциальной ФР в.б.р. её элементов и произвольным законом распределения 
времени их ремонта. Были получены явные аналитические выражения для 
стационарного распределения вероятностей состояний системы как в общем случае, 
так и для некоторых частных случаев распределений (таких как распределение 
Вейбулла-Гнеденко, распределение Парето, Гамма распределения и логнормальное 
распределение). Полученные формулы показывают, что имеется зависимость 
стационарных вероятностей состояний системы от вида распределений времени 
ремонта. Однако эта зависимость становится исчезающе малой при «быстром» 
ремонте отказавших элементов, т.е. с ростом относительной скорости восстановления. 

Р и с. 4. Графики зависимости вероятности безотказной работы системы 1
2

− p  холодного и горячего резервирования от ρ
F i g. 4. Graphs of the dependence of the probability of non-failure operation of the cold and hot backup system 1

2
− p on ρ

Графические результаты подтверждают вышеприведенный 
вывод о том, что чем меньше коэффициент вариации, тем 
больше вероятность безотказной работы системы. Далее хо-
лодный режим, и модель с Парето распределения времени 
ремонта являются соответственно лучшим режимом и самой 
надежной моделью. А также при «быстром» восстановлении 
отказавшего элемента, зависимость стационарных вероят-
ностей состояний системы от типа распределения времени 
ремонта становится исчезающе малой, то есть высокая асим-
птотическая нечувствительность вероятности безотказной 
работы системы [22-25].

Заключение

Для восстанавливаемой замкнутой однородной резервиро-
ванной системы < >M GIn / /1   облегчённого резервирова-
ния с одним ремонтным устройством, с экспоненциальной ФР 
в.б.р. её элементов и произвольным законом распределения 
времени их ремонта. Были получены явные аналитические 
выражения для стационарного распределения вероятностей 
состояний системы как в общем случае, так и для некоторых 
частных случаев распределений (таких как распределение 
Вейбулла-Гнеденко, распределение Парето, Гамма распреде-
ления и логнормальное распределение). Полученные форму-
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лы показывают, что имеется зависимость стационарных веро-
ятностей состояний системы от вида распределений времени 
ремонта. Однако эта зависимость становится исчезающе ма-
лой при «быстром» ремонте отказавших элементов, т.е. с ро-
стом относительной скорости восстановления. 
Численный анализ показывает, что чем меньше коэффициент 
вариации, тем больше вероятность безотказной работы систе-
мы. Далее холодный режим, и модель с Парето распределения 
времени ремонта являются соответственно лучшим режимом 
и самой надежной моделью. А также при «быстром» восста-
новлении отказавшего элемента, зависимость стационарных 
вероятностей состояний системы от типа распределения вре-
мени ремонта становится исчезающе малой, то есть высокая 
асимптотическая нечувствительность вероятности безотказ-
ной работы системы.

Список сокращений
ФР – функция распределения 
в.б.р. – время безотказной работы
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