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Аннотация
Свертка – незаменимая операция для решения задачи из самых разных предметных обла-
стей: задач машинного обучения, анализа данных, обработки сигналов, фильтров обработки 
изображений. Целесообразно рассмотреть разные подходы и имеющиеся методы реализации 
операции свертки. Из-за сложности реализующих их алгоритмов на практике даже трехмерные 
свертки используются значительно реже, чем одно- и двумерные. Основная причина этого кро-
ется в отсутствии единого строгого определения операции и перегруженности в математике 
термина “свертки”. Алгебра многомерных матриц имеет в себе операции, семантически схожие 
со свертками и легко распараллеливается с помощью естественных обобщений операций на 
плоских матрицах на многомерный случай. Она уже доказала свою эффективность в тензор-
ной алгебре. Поэтому целесообразно сконструировать определение свертки через операции на 
алгебре многомерных матриц.  В статье рассмотрен подход к повышению эффективности ал-
горитмов свертки в программных системах, основанных на ней, в том числе и сверточных ней-
ронных сетях. Автором предлагается многомерно-матричное определение операции свертки. 
На ее основе строится многомерно-матричная модель вычислений, которая позволят эффек-
тивно формализовать задачи, решение которых использует операции многомерной свертки, а 
также реализовать эффективное решение этих задач благодаря естественному параллелизму, 
присущему операциям алгебры многомерных матриц. В результате получена математическая 
модель операций свертки на основе алгебры многомерных матриц с операцией (0, µ)-свернуто-
го произведения. На практике в решении прикладных задач предложенная математическая мо-
дель операций свертки служит основой для разработки библиотек программ, эффективно реа-
лизующих эти операции за счет распараллеливания операции (0, µ)-свернутого произведения.

Ключевые слова: операция свертки, компьютерное зрение, алгебра многомерных матриц, 
параллельные вычисления, искусственный интеллект 
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Abstract
Convolution is an indispensable operation for solving problems from a variety of subject areas: ma-
chine learning problems, data analysis, signal processing, image processing filters. However, due to 
the complexity of the algorithms that implement them, in practice, even three-dimensional convolu-
tions are used much less often than one-and two-dimensional ones. The main reason for this lies in 
the absence of a single strict definition of the operation and the overload of the term “convolution” in 
mathematics. The multidimensional matrix algebra includes operations that are semantically similar 
to convolutions, and it is easily parallelized using natural generalizations of operations on flat matrices 
to the multidimensional case and has already proved its effectiveness in tensor algebra. Therefore, it 
is advisable to construct the definition of convolution through operations on the algebra of multidi-
mensional matrices. The article considers an approach to improving the efficiency of convolution algo-
rithms in software systems based on it, including convolutional neural networks. The author proposes 
a multidimensional matrix definition of the convolution operation. On its basis, a multidimensional ma-
trix model of calculations is built, which will allow us to effectively formalize problems whose solution 
uses multidimensional convolution operations, as well as to implement an effective solution to these 
problems due to the natural parallelism inherent in the operations of the algebra of multidimensional 
matrices. As a result, a mathematical model of convolution operations based on the algebra of multidi-
mensional matrices with the operation the (0, µ)-convolution product is obtained. In practice, in solving 
applied problems, the proposed mathematical model of convolution operations serves as the basis for 
developing libraries of programs that effectively implement these operations by parallelizing the oper-
ation the (0, µ)-convolution product.
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artificial intelligence
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Введение 

Термин свертка в математике сильно перегружен. В разных 
предметных областях есть операции называемые “сверткой” 
или имеющие это слово в названии: свертка на группах, сверт-
ка распределений, ( λ , 𝜇)-свернутое произведения, µ − сверты-
вание матрицы, свёртка тензора [1]. Свертки, используемые в 
задачах компьютерного зрения, возможно, наиболее популяр-
ны. С их помощью можно решать задачи анализа и прогнози-
рования временных рядов, обработки естественного языка, 
анализа сигналов на определенном временном промежутке, 
обработки изображений (фильтры для выделения краев, 
фрагментов, размытия и других операций преобразования 
для дальнейшего использования изображения в задаче рас-
познавания).

Цель исследования 

Автор ставить целью исследования анализ имеющихся опре-
делений операции свертки и формирование определения 
этой операции в терминах алгебры многомерных матриц. Оно 
должно обеспечивает строгую формализацию этой операции 
на базе алгебры многомерных матриц и одновременно упро-
щать и снижать стоимость разработки подобных информаци-
онных систем, а также сокращать время выполнения запросов.

Теоретический анализ формальных 
определений
В функциональном анализе операция свертки для двух функ-
ций f  и g  интегрируемых относительно меры Лебега опре-
деляется следующим образом: . Ре-
зультат свертки соответствует взаимно-корреляционной 
функции для этих двух функций1. Здесь операцию свёртки 
можно интерпретировать как «схожесть» одной функции с от-
ражённым и сдвинутым образом другой. 
В силу того, что наш мир дискретен, в прикладных задачах, как 
правило, фигурируют дискретные модели и функции. Так циф-
ровой обработке сигналов широко используется n-мерная дис-
кретная свертка сигналов. Ее также называют цифровой филь-
трацией2 [2], [3].  Эта операция обозначается Y H U

n
= ∗∗ ∗...
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 и 

определяется следующим образом: пусть U u ul ln
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 два дискретных n-мерных сигнала (отсчета исход-
ного сигнала и отсчета импульсной характеристики фильтра). 
Результатом их свертки будет выходной сигнал3 Y y ym mn

( ,..., )
1

, 
где Y y y U u u H h hm m

kk

n

k k m kn
n

n
( ,..., ) ... ( ,..., ) ( ,...,

1

1

1 1 1
= ∑∑ −

��� ��
mm kn n− )  [4].

В задачах компьютерного зрения под одноканальной много-
мерной сверткой по ядру понимают операцию, определенную 
следующим образом: пусть A – входной многомерный массив 
размерности n n

N

× ×...��� �� , который называется сигналом, а B – мно-

1 Колмогоров А. Н., Фомин С. В. Элементы теории функций и функционального анализа. 7-е изд. М.: Физматлит, 2004. 572 с.
2 Рабинер Л. Теория линейных дискретных систем / Рабинер Л., Гоулд Б. // Теория и применение цифровой обработки сигналов; под ред. Ю. Н. Александрова. 
М.: Мир, 1978. С. 18-88.
3 Гутников В. С. Фильтрация измерительных сигналов. Л.: Энергоатомиздат, Ленингр. отд-ние, 1990. 192 с.

гомерный массив размерности m m
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ядром. Свертка A и B определяется следующим образом:
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, ..., )jN , где  

i n mk = + −1 1, ..., ; k N=1, ...,  (*) [5].
Вообще говоря, в задачах компьютерного зрения в операциях 
свертки в смысле определения присуще (*) участвуют много 
параметров таких как: размерность, отступы, шаги, линейное 
смещение и так далее [6]. Помимо свертки по ядру произво-
дятся свертки по фильтрам. Тем не менее, смысл операции и 
особенности реализующих ее алгоритмов от этих параметров 
меняются незначительно. В дальнейшем, без ограничения 
общности, предполагается, что свертка выполняется без нуле-
вого заполнения (Zero Padding), с шагом равным 1 и без линей-
ного смещения.

Теоретический анализ интуитивного 
“определения”  
Часто можно встретить неформальное описание операции 
свертки. Ниже приводится пример такого описания. Ядро 
“скользит” по входному сигналу с заданным шагом [7]. Размер-
ность свертки определяет число  измерений для “скольжения”. 
На каждом шаге поэлементно умножается содержимое ядра на 
“окно”, ему соответствующего. Результат суммируется и зано-
сится в соответствующую позицию матрицы результата. На 
рисунке 1 приведен пример одноканальная двумерня свертка 
матрицы A по ядру B.

Р и с. 1. Одноканальная двумерня свертка матрицы A по ядру B

Такие неформальные определения дают понятную визуализацию операции, из которой можно понять смысл 
работы некоторых фильтров. Для примера, рассмотрим результат применения горизонтального и вертикального 

ядра Собеля: 
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— в задаче выделения контура изображений [8], [9]. На рисунке 2 

приведен оригинал изображения и результат его обработки фильтром Собеля. Для участка изображения, не 
содержащего в себе границ объектов, пиксели имеют одинаковое значение, поэтому общий вывод ядра в этой 
точке равен 0. На фрагментах с вертикальными (горизонтальными) гранями существует разница между 
пикселями слева и справа (сверху и снизу) от грани, и ядро вычисляет эту ненулевую разницу, находя ребра [10].
Таким образом, другое определение позволяет изучить эту операцию с другой стороны, сделав очевидными 
некоторые ее особенности. Тем не менее, это “определение” не обладает достаточной математической 
строгостью, а при переходе к большему числу измерений теряется визуализация.

Р и с. 2. Оригинальная картинка и пример применения оператора Собеля

Теоритический анализ многомерно-матричного определения
Это определение строится на алгебре многомерных матриц, введенной математиком Н. П. Соколовым4.

Ниже приведены необходимые определения базовых элементов алгебры многомерных матриц по Соколову. 

Многомерная матрица определяется как система элементов 1 2 ... pi i iA , расположенных в точках p-мерного 

пространства и определяемых координатами ( )1 2, ,..., pi i i , где 1,2,...,a ii N
α

= ; 1,2,...a p= ; 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼 ∈ ℕ [11] . Многомерные 
матрицы принято записывать с помощью двухмерных сечений в виде квадратной или прямоугольной таблицы. 

Например, представление четырехмерной матрицы A порядка 2 имеет такой вид 

1111 1112 1211 1212

1121 1122 1221 1222

2111 2112 2211 2212

2121 2122 2221 2222

a a a a
a a a a

A
a a a a
a a a a

= .

Пусть матрицы 
1 ... pi iA A= и 

1 ... qi iB B= p- и q-мерные соответственно. Совокупности индексов этих 

4 Соколов Н. П. Введение в теорию многомерных матриц. Киев: Наукова Думка, 1972. 177 с.

Р и с. 1. Одноканальная двумерня свертка матрицы A по ядру B
F i g. 1. Single-channel two-dimensional convolution of matrix A by kernel B

Такие неформальные определения дают понятную визуализа-
цию операции, из которой можно понять смысл работы неко-
торых фильтров. Для примера, рассмотрим результат приме-
нения горизонтального и вертикального ядра Собеля: 
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 — в задаче выделения контура изо-

бражений [8], [9]. На рисунке 2 приведен оригинал изображе-
ния и результат его обработки фильтром Собеля.  Для участка 
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изображения, не содержащего в себе границ объектов, пиксе-
ли имеют одинаковое значение, поэтому общий вывод ядра в 
этой точке равен 0. На фрагментах с вертикальными (горизон-
тальными) гранями существует разница между пикселями 
слева и справа (сверху и снизу) от грани, и ядро вычисляет эту 
ненулевую разницу, находя ребра [10]. Таким образом, другое 

4 Соколов Н. П. Введение в теорию многомерных матриц. Киев: Наукова Думка, 1972. 177 с.

определение позволяет изучить эту операцию с другой сторо-
ны, сделав очевидными некоторые ее особенности. Тем не ме-
нее, это “определение” не обладает достаточной математиче-
ской строгостью, а при переходе к большему числу измерений 
теряется визуализация.
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Пусть матрицы 
1 ... pi iA A= и 

1 ... qi iB B= p- и q-мерные соответственно. Совокупности индексов этих 

4 Соколов Н. П. Введение в теорию многомерных матриц. Киев: Наукова Думка, 1972. 177 с.

Р и с. 2. Оригинальная картинка и пример применения оператора Собеля
F i g. 2. The original picture and an example of the application of the Sobel operator

Теоритический анализ многомерно- 
матричного определения
Это определение строится на алгебре многомерных матриц, 
введенной математиком Н. П. Соколовым4. Ниже приведены 
необходимые определения базовых элементов алгебры мно-
гомерных матриц по Соколову. 
Многомерная матрица определяется как система элементов 
Ai i ip1 2 ...

, расположенных в точках p-мерного пространства и 
определяемых координатами i i ip1 2

, ,...,( ) , где i Na i=1 2, ,...,
α

; 
a p=1 2, ,... ;  [11] . Многомерные матрицы принято запи-
сывать с помощью двухмерных сечений в виде квадратной 
или прямоугольной таблицы. Например, представление четы-
рехмерной матрицы A порядка 2 имеет такой вид
 

A

a a
a a

a a
a a

a a
a a

=

1111 1112

1121 1122

2111 2112

2121 2122

1211 1212

1221 11222

2211 2212

2221 2222

a a
a a

. 

Пусть матрицы A Ai ip
=

1 ...
 и B Bi iq

=
1 ...

  p- и q-мерные соответ-
ственно. Совокупности индексов этих матриц i ip1

,...,  и i iq1
,...,  

разбиваются на три группы, содержащие соответственно. Со-
вокупности индексов этих матриц i ip1

,...,  и i iq1
,...,  разбивают-

ся на три группы, содержащие соответственно κ, 𝜇 и � индек-
сов (κ, 𝜇, � �0). Причем κ+𝜇=p, а 𝜇+�=q. Для полученных групп 

индексов используются обозначения: l l l= ( ,..., )
1 κ , c c c= ( ,..., )

1 µ  
и m m m= ( ,..., )

1 ν . Тогда матрицы A и B можно представить 
в виде A Alc=  и B Bcm= . Индексы разбиения c называются 
кэлиевыми, а индексы разбиения m и l — свободными. Матри-
ца C Clm= , элементы которой вычисляются по формуле 
C A Blm

c
lc cm= ×∑

( )

, называется (0, µ)-свернутым произведением 

матриц A и B и обозначается 0,
( )

µ A B C× =  (**). Из его определе-
ния следует, что при изменении значения µ результатом (0, 
µ)-свернутого произведения многомерных матриц A и B могут 
получаться многомерные матрицы разных размерностей. Вы-
числительная сложность такой операции O N( )

µ κ ν+ + .
Для определения свертки средствами алгебры многомерных 
матриц авторы предлагает строить вспомогательную A '  [12]. 
Она состоит из элементов A , расположенных в дополнитель-
ных размерностях так, что бы ее двухмерные сечения содержа-
ли элементы, которые сворачиваются ядром при каждом шаге 
свертки. Матрица A '  имеет вдвое больше измерений, чем ма-
трица A. Это следует из того, что в матрице A’ каждый элемент 
расположен в p-мерном пространстве и сам представляет со-
бой p-мерный блок матрицы A. Авторы доказывают утвержде-
ние: 
«Пусть A ai ip

=
1 ...

 ( , ..., , ..., )i i Np A1
1=  — свертываемая матрица. 

B bj jp
=

1 ...
 ( , ..., , ..., )j j Np B1

1=  — ядро свертки. Тогда однока-
нальная p-мерная свертка матрицы A по фильтру B это 
0,

( )

( ' ) '
p

lc c
c

lA B a b c× = × =∑ , где A a lc' '= , l l Np A1
1, ..., , ...,

'
=  и 
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c c Np B1
1, ..., , ...,= . Пусть в самом общем случае A ai i ip p

=
+1 1...

— 
свертываемая матрица, где i i Np A1

1, ... , ...,= — индексы матриц 
каналов, а значения индекса i np+ =

1
1, ...,  — номера каналов. 

B bj j jp p
=

+1 1...
 — фильтр, где j n

1
1= , ...,  — номер ядра свертки, а 

j j Np B2 1
1, ..., , ...,+ =  — индексы ядер свертки. 

Таким образом, доказывается, что посредством операции (0, 
μ)-свернутого произведения могут быть выражены всевоз-
можные свертки A  по ядру (фильтру) B» [12]. 
Например, рассмотрим одноканальную двумерую свертку ма-
трицы A по ядру B (см. рисунок 1). Пусть даны входная матри-
ца 

A
a a

a a
=

11 15

51 55

...

...

...

 и ядро свертки 
B

b b b
b b b
b b b

=
11 12 13

21 22 23

31 32 33

. В этом слу-

чае матрица A '  представляет собой четырехмерную матрицу

A

a a

a a

a a

'

' ... '

... ... ...

' ... '

...

' ... '

=

1111 1113

1131 1133

3111 31113

3131 3133

1311 1311

... ... ...

' ... '

...

...

...

' ... '

... ... .

a a

a a
...

' ... '

...

' ... '

... ... ...

' ... '

a a

a a

a a

1331 1333

3311 3313

3331 33333

11 13

33 33

31 33

51

=

a a

a a

a a

a

...

... ... ...

...

...

...

... ... ...

... aa

a a

a a

a a

53

13 15

33 35

33 35

...

...

...

...

... ... ...

...

...

...

... ... ....

...

'

a a

A lc

53 55

= , 

l l c c
1 2 1 2

1 3, , , ,...,= . 
Тогда результатом выполнения свертки A по ядру B с шагом 
1 будет совпадать с 0 2,

( ' )A B× , где 0 2,

( )

( ' ) 'A B a b clc c
c

l× = × =∑ . 

И как показано на рисунке 1 

c a b a b a bc c c c AA
ccc

ij ij
ji

11 11 11

1

3

1

3

1

3

1 2 1 2

21

= × = × = ×
== ==
∑∑∑ ∑' '

( ) 11

3

∑ .

Из утверждения прямо следует, что посредством операции (0, 
μ)-свернутое произведение могут быть выражены всевозмож-
ные свертки по ядру (фильтру) и свертки сигналов. Все виды 
сверток имеют однотипное формальное представление, легко 
адаптируемое к каждому конкретному случаю за счет постро-
ения A ' . Таким образом, можно дать определение свертки че-
рез (0, μ)-свернутое произведение. Отметим, что в таком под-
ходе ядро не «скользит» по направлениям, а «прыгает» 
по двухмерным сечениям. Такое определение в равной степе-
ни как позволяет визуально представить операцию, так и име-
ет достаточную строгость. 

Имеющиеся методы выполнения сверток

Ввиду популярности операции свертки на сегодняшний день 
существует огромное количество библиотек с методами, его 
реализующими: cv2.filter2D, tensorflow. compat. v1.conv2d, scipy. 
sepfir2d, numpy. convolve [13, 14, 15, 16]. В таблице 1 приведена 
зависимость времени выполнения операции двухмерной од-
ноканальной свертки по ядру 5× 5 (средствами tensorflow. 
compat. v1.conv2d в среде Colab) от числа пикселей в изображе-
нии. В таблице 2 приведена зависимость времени выполнения 
операции двухмерной трехканальной свертки по фильтру 3× 5
× 5 (средствами cv2.filter2D в среде Colab) от числа пикселей 
в изображении. 

Т а б л и ц а 1. Время для свертки с tensorflow. compat. v1.conv2d
T a b l e 1. Time to convolve with tensorflow.compat.v1.conv2d

Число пикселей, млн.
Время, с.

CPU
0,92 0,471
2,07 0,911
3,69 1,483
8,29 2,909

16,38 6,445
55,06 15,506

Т а б л и ц а 2. Время для свертки с cv2.filter2D
T a b l e 2. Time to convolve with cv2.filter2D

Число пикселей, млн.
Время, мс.

CPU
0,92 71
2,07 159
3,69 282
8,29 672

16,38 1303
55,06 2551

Из результатов видно, что, не смотря на кажущуюся простоту 
операции, одна свертка может занимать секунды на картинках 
с большим разрешением (Ultra HD и выше) [17], [18].
Авторы предлагают построение программно аппаратного 
комплекса, реализующего алгебру многомерных матриц [19]. 
(λ, µ)-свернутое произведение многомерных матриц это обоб-
щение умножения плоских матриц. Этот факт обеспечивает 
возможность без труда обобщить на многомерный случай хо-
рошо известные, доказавшие свою эффективность и простые в 
понимании и реализации алгоритмы параллельного умноже-
ния матриц [20]. (0, µ)-свернутое произведение является част-
ным случаем (λ, µ)-свернутого произведения, поэтому для 
него может быть применен тот же параллельных алгоритм. 
Ниже приводится описание параллельного алгоритма выпол-
нения (0, µ)-свернутого произведения многомерных матриц. 
За Ck будем обозначать зафиксированный набор индексов 
C c ck

k k= −( ,..., )
0 1µ , всего таких наборов Nµ и так далее. Тогда для 

реализации (0, µ)-свернутого произведения необходимо вы-
полнить последовательность вложенных циклов, описанную 
на псевдокоде ниже (см. рисунок 3).

Р и с. 3. Псевдокод (0, µ)-свернутого произведения
F i g. 3. Pseudocode of the (0, µ)-folded product
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Таким образом (0, µ)-свернутое произведение многомерных 
матриц A и B выражается через умножение плоских матриц  A*  
и B* , полученных из многомерных матриц A и B соответствен-
но, где
 

A

a a

a a

L C L C

L C L C

N

N N N

*

...

... ... ...

...

=













−

− − −

0 0 0
1

1
0

1 1

µ

κ κ µ





, 

B

b b

b b

C M C M

C M C M

N

N N N

*

...

... ... ...

...

=













−

− − −

0 0 0
1

1
0

1 1

ν

µ µ ν





.

Итак, для выполнения (0, µ)-свернутого произведения матриц 
А и B необходим CPU, который отправляет соответствующие 
им плоские матрицы A*  и B* в видеопамять GPU5. Результат их 
умножения на GPU может быть получен любым удобным па-
раллельным способом. Он пересылается в оперативную па-
мять и CPU записывает его в ответ (см. рисунок 4). Для созда-
ния такого программно-аппаратного комплекса наиболее эф-
фективны вычислительные системы, обладающие большим 
количеством GPU [21], [22].

Р и с. 4. Схема (0, µ)-свернутого произведения
F i g. 4. Scheme of (0, µ)-folded product

Полученные результаты

С использованием алгебры многомерных матриц авторам уда-
лось решать задачи из самых разных предметных областей 
[13, 23, 24, 25]. Был доказан гомоморфизм между алгеброй 
многомерных матриц и реляционной алгеброй. Это породило 
новый подход к распараллеливанию запросов в базах данных. 
С ее помощью были построены полиномиальные алгоритмы 
для вывода ассоциативных правил и маршрутизации. Так как 
она является естественным обобщением матричной алгебры, 
то есть возможность обобщить многие матричные алгоритмы 
шифрования, тем самым увеличив их криптостойкость. Были 
обобщены алгоритмы Хилла и Диффи-Хеллмана. Все операции 
из тензорной алгебры выражается в терминах алгебры много-
мерных матриц, что позволяет с ее помощью решать все зада-
чи тензорной алгебры. Она удачно подходит для построения 
цепей Маркова и решения задач на графах. Спроектированный 
программно аппаратный комплекс помимо решения вышепе-
речисленных задач можно будет использовать и для построе-
ния сверточных нейронных сетей в виду наличия определения 
операции свертки в терминах алгебры многомерных матриц.

5 Технология программирования CUDA / Д. Н. Тумаков, Д. Е. Чикрин, А. А. Егорчев, С. В. Голоусов. Казань: КГУ, 2017. 112 с.

Заключение

В статье был проведен анализ различных подходов к операции 
свертки в контексте задач компьютерного зрения. Было вве-
дено другое определение этой операции, которое совмещает в 
себе математическую строгость и интуитивную простоту уже 
имеющихся. Именно в силу изложенных причин, формальное 
представление сверток посредством (0, µ)-свернутого произ-
ведения многомерных матриц имеет важное практическое 
значение. Были проанализированы имеющиеся методы реа-
лизации сверток. Было предложен аппаратно-программный 
комплекс, с помощью которого, в том числе, возможно постро-
ение сверточных нейронных сетей.
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