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Аннотация
Задачи нахождения циклов в графе – неотъемлемая составная часть геоинформационных, ло-
гистических, и навигационных информационных систем.  Задачи нахождения гамильтоновых 
и эйлеровых циклов, задача коммивояжера настолько важны в современных информационных 
системах, обеспечивающих решение задач в различных предметных областях от традиционных 
транспортных до научных проблем в химии и биологии, что этому посвящено большое число 
публикаций. Современная особенность задач нахождения циклов в графе заключается в необхо-
димости обработки больших и сверхбольших данных (Big Data). Методы, которые дают точное 
решение, сводятся к алгоритмам с экспоненциальной вычислительной сложностью. Для умень-
шения сложности предлагаются эвристические методы, например, генетические алгоритмы. 
Предложен многомерно-матричный подход к обработке больших графов, ориентированный на 
построение всех возможных циклов независимо от способа вычисления их свойств (например, 
стоимости, гамильтоновости и прочих). Этот подход обеспечивает эффективное распараллели-
вание алгоритмов построения всех циклов и использование технологии in database для постро-
ения всех циклов, что возможно в силу изоморфизма алгебры многомерных матриц и реляци-
онной алгебры для рассматриваемого класса задач.
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Abstract
The problem of finding cycles in a graph is an integral part of geoinformation, logistic, and navigation 
information systems. The problems of finding Hamiltonian and Euler cycles, the traveling salesman 
problem are so important in modern information systems that provide solutions to problems in various 
subject areas from traditional transport to scientific problems in chemistry and biology that a large 
number of publications are devoted to this. A modern feature of the tasks of finding cycles in a graph 
is the need to process large and super-large data (Big Data). Methods that give an exact solution are 
reduced to algorithms with exponential computational complexity. To reduce complexity, heuristic 
methods are proposed, for example, genetic algorithms. A multidimensional matrix approach to the 
processing of large graphs is proposed, focused on constructing all possible cycles, regardless of the 
method for calculating their properties (for example, cost, Hamiltonianity, and others). This approach 
provides efficient parallelization of algorithms for constructing all loops and the use of in database 
technology for constructing all loops, which is possible due to the isomorphism of the algebra of 
multidimensional matrices and relational algebra for the class of problems under consideration.
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Введение

Задачи нахождения циклов в графе – неотъемлемая составная 
часть геоинформационных, логистических, и навигационных 
информационных систем.  Задачи нахождения гамильтоновых и 
эйлеровых циклов, задача коммивояжера настолько важны в со-
временных информационных системах, обеспечивающих реше-
ние задач в различных предметных областях от традиционных 
транспортных до научных проблем в химии и биологии, что это-
му посвящено большое число публикаций, например, [1-6], [23]. 
Современная особенность задач нахождения циклов в графе 
заключается в необходимости обработки больших и сверхболь-
ших данных (Big Data). Традиционный подход к их решению 
основан на математическом моделировании с использованием 
теории графов. При всей своей естественности для представле-
ния объектов предметных областей, их свойств и связей, этот 
подход обладает одним существенным недостатком. Традици-
онные методы, которые дают точное решение, сводятся к пе-
реборным алгоритмам с экспоненциальной вычислительной 
сложностью. Для уменьшения сложности предлагаются различ-
ные способы, среди которых можно отметить эвристические 
методы, такие как, например, генетические алгоритмы [7-11], 
[22]. Причем последние ориентированы на случай графа, полно-
стью помещающегося в оперативной памяти. Недостатки тако-
го рода решений заключаются в том, что, во-первых, часто они 
основаны на эвристиках, применимых исключительно к усло-
виям конкретной предметной области, что требует существен-
ной переработки алгоритмов при переходе к другим предмет-
ным областям; во-вторых, для повышения их эффективности 
с использованием методов параллельного программирования 
приходится использовать сложные искусственные приемы.
Поэтому в статье предложен универсальный алгебраический 
подход к обработке больших графов, ориентированный на по-
строение всех возможных циклов независимо от способа вы-
числения их свойств (например, стоимости, гамильтоновости 
и прочих). В основу подхода положены теория многомерных 
матриц1 [24], [25] и специальные двухосновные алгебраиче-
ские системы (абстрактные алгебраические машины).  Этот 
подход позволяет:
−	 эффективное распараллеливание алгоритмов построения 
всех циклов;
−	 использование технологии in database для построения 
всех циклов, что возможно в силу изоморфизма алгебры мно-
гомерных матриц и реляционной алгебры для рассматривае-
мого класса задач.

Построение маршрутов в графе

Решение задачи построения всех циклов в ориентированном 
графе легко реализуется на основе применения одного из ва-
риантов операции умножения многомерных матриц – ()-свер-
нутого произведения, при котором не производится суммиро-
вание элементов (отсутствуют кэлиевы индексы). Для этой 
цели сначала рассматривается алгоритм построения всех воз-
можных маршрутов в графе [12], [13].

1 Соколов Н. П. Введение в теорию многомерных матриц. Киев: Наукова думка, 1972. 176 с.
2 Christofides N. Graph Theory: An Algorithmic Approach (Computer science and applied mathematics). Academic Press, Inc., USA, 1975. 400 p.

Для построения маршрутов в графе справедливо следующее 
утверждение. Если матрица 

1 2
wG i i=  – матрица смежности графа, 

а (k+1)-мерная матрица (0, 1)Gk – степень матрицы G по (1, 0)-свер-
нутому произведению, то набор значений индексов отличного от 
нейтрального элемента этой матрицы i ik1 1

* *, ..., +  соответствует но-
мерам вершин пути, который связывает вершины i1

*  и i: +1
* .

Пусть матрица 
1 2
wG i i=  – матрица смежности (или весов ребер) 

графа. Элементы матрицы 
1 2
wG i i=  принадлежат некоторому типу, 

например, логическому или числовому и имеют значения от-
личные от нейтрального элемента этого типа, если в графе есть 
ребро 1 2wG i i=  , и есть нейтральный элемент в противном случае. По-
сле умножения матрицы 

1 2
wG i i=  на себя получается трехмерная ма-

трица ( , )1 0 2

1 2 3
G wi i i= . Здесь индекс i1 обеих матриц-операндов – 

свободный (в матрице-результате он повторяется и второе его 
вхождение получает новое обозначение – i3), а индекс i2 – скот-
тов. Эта матрица содержит сведения обо всех маршрутах, прохо-
дящих по двум ребрам. После умножения матрицы (1, 0)G2 на ма-
трицу G получается четырехмерная матрица ( , )1 0 3

1 2 3 4
G wi i i i= .   В 

этой матрице индексы i1, i2 матрицы (1, 0)G2 и индекс i1 матрицы G 
(в матрице-результате он обозначается i4) – свободные. В каче-
стве скоттовых используются индекс i3 матрицы G2 и индекс i2 
матрицы G. Матрица (1, 0)G3 содержит сведения обо всех маршру-
тах, проходящих по трем ребрам. Процесс продолжается до тех 
пор, пока не будет получена матрица, все элементы которой – 
нейтральные. Предшествующая ей матрица (1, 0)Gk содержит све-
дения обо всех маршрутах, состоящих из k ребер. Тогда, если 
элемент …    отличен от нейтрального элемента, то после-
довательность значений индексов , ,… ,  есть последова-
тельность вершин, через которые проходит маршрут, начинаю-
щийся в вершине  заканчивающийся в вершине , проходя-
щий по k-1 ребрам и обладающий свойством, определяемым 
значением …  . Вычислительная сложность предложенно-
го метода полиномиальная и имеет порядок ( + +… + ) , 
где n – число вершин графа, k –число ребер в маршруте, проходя-
щем через наибольшее число вершин. 
Это утверждение имеет конструктивный характер, так как 
фактически задает алгоритм построения маршрутов в гра-
фе. Как известно, цикл в графе – это маршрут, у которого на-
чальная и конечная вершины совпадают2. Получить все ци-
клы на очередном этапе выполнения алгоритма построения 
маршрутов можно выполнив операцию сечения вычисленной 
многомерной матрицы – (1, 0)-свернутой степени матрицы 
смежности графа, при условии, что значение первого индекса 
совпадает со значением последнего индекса этой многомер-
ной матрицы. Перед вычислением следующей (1, 0)-сверну-
той степени матрицы смежности графа необходимо в послед-
ней вычисленной многомерной матрице всем элементам, у 
которых значения первого и последнего индексов совпадают 
присвоить значение нейтрального элемента. Это позволит на 
следующем этапе избежать построения циклов, содержащих 
повторяющиеся вершины. Если в решаемой задаче имеются 
ограничения на количество вершин, через которые проходит 
цикл, то в этом случае достаточно вычислить все (1, 0)-свер-
нутые степени матрицы смежности графа до (1, 0)Gk, где k – наи-
большее число вершин в цикле. При построении всех циклов 
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необходимо строить все (1, 0)-свернутые степени матрицы 
смежности графа до получения матрицы, содержащей гамиль-
тонов цикл, если такой существует в графе, то есть до получе-
ния матрицы (1, 0)Gn, где n – количество вершин графа.

Алгебраический метод построения 
циклов в графе
Далее рассматривается построение программно-аппаратных 
комплексов для построения циклов в графе на основе алгебры 
многомерных матриц и реляционной алгебры.
Алгебра многомерных матриц. Используя предложенный 
метод, можно строить циклы с различными свойствами, напри-
мер, выполняя одновременное вычисление суммы весов ребер. 
Очевидно, что для каждого конкретного случая специфиче-
ским будет только тип элементов матриц. С другой стороны, 
параллельные алгоритмы умножения многомерных матриц 
достаточно сложны. Следовательно, разработка в полном объ-
еме программного обеспечения для каждой задачи трудоем-
ка и нецелесообразна. Проблема легко решается средствами 
объектно-ориентированного программирования. Поскольку 
в общем случае абстрактный тип данных (класс) – это много-
основная алгебраическая система, можно использовать метод 
построения абстрактной, в данном случае многомерно-матрич-
ной, алгебраической машины [14], которая представляет собой 
двухосновную алгебраическую систему, первая основа которой 
задает структуру данных, а вторая тип элементов структуры. В 
рассматриваемом случае  абстрактная многомерно-матричная 
машина имеет вид EM=<M, X; ;  где M – множество мно-
гомерных матриц, все индексы которых принимают значения 
от 1 до n –числа вер-шин графа, а  X – тип элементов матриц, 
определяемый исходными требованиями. Минимальное тре-
бова-ние к типу X состоит в том, чтобы на X были определены 
две алгебраические операции, одна из которых трактуется как 
аддитивная, а вторая – как мультипликативная. То есть, тип X 
должен быть по каждой из этих операций, по крайней мере, ал-
гебраической структурой, называемой группоидом. В реальных 
услови-ях типами могут быть достаточно сложные алгебраиче-
ские структуры, такие как кольца и поля. В таблице 1 приведе-
ны формальные определения и описания операций сигнатуры 

 абстрактной матричной машины EM. 

Т а б л и ц а 1. Сигнатура операций EM
T a b l e 1. EM operation signature

Операция Описание операции

XXX:
аддитивная операция над элементами 
матриц

XXX: мультипликативная операция над элемен-
тами матриц

''  MM: транспонирование матрицы
        MM:µ свертка многомерной матрицы

MMM: сумма матриц;

MMM: (1, 0)-свернутое произведение многомер-
ных матриц

Операция транспонирования матрицы – это вспомогательная 
операция, используемая при разработке программного обе-
спечения и для удобного вывода результатов. Операция сверт-
ки позволяет производить дополнительные действия для 

готовых маршрутов, позволяющие выбирать маршруты с за-
данными свойствами. В реальных задачах в роли типа X могут 
быть, такие алгебраические системы, например, множество {0, 
1} с аддитивной операцией дизъюнкции и мультипликатив-
ной операцией конъюнкции, ={ , } при построении циклов 
в графе, или множество положительных действительных чи-
сел R+ с аддитивной операцией min и мультипликативной опе-
рацией сложения. Первая алгебраическая система позволяет 
решить задачу построения циклов, а вторая – поиск циклов с 
минимальной стоимостью.
Операции над матрицами, входящие в сигнатуру операций , ре-
ализуются хорошо известными последовательными и параллель-
ными стандартными алгоритмами, о которых речь пойдет далее.
Практическая ценность предложенного подхода состоит в том, 
что суть операций над элементами структуры S не изменяет-
ся при изменении сути операций над элементами типа X. Это 
свойство абстрактных многомерно-матричных машин полезно 
в практическом программировании. Если типы X1, …, Xn – гомо-
морфные или изоморфные универсальные алгебраические си-
стемы, то становится возможной отладка операций над струк-
турой на наиболее простом типе данных. Отлаженная таким 
образом структура становится базовым классом, от которого 
можно порождать конкретные объекты (реализации), пред-
назначенные для решения задач на различных, в том числе и 
сложных, типах данных. Эти реальные многомерно-матричные 
машины, работающие с конкретными типами данных, разра-
батываются как наследники абстрактных матричных машин, у 
которых они наследуют операции над структурами и включают 
в себя операции над реальными элементами этих структур. 

Реляционная алгебра. Предложенный метод на основе алге-
бры многомерных матриц особенно эффективно работает в том 
случае, когда матрица смежности графа не разрежена, то есть 
содержит незначительное количество нейтральных элементов. 
В случае разреженных матриц эффективность существенно па-
дает, так как вычислительная сложность остается без измене-
ния. С другой стороны, многие методы методы организации и 
хранения разреженных матриц достаточно сложны и требуют 
серьезных временных затрат на доступ к элементам матриц, а 
распараллеливание операции умножения разреженных матриц 
достаточно трудоемко. Выход из положения возможен за счет 
применения технологии in database. Доказано, что алгебра мно-
гомерных матриц с элементами логического и числовых типов 
и операцией (�, �)-свернутого произведения и реляционная ал-
гебра с отношениями со схемами R(i1, …, ip, w) (i1, …, ip – атрибуты, 
домены которых положительные целые числа, w – атрибут с до-
меном логического или числового типа) и операцией Inner Join 
над этими отношениями изоморфны [15], [16]. 
В том случае когда матрица смежности графа разрежен-
ная, целесообразно представить ее в виде отношения со 
схемой R(i1, i2, w). Тогда вычисление многомерной матрицы 
(1,0 )Gk+1 (1,0 ) ( (1,0 )Gk G  реализуется запросом

SELECT [Gk].[i1]A Si 1, …,[ Gk].[ik-1]A Si k, [G].[i1]A Si k+1, [G1].[i2] AS ik+2, ([Gk].[w] [G].[w]) AS w
INTO G k+1
FROM G k Inner Join G On G k.i k+1 = G.i1
WHERE ((([G k].[i2])<>[G].[i2]) And…And ((G k!i k)<>G!i2) And ((G!i1)<>G!i2)

Предикат, заданный в разделе WHERE обеспечивает отсутствие 
маршрутов, проходящих через одну вершину более одного раза. 
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Примеры построения циклов в графе

Пример 1 (алгебра многомерных матриц). Пусть дан ориенти-
рованный граф (рисунок 1), и его матрица смежности G (та-
блица 2). Требуется найти все возможные циклы в этом графе. 
Для решения поставленной задачи на этом 10-вершинном гра-
фе нужно построить реальную многомерно-матричную маши-
ну EM=<M, {0, 1}; +,×,∧,∨;>. Здесь структура – это множество M 
многомерных матриц, индексы которых принимают значения 
от 1 до 10, для которых определены операции сложения и (1, 
0)-свернутого произведения, а тип – это множество {0, 1} с опе-
рациями дизъюнкции и конъюнкции. После выполнения опе-
рации (1,0)G×G получается трехмерная матрица G2 (таблица 3), 
которая содержит все маршруты, проходящие по двум ребрам. 
Эта таблица не содержит ни одного цикла, что соответствует 
рассматриваемому графу. В таблице 3 (и всех последующих та-
блицах) полностью приведены только содержащие единицы 
сечения этой матрицы.

Р и с. 1. Ориентированный граф с десятью вершинами

Т а б л и ц а 2. Матрица G смежности графа

→ i2           

↓i1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
4 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
5 0 0 0 4 0 0 0 0 1 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
7 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
8 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
9 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

10 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

В таблице 3 приведены циклы, которые построены в степенях матрицы смежности графа. В ее третьем столбце 
приведены примеры наборов значений индексов элементов (1, 0)-свернутых степеней матрицы смежности 
графа, которые имеют значение 1. Следует отметить, что некоторые наборы значений индексов представляют 
собой циклические перестановки номеров вершин одного и того же цикла. Последняя степень (0, 1)G10 содер-
жит все циклические перестановки гамильтонова цикла.

Т а б л и ц а 3. Циклы (1, 0)-свернутых степеней матрицы смежности графа

Степень 
матрицы 

смежности

Количество 
циклов Примеры наборов значений индексов

(0, 1)G2 0
(0, 1)G3 3 (1,4,7,1); (4,7,1,4); (7,1,4,7)
(0, 1)G4 16 (1,3,8,10,1); (4,8,2,5,4); (5,4,8,2,5); (7,8,6,9,7); (8,10,1,4,8); (10,1,3,8,10)
(0, 1)G5 40 (1,4,3,8,10,1); (3,6,9,7,1,3); (4,7,1,2,5,4); (5,4,3,8,2,5); (7,1,2,5,9,7)
(0, 1)G6 24 (1,4,3,6,9,7,1); (2,5,4,8,10,1,2); (6,9,7,1,3,8,6); (9,7,1,3,8,6,9); (10,1,2,5,4,8,10)
(0, 1)G7 56 (1,4,3,8,6,9,7,1); (2,5,9,7,1,3,8,2); (5,4,7,8,10,1,2,5,); (10,1,3,6,9,7,8,10)
(0, 1)G8 40 (1,4,3,8,2,5,9,7,1); (3,6,9,7,8,10,1,4,3); (6,9,7,1,2,5,4,8,6); (9,7,8,10,1,4,3,6,9)
(0, 1)G9 9 (2,5,4,3,8,6,9,7,1,2); (5,4,3,8,6,9,7,1,2,5); (8,6,9,7,1,2,5,4,3,8)

(0, 1)G10 10 (1,2,5,4,3,6,9,7,8,10,1)

Пример 2 (реляционная алгебра). Матрице G ставится в соответствие таблица G и создается ее копия G1. 
После выполнения запроса
SELECT [G].[i1] AS i1, [G1].[i1] AS i2, [G1].[i2] AS i3, ([G].[w] OR [G1].[w]) AS w INTO G2
FROM G INNER JOIN G1 ON G.[i2] = G1.[i1]
ORDER BY [G].[i1], [G1].[i1], [G1].[i2]; 

Р и с. 1. Ориентированный граф с десятью вершинами
F i g. 1. Directed graph of ten vertices

Т а б л и ц а 2. Матрица G смежности графа
T a b l e 2. Graph adjacency matrix G

    
i2   

i1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0

4 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0

5 0 0 0 4 0 0 0 0 1 0

6 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

7 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

8 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

9 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

10 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

В таблице 3 приведены циклы, которые построены в степенях 
матрицы смежности графа. В ее третьем столбце приведены 
примеры наборов значений индексов элементов (1, 0) – свер-
нутых степеней матрицы смежности графа, которые имеют 
значение 1. Следует отметить, что некоторые наборы значе-
ний индексов представляют собой циклические перестановки 
номеров вершин одного и того же цикла. Последняя степень 
(0, 1)G10 содержит все циклические перестановки гамильтонова 
цикла.

Т а б л и ц а 3. Циклы (1, 0)-свернутых степеней матрицы смежности графа
T a b l e 3. Cycles of (1, 0)-folded powers of the adjacency matrix of a graph

Степень 
матрицы 

смежности

Количе-
ство ци-

клов
Примеры наборов значений индексов

(0, 1)G2 0
(0, 1)G3 3 (1,4,7,1); (4,7,1,4); (7,1,4,7)
(0, 1)G4 16 (1,3,8,10,1); (4,8,2,5,4); (5,4,8,2,5); (7,8,6,9,7); (8,10,1,4,8); (10,1,3,8,10)
(0, 1)G5 40 (1,4,3,8,10,1); (3,6,9,7,1,3); (4,7,1,2,5,4); (5,4,3,8,2,5); (7,1,2,5,9,7)
(0, 1)G6 24 (1,4,3,6,9,7,1); (2,5,4,8,10,1,2); (6,9,7,1,3,8,6); (9,7,1,3,8,6,9); (10,1,2,5,4,8,10)
(0, 1)G7 56 (1,4,3,8,6,9,7,1); (2,5,9,7,1,3,8,2); (5,4,7,8,10,1,2,5,); (10,1,3,6,9,7,8,10)
(0, 1)G8 40 (1,4,3,8,2,5,9,7,1); (3,6,9,7,8,10,1,4,3); (6,9,7,1,2,5,4,8,6); (9,7,8,10,1,4,3,6,9)
(0, 1)G9 9 (2,5,4,3,8,6,9,7,1,2); (5,4,3,8,6,9,7,1,2,5); (8,6,9,7,1,2,5,4,3,8)

(0, 1)G10 10 (1,2,5,4,3,6,9,7,8,10,1)
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Пример 2 (реляционная алгебра). Матрице G ставится в со-
ответствие таблица G и создается ее копия G1. После выполне-
ния запроса 

SELECT [G].[i1] AS i1, [G1].[i1] AS i2, [G1].[i2] AS i3, ([G].[w] OR 
[G1].[w]) AS w INTO G2
FROM G INNER JOIN G1 ON G.[i2] = G1.[i1]
ORDER BY [G].[i1], [G1].[i1], [G1].[i2]; 
получается таблица G2, содержащая все маршруты, проходя-
щие по двум ребрам. Эта таблица не содержит ни одного цикла 
поскольку в графе отсутствуют ребра, соединяющие две вер-
шины в разных направлениях.
Следующий запрос
SELECT [G2].[i1] AS i1, [G2].[i2] AS i2, [G1].[i1] AS i3, [G1].[i2] AS 
i4, ([G2].[w] OR [G1].[w]) AS w INTO G3
FROM G2 INNER JOIN G1 ON G2.i3 = G1.i1
WHERE ((([G2].[i2])<>[G1].[i2]))
ORDER BY [G2].[i1], [G2].[i2], [G1].[i1], [G1].[i2];
создает таблицу G3, содержащую все маршруты, проходящие 
по трем ребрам. Циклы, содержащиеся в этой (0, 1)G3 степени 
матрицы смежности представлены в таблице 4. На самом деле 
это цикл, проходящий через одни и те же вершины, но по-
скольку вершины, в которых приведенные в таблице циклы 
начинаются и заканчиваются различны, этим циклам соответ-
ствуют различные равные 1 элементы матрицы (0, 1)G3.

Т а б л и ц а 4. Циклы, проходящие по трем ребрам
T a b l e 4. Cycles passing through three edges

i1 i2 i3 i4 w
1 4 7 1 True
4 7 1 4 True
7 1 4 7 True

Запрос 
SELECT [G3].[i1] AS i1, [G3].[i2] AS i2, [G3].[i3] AS i3, [G1].[i1] AS 
i4, [G1].[i2] AS i5, ([G3].[w] OR [G1].[w]) AS w INTO G4
FROM G3 INNER JOIN G1 ON G3.i4 = G1.i1
WHERE ((([G3].[i2])<>[G1].[i2]) AND (([G3].[i3])<>[G1].[i2]) AND 
(([G1].[i1])<>[G1].[i2]))
ORDER BY [G3].[i1], [G3].[i2], [G3].[i3], [G1].[i1], [G1].[i2];
создает таблицу G4, содержащую все маршруты, проходящие 
по четырем ребрам. Циклы, содержащиеся в этой (0, 1)G4 степени 
матрицы смежности представлены в таблице 5. 

Т а б л и ц а 5. Циклы, проходящие по четырем ребрам
T a b l e 5. Cycles passing through four edges

i1 i2 i3 i4 i5 w
1 3 8 10 1 True
1 4 8 10 1 True
2 5 4 8 2 True
3 8 10 1 3 True
4 8 2 5 4 True
4 8 10 1 4 True
5 4 8 2 5 True
6 9 7 8 6 True
7 8 6 9 7 True

i1 i2 i3 i4 i5 w
8 2 5 4 8 True
8 6 9 7 8 True
8 10 1 3 8 True
8 10 1 4 8 True
9 7 8 6 9 True

10 1 3 8 10 True
10 1 4 8 10 True

Запросы, вычисляющие (0, 1)G5 – (0, 1)G8
  (1, 0)-свернутые степень 

матрицы смежности графа, в статье не приводятся, так как со-
держат большое количество циклов.
Запрос 
SELECT [G8].[i1] AS i1, [G8].[i2] AS i2, [G8].[i3] AS i3, [G8].[i4] AS 
i4, [G8].[i5] AS i5, [G8].[i6] AS i6, [G8].[i7] AS i7, [G8].[i8] AS i8, [G1].
[i1] AS i9, [G1].[i2] AS i10, ([G8].[w]+[G1].[w]) AS w INTO G9
FROM G8 INNER JOIN G1 ON G8.i9 = G1.i1
WHERE (((G8.i2)<>G1.i2) And ((G8.i3)<>G1.i2) And ((G8.i4)<>G1.
i2) And ((G8.i5)<>G1.i2) And ((G8.i6)<>G1.i2) And ((G8.i7)<>G1.
i2) And ((G8.i8)<>G1.i2) And ((G1.i1)<>G1.i2))
ORDER BY [G8].[i1], [G8].[i2], [G8].[i3], [G8].[i4], [G8].[i5], [G8].
[i6], [G8].[i7], [G8].[i8], [G1].[i1], [G1].[i2];
создает таблицу G9, содержащую все маршруты, проходящие 
по девяти ребрам. Циклы, содержащиеся в этой (0, 1)G9 степени 
матрицы смежности представлены в таблице 6. 

Т а б л и ц а 6. Циклы, проходящие по девяти ребрам
T a b l e 6. Cycles passing through nine edges

i1 i2 i3 i4 i5 i6 i7 i8 i9 i10 w
1 2 5 4 3 8 6 9 7 1 True
2 5 4 3 8 6 9 7 1 2 True
3 8 6 9 7 1 2 5 4 3 True
4 3 8 6 9 7 1 2 5 4 True
5 4 3 8 6 9 7 1 2 5 True
6 9 7 1 2 5 4 3 8 6 True
7 1 2 5 4 3 8 6 9 7 True
8 6 9 7 1 2 5 4 3 8 True
9 7 1 2 5 4 3 8 6 9 True

Последний выполняемый запрос
SELECT [G9].[i1] AS i1, [G9].[i2] AS i2, [G9].[i3] AS i3, [G9].[i4] AS 
i4, [G9].[i5] AS i5, [G9].[i6] AS i6, [G9].[i7] AS i7, [G9].[i8] AS i8, [G9].
[i9] AS i9, [G1].[i1] AS i10, [G1].[i2] AS i11, ([G9].[w]+[G1].[w]) AS 
w INTO G10
FROM G9 INNER JOIN G1 ON G9.i10 = G1.i1
WHERE (((G9.i2)<>G1.i2) And ((G9.i3)<>G1.i2) And ((G9.i4)<>G1.
i2) And ((G9.i5)<>G1.i2) And ((G9.i6)<>G1.i2) And ((G9.i7)<>G1.
i2) And ((G9.i8)<>G1.i2) And ((G9.i9)<>G1.i2) And ((G1.i1)<>G1.
i2))
ORDER BY [G9].[i1], [G9].[i2], [G9].[i3], [G9].[i4], [G9].[i5], [G9].
[i6], [G9].[i7], [G9].[i8], [G9].[i9], [G1].[i1], [G1].[i2];
создает таблицу G10, содержащую все маршруты, проходящие 
по десяти ребрам. Циклы, содержащиеся в этой (0, 1)G10 степени 
матрицы смежности представлены в таблице 7. На самом деле 
это единственный гамильтонов цикл рассматриваемого гра-
фа.
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Т а б л и ц а 7. Циклы, проходящие по десяти ребрам
T a b l e 7. Cycles passing through ten edges

i1 i2 i3 i4 i5 i6 i7 i8 i9 i10 i11 w

1 2 5 4 3 6 9 7 8 10 1 True

2 5 4 3 6 9 7 8 10 1 2 True

3 6 9 7 8 10 1 2 5 4 3 True

4 3 6 9 7 8 10 1 2 5 4 True

5 4 3 6 9 7 8 10 1 2 5 True

6 9 7 8 10 1 2 5 4 3 6 True

7 8 10 1 2 5 4 3 6 9 7 True

8 10 1 2 5 4 3 6 9 7 8 True

9 7 8 10 1 2 5 4 3 6 9 True

10 1 2 5 4 3 6 9 7 8 10 True

Параллельная реализация алгоритмов 
построения циклов в графе
Известно, что один из способов повышения эффективности 
вычислительных средств при обработке больших данных ал-
горитмами с высокой вычислительной сложностью заключа-
ется в распараллеливании алгоритмов [17], [18].
−	 Применение многомерно-матричного подхода позволяет 
использовать хорошо известные алгоритмы параллельного 
блочного умножения матриц. В [19] приведено обобщение 

алгоритма Кэннона для (lпредставленные в виде отношений 
матрица смежности графа и последующие ее (1, 0)-свернутые 
степени требуют значительно меньше памяти, чем соответ-
ствующие им разреженные матрицы;
−	 в большинстве современных СУБД операция Inner Join реа-
лизуется параллельными алгоритмами;
−	 в случае, когда объемы отношений велики, возможно при-
менение принципа симметричного горизонтального распре-
деления, что увеличивает степень параллелизма операции 
Inner Join [21].

Заключение

Из сказанного можно сделать следующие выводы:
1. Применение предложенного подхода существенно упро-
щает решение задач построения циклов, поскольку позволяет 
разрабатывать простые и удобные для понимания и програм-
мирования алгоритмы.
2. Простота алгоритмов, в свою очередь, обеспечивает воз-
можность достаточно легкого распараллеливания на основе 
применения хорошо известных и проверенных методов.
3. Алгебраический подход обеспечивает эффективное соче-
тание технологии in memory и in database, что позволяет про-
ектировать программно-аппаратные комплексы, наилучшим 
образом приспособленные для решения задач построения 
маршрутов.
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