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Аннотация
В статье рассматривается проблема аппроксимации решения задачи Коши для обыкновенного 
дифференциального уравнения второго порядка. Схема аппроксимации основана на разложе-
нии решения по Тейлору с остаточным членом в форме Лагранжа. Остаточный член ищется 
в виде выхода нейронной сети с радиально-базисными функциями (RBF-сети). Представлен 
алгоритм обучения (выбора оптимальных параметров) RBF-сети. На примере решения задачи 
Коши для нелинейного дифференциального уравнения второго порядка – осциллятора Дуф-
финга исследовано влияние различных радиально-базисных функций на качество интерполя-
ции и экстраполяции решения уравнения Дуффинга.
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Abstract
The article considers the problem of approximation of the solution of the Cauchy problem for an ordi-
nary differential equation of the second order. The approximation scheme is based on the Taylor expan-
sion of the solution with a remainder in the Lagrange form. The residual term is sought in the form of 
the output of a neural network with radial basis functions (RBF networks). An algorithm for learning 
(choosing the optimal parameters) of the RBF network is presented. Using the example of solving the 
Cauchy problem for a second-order nonlinear differential equation – the Duffing oscillator, the influ-
ence of various radial-basis functions on the quality of interpolation and extrapolation of the solution 
to the Duffing equation is investigated.
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Введение

Широкое внедрение киберфизических систем в производство 
– одна из основных тенденций четвертой промышленной ре-
волюции. Киберфизическая система строится как целостное 
соединение реального объекта, который можно рассматривать 
как технологические линии, робототехнические комплексы, 
машины с компьютерным управлением, предприятия с инте-
грированными интеллектуальными системами управления, с 
информационной частью, функционирующей на соответству-
ющих вычислительных узлах. Эффективность таких систем во 
многом определяется тем, насколько точно математическая мо-
дель реального объекта описывает его поведение. Традицион-
ные подходы к математическому моделированию основаны на 
максимально точном решении дифференциальных уравнений 
с начальными и краевыми условиями. В то же время само урав-
нение может недостаточно точно отражать поведение объекта. 
Более того, свойства объекта со временем могут изменяться. Та-
ким образом, рассматривается заведомо неточная модель пове-
дения реального объекта. Поэтому важно строить адаптивные 
математические модели, которые могли бы подстраиваться под 
данные наблюдений за моделируемым объектом. 
В данном случае кажется естественным использование раз-
личных методов нейросетевой аппроксимации решения 
дифференциальных уравнений. В последнее время новые 
классификации модельных парадигм часто обсуждаются в 
литературе [1]. Набирают популярность гибридные модели, 
сочетающие машинное обучение на основе данных с моде-
лированием на основе физики [2]. Аппроксимация решений 
дифференциальных уравнений нейронной сетью изучается 
уже несколько десятилетий. Одной из первых была работа Ла-
гариса и др. [3], в которой рассматривались краевые задачи. 
Статья [4] представляет обзор и классификацию различных 
основных методов нейронных сетей. Решение обыкновенных 
дифференциальных уравнений высших порядков с помощью 
RBF-сетей обсуждается в [5]. В [5] также рассматривается за-
дача Коши и приближенное решение получается в виде ряда 
с неизвестными коэффициентами нейронной сети. Неизвест-
ные коэффициенты предлагается также аппроксимировать 
искусственными нейронными сетями двумя разными спосо-
бами. Ряд наших работ [6-8] также посвящен приближенным 
нейросетевым методам решения дифференциальных уравне-
ний. Нейронные сети использовались для прогнозирования 
сложных параметров системы в [9]. В [10] полуэмпирические 
нейронные сети рассматриваются как инструмент моделиро-
вания управляемых динамических систем. В настоящее время 
достаточно популярным стало решение дифференциальных 
уравнений с использованием нейронных сетей глубокого об-
учения и их аналогов, такой подход становится все более рас-
пространенным явлением [11-14]. 
Мы рассматриваем способ перехода от дифференциальной мо-
дели к модели нейронной сети, обладающей адаптивностью и 
устойчивостью к помехам. Модели этого типа удобны для ре-
ализации во встроенных системах, необходимых для создания 
киберфизических систем.
В данной статье предлагаемый нами подход применяется к 
построению аппроксимации решения задачи Коши для урав-
нения Дуффинга [15-17], [19].
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Аппроксимации решения строится на основе формулы Тейло-
ра с остаточным членом в форме Лагранжа. Остаточный член 
представляется в форме RBF-сети. В статье представлен алго-
ритм обучения данной гибридной модели, проведено исследо-
вание параметров этой системы и найдены их оптимальные 
значения. 
Полученная аппроксимация решения может использоваться 
для интерполяции решения на области, где задана обучающая 
выборка, а также для экстраполяции решения за границу обу-
чающей выборки. 

Основная часть

1. Общая схема решения
Рассмотрим отрезок [x0, xN], содержащий измеренные значения 
временного ряда, при этом данный отрезок примем за базо-
вый. Буквой d – обозначим длину базового отрезка. На   отрез-
ке [x0,xN] построим аппроксимацию значений временного ряда. 
Далее, имея аппроксимирующую функцию, можно вычислить 
прогноз в точке xN+kd, где k – некоторая доля от длины базово-
го отрезка. На Рис. 1 представлена экстраполяции.
 

Р и с. 1. Иллюстрация к общей схеме алгоритма экстраполяции
F i g. 1. Illustration of the general scheme of the extrapolation algorithm

Аппроксимирующая функция временного ряда ищется в виде 
разложения решения уравнения (1) по формуле Тейлора с 
остаточным членом в форме Лагранжа:
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Разложение ищется в окрестности точки x0. В этой формуле 
остаточный член является погрешностью при замене исход-
ной функции y(x) многочленом Тейлора в окрестности точки 
x0. В данной работе для дифференциального уравнения Дуф-
финга мы берём первые три слагаемых: 
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Данное выражение дает точную аппроксимацию в окрестно-
сти точки x0. Для возможности использования формулы (3) 
требуется вычислить значения коэффициента в остаточном 
члене. Этот коэффициент предлагается искать в виде прибли-
жения RBF-сетью:

( )( ) , , ,
2

y Nξ ξ
′′

≈ w c s
   (4) 

где RBF-сеть имеет вид1:

( )( ) , , ,
2

y Nξ ξ
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≈ w c s( ) ( ) 0
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, , ,ž
K

j j
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N w wξ φ ξ
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= +∑w c s
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где ( )j xφ  – радиально-базисная функция.

Тогда выражение (3) представляется в форме: 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

2( ) ( ) , , ,y x y y x xx x Nx x ξ′= + − + − w c s  (6) 

Получив аппроксимирующую функцию в форме (6), можно 
спрогнозировать решение, используя эту функцию. Экстрапо-
ляция за пределы базового отрезка вычисляется по следую-
щей формуле: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
2( ) ( ) , , ,N N Ny xx h y y x xh x h Nx x ξ′+ = + + − + + − w c s  (7) 

Псевдокод вычисления экстраполяции в форме (6) и RBF-сети 
в точке xp:  

Для экстраполяции с минимальным отклонением от реаль-
ных значений требуется подобрать оптимальные параметры 
RBF-сети, таким образом, чтобы минимизировать ошибку при 
интерполяции временного ряда на базовом отрезке.

Алгоритм обучения RBF-сети

Под обучением нейронной сети понимается процесс подбора 
оптимальных параметров в выражении (5), при котором бы 
достигался минимум разницы между точным решением y(x) и 
аппроксимацией RBF-сетью. 
RBF-сеть (5) представляется в виде линейной комбинации ба-
зисных функций с учетом весовых коэффициентов и зависит 

1 Haykin S. O. Neural Networks: A Comprehensive Foundation. Prentice Hall, 1998. 842 p.

от четырех аргументов:

[ ]0 1
T

Kw w w= …w  – вектор весов,

[ ]1 2  TKc c c= …c  – вектор положения центров ба-

зисных функций,

1 2  K
Ts s s= …  s  – вектор, содержащий ширину 

каждой базисной функции,
где: K – количество базисных функций.
Радиально-базисные функции ( )j xφ  являются функциями 
трех аргументов:

( ) ( ), ,j j jx x c sφ φ=   (8)

Далее приведём вычисления xξ = .  Для других способов 
выбора промежуточной точки ξ  они проводятся аналогично. 
Подставим выражение (5) в уравнение второго порядка
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 (9) 
Выражение (9) является условием интерполяции в точке x. 
Для приближенного выполнения (9) требуется подобрать 
такие оптимальные векторы w, c, s, чтобы минимизировать 
ошибку. 
Для этого берутся значения временного ряда на базовом от-
резке.

( ) ( ),   ' ' 1, , ,, ,i i i i ix D y x y y x y i n∈ = = = …
 

(10) 

где D – базовый отрезок.

Для каждого из (10) запишем уравнение (9). Полученную си-
стему алгебраических уравнений можно представить в ма-
тричной форме: 
⋅ =A w F  (11) 

где A  - матрица Грина размера ( )1n K× + :  
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( ) ( ) ( )1 21 21 2, , , , , ,n n
T

nxf y y f y y f x yx y′ ′ ′ = … F
 – вектор  

правой части размера 1n× .
Все строки линейно независимы и число строк больше числа 
столбцов n > K+1, значит система алгебраических уравнений 
является переопределенной. Для такой системы вектор w  
является решением в смысле метода наименьших квадратов. 
Он находится при помощи псевдообратной матрицы Мура ‒ 
Пенроуза2: 

+= ⋅w A F  (13) 

где +A  - псевдообратная матрица к A .

2 Golub G. H., Van Loan C. F. Matrix Computations. 4th ed. MD, Baltimore: The Johns Hopkins Univ. Press, 2013. 784 p.

Компоненты вектора  c можно подбирать с помощью алгорит-
ма K-средних [18].  Для этого  xi инициализируются случайным 
образом значениями из D. Задается число K. Случайным обра-
зом генерируются K центров cj значениями из D. Происходит 
разбиение xi  на K множеств Sj, каждое из которых соответству-
ет центру cj. Основная идея алгоритма заключается в том, что 
на каждой итерации перевычисляется cj , как центр масс для 
каждого из K множеств Sj, полученного на предыдущем шаге, 
затем xi разбиваются на множества вновь в соответствии с 
тем, какой из новых центров cj оказался ближе по евклидовой 
метрике. Алгоритм завершается, когда перестает происходить 
изменение множеств. 
Ниже приведен псевдокод алгоритма K-средних:  

В результате алгоритма выбраны центры таким образом, что 
минимизировано суммарное среднеквадратичное отклонение 
для всех точек xi  от этих центров.

Компоненты вектора s вычисляются, как среднеквадратичное 
отклонение для элементов каждого из множеств Sj.
Далее представлен псевдокод алгоритма обучения RBF-сети:
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Выбор точки ξ
В качестве точки ξ  в формуле (6) в процессе обучения RBF-се-
ти и дальнейших вычислений может быть выбрана любая точ-
ках из отрезка [x0, x]. 
Рассмотрим три случая: 

0xξ = , 
0

2
x xξ +

=  и xξ = . 

На Рис. 2 представлены грaфики аппроксимации решения при 
x0=0, y(x0)=1 и  y’(x0)=0 при трех разных ξ . Обучение происходи-
ло на 50 генерациях обучающей выборки. На каждой итерации 
генерировалось множество из 15 случайных xi из отрезка [0, 1]. 

Р и с. 2. Аппроксимация при различных ξ
F i g. 2. Approximation for various ξ

На графике отображены конфигурации с наименьшей абсо-
лютной погрешностью. 
Видно, что при 2

xξ =  достигается наименьшая абсолютная 
ошибка аппроксимации решения y(x). 
А также видно, что график аппроксимации при 2

xξ =  лежит 
между графиками при 0ξ =  и xξ = . 

Сравнение базисных функций для 
экстраполяции
Для задачи экстраполяции были рассмотрены следующие 
функции:
Функция Гаусса:

( ) ( )2
, exp,j j j jx c s s x cφ = − −

 (14)
Мультиквадратичная функция:

( ) 2 2, 1 |, |j j j jx c s s x cφ = + − . (15) 

Обратная квадратичная функция:

( ) 2 2
1

1 |
,,

|j j
j j

x c s
s x c

φ =
+ −  (16) 

Полигармонический сплайн при k=1:

( ), | |j jx c x cφ = −
 (17)

Начальные условия (1): x0=0, y(x0)=1 и  y’(x0)=0. Базовый отрезок 
длины d. RBF-сеть обучалась на 10 точках. Прогнозирование 
происходило на шаг длиной d. Обучающая выборка сдвигалась 

после каждого шага экстраполяции на 0.5d, при этом менялась 
точка x0 и пересчитывались начальные условия. Сдвиг делается 
для того, чтобы избежать потери точности при аппроксимации. 
Затем все повторялось. Было осуществлено 70 шагов прогноза.
В результате лучший результат экстраполяции показала RBF-
сеть c базисными функциями Гаусса. Далее приведена таблица 
со средним значением абсолютной ошибки для каждой из ба-
зисных функций:

Тип базисной функции Средняя абсолютная 
ошибка

Функция Гаусса 0.0120371

Мультиквадратичная функция 0.0127826

Обратная квадратичная функция 0.014185

Полигармонический сплайн при k=1 0.0415191

На рисунке представлен график абсолютной ошибки в зави-
симости от номера шага экстраполяции для различных базис-
ных функций:

Р и с. 3. Зависимости погрешности от номера прогноза
F i g. 3. Error dependence on forecast number

Из графика видно, что хуже всего для прогноза подходит по-
лигармонический сплайн. При RBF-сети c гауссовскими базис-
ными функциями был получен наименьший разброс значений 
ошибки на всем интервале наблюдений.

Численные результаты прогнозы в 
зависимости от длины шага
Для задачи (1) при начальных условиях: x0=0, y(x0)=1 и  y’(x0)=0 
проводились численные эксперименты по экстраполяции. В 
выражении (6) используется RBF-сеть с гауссовскими базис-
ными функциями. Базовый отрезок имеет длину d.  Рассматри-
вается прогноз на шаг d, 2d, 4d.  Синяя кривая – это аппрокси-
мация формулой Тейлора на базовом отрезке. Красная кривая 
– график решения. Фиолетовая – формула Тейлора за предела-
ми базового отрезка. Зеленая точка – прогноз решения.

Р и с. 4. Экстраполяция с шагом d
F i g. 4. Extrapolation with a step d
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Р и с. 5. Экстраполяция с шагом 2d
F i g. 5. Extrapolation with a step 2d

Р и с. 6. Экстраполяция с шагом 4d
F i g. 6. Extrapolation with a step 4d

Из результатов видно, что в случае уравнения (1) аппрокси-
мация в форме (6) на базовом отрезке дает хорошее прибли-
жение решения за границу базового отрезка. Это позволяет 
делать хороший прогноз поведения динамической системы на 
достаточно большой шаг.

Заключение

В статье предлагается и исследуется гибридный метод по-
строения приближенных решений задачи Коши для уравне-
ния Дуффинга. Схема аппроксимации основана на разложении 
Тейлора решения, где остаток представлен в виде выходных 
данных нейронной сети RBF. Предложен алгоритм обучения 
нейронной сети с использованием дополнительных (экспери-
ментальных) данных. Метод показал высокую точность и эф-
фективность. В будущем мы намерены применить представ-
ленный метод к другим задачам, включая жесткие задачи, а 
также краевые задачи для обыкновенных дифференциальных 
уравнений и начально-краевые задачи для дифференциаль-
ных уравнений в частных производных. Мы будем рассматри-
вать задачи в динамических постановках. Что касается дина-
мических постановок, важно построить адаптивную модель на 
основе математико-математической модели в форме задачи 
Коши для дифференциального уравнения или системы урав-
нений. Такая модель может адаптироваться к поступающим 
данным о рассматриваемом объекте. Свойство адаптивности 
при моделировании и анализе сложных динамических систем 
является одним из важнейших в современных исследованиях 
[20-23]. Мы использовали такую   модель ранее [24-26], но те-
перь нас интересует метод, который позволяет повысить точ-
ность модели и ускорить процесс обучения нейронной сети за 
счет использования сети с меньшим количеством нейронов 
без уменьшения точности модели. Кроме того, мы намерены 
рассмотреть комбинацию разложения в ряд Тейлора с реше-
ниями, полученными многослойными методами [24] вместо 
нейронных сетей.
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