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Аннотация
Существует проблема поиска наикратчайших путей между двумя вершинами в невзвешенном, 
неориентированном графе, которая усугубляется тем, что имеющиеся алгоритмы поиска всех 
путей имеют сложность не меньше O(n3). Предлагаемый же новый метод поиска кратчайшего 
пути в невзвешенном неориентированном графе позволяет получить все кратчайшие пути с 
приемлемой сложностью O(n2) в худшем случае, а в среднем, O(n). Существующий алгоритм по-
иск всех путей, алгоритм Флойда-Уоршелла имеет сложность O(n3), алгоритм Дейкстры, хоть и 
имеет сложность O(n2), однако, для нахождения всех кратчайших путей между двумя вершина-
ми, нужно заново пересчитывать пути в графе. Данная статья описывает новый итерационный 
алгоритм, обосновывает его асимптотическую сложности и сравнивает время и результаты 
работ с алгоритмом Дейкстры, доказывая тем самым, что обоснование асимптотическая слож-
ность обоснована верно, и алгоритм работает намного быстрее.
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Abstract
There is a problem of finding the shortest paths between two vertices in an unweighted, undirected 
graph, which is aggravated by the fact that the available algorithms for finding all paths have a com-
plexity of at least O(n3). The proposed new method for finding the shortest path in an unweighted 
undirected graph allows obtaining all shortest paths with acceptable complexity O(n2), and on average, 
O(n). The existing algorithm for finding all paths, the Floyd-Warshall algorithm has complexity O(n3), 
Deikastra’s algorithm, although it has complexity O(n2), but to find all the paths, you need to recalculate 
the paths to find all the paths between two vertices in the graph. This article describes a new iterative 
algorithm, justifies its asymptotic complexity, and compares the time and results of work with Deikas-
ta’s algorithm, thereby proving that the justification for asymptotic complexity is justified correctly, and 
the algorithm works much faster. 
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Введение
При поиске кратчайшего пути между двумя вершинами в невзвешенном неориентированном графе чаще всего ис-
пользуется алгоритм Дейкстры (при весах всех ребер = 1) [1, 2, 3, 4]. Алгоритм Флойда-Уоршелла применяется реже 

, поскольку его сложность, в худшем случае, всегда  [2, 5, 6, 7], хотя существуют работы, которые показывают, 
что в малых графах, при  алгоритм Флойда-Уоршелла работает быстрее [8]. Даже по сравнению с алгоритмом A*, 
который работает на планарных графах, у алгоритма Дейкстры есть преимущества, ввиду его стабильной слож-
ности [9, 11, 12].  Особенность работы алгоритма Дейкстры в режиме поиска всех кратчайших путей в том, что 
он не способен находить сразу все наикратчайшие пути за один такт своей работы – поэтому его необходимо 
запускать несколько раз, что приводит к тому, что алгоритм Дейкстры получает сложность  [13] в худшем случае 

. 
Предлагаемый нами алгоритм находит все кратчайшие пути за один цикл работы и работает за время  в худшем 
случае и время  в среднем, что выводится в данной статье и подтверждается экспериментальным путем.
1.	 Описание алгоритма
Пусть имеется невзвешенный неориентированный граф , где V – непу-
стое множество вершин, а E – непустое множество неупорядоченных ребер 

 [14]:

Р и с. 1. Случайный невзвешенный неориентированный граф G

Так же каждому узлу графа известно множество его соседей , где  – количество соседей узла. Причем данное мно-
жество не может быть пустым. 
Обозначим вершины, между которыми необходимо найти кратчайшие пути  и :
 
Р и с. 2. Положение узлов V1 и V2 в графе G

Для каждого из вершин  и  определим их итерации. Итерация  это список вершин, расположенных на удалении N 
соседей от искомого узла , . Где  – список узлов на удалении 0 от  (всегда сам узел), – список узлов на удалении 1 от  
(всегда соседи вершины ) и так далее. 
Далее, для каждой вершины  и  находим списки итераций и :
Р и с. 3. Схематическое отображение итераций для узлов V1 и V2

На следующем шаге находим индексы вхождений, т.е. определим итерацию, в которую входит противоположная 
вершина, для каждого из вершин  и . Т.е. во множестве итераций  ею будет вершина , и, соответственно, во множе-
стве  ею будет являться вершина . В результате получаем индексы вхождения  и – номера итераций, в и  в которые 
входят узлы  и  соответственно.
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два индекса – один из полученных индексов вхождений 
или и нулевой индекс . 
Пусть мы выбрали индекс вхождения . Исходя из этого, находим общие узлы  и , постепенно декрементируя и 
инкрементируя : 
 ,
где . Таким образом, мы получаем список списков вершин
,
где  – некоторые вершины в произвольной итерации, который при наложении соседей каждой вершины в списке 
со следующей итерацией даст все наикратчайшие пути:

Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим его в схематическом виде:
Рассмотрим ситуацию, когда  и :
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы итерации 1

Таким образом, , , как договаривались выше. Добавляем вершины пересечения  в . На рисунке 4 это будет мы до-
бавляем вершину .
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, декрементирования  и инкрементирования :  и , полу-
чаем следующую схему:
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы итерации 1

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итераций, в нашем примере это вершина  .
Продолжаем вышеописанный алгоритм  раз, и получаем следующую схему:

Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы итерационного алгоритма  раз
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктирным окаймлением, они же являются общими для ка-
ждой из итераций.
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Введение
Введение 
При поиске кратчайшего пути между двумя вершинами в не-
взвешенном неориентированном графе чаще всего использу-
ется алгоритм Дейкстры (при весах всех ребер = 1)1 [1, 2, 3, 4]. 
Алгоритм Флойда-Уоршелла применяется реже 2 , поскольку 
его сложность, в худшем случае, всегда 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛3) [2, 5, 6, 7], хотя 
существуют работы, которые показывают, что в малых гра-
фах, при 𝑛𝑛𝑛𝑛 < 50 алгоритм Флойда-Уоршелла работает быстрее 
[8]. Даже по сравнению с алгоритмом A*, который работает на 
планарных графах, у алгоритма Дейкстры есть преимущества, 
ввиду его стабильной сложности [9, 11, 12].  Особенность ра-
боты алгоритма Дейкстры в режиме поиска всех кратчайших 
путей в том, что он не способен находить сразу все наикрат-
чайшие пути за один такт своей работы – поэтому его необхо-
димо запускать несколько раз, что приводит к тому, что алго-
ритм Дейкстры получает сложность 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛3) [13] в худшем слу-
чае3.  
Предлагаемый нами алгоритм находит все кратчайшие пути 
за один цикл работы и работает за время 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2) в худшем слу-
чае и время 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛) в среднем, что выводится в данной статье и 
подтверждается экспериментальным путем. 

1. Описание алгоритма 
Пусть имеется невзвешенный неориентированный граф G: =
(V, E), где V – непустое множество вершин, а E – непустое мно-
жество неупорядоченных ребер4 [14]: 
 
Р и с. 1. Случайный невзвешенный неориентированный граф 

G 
Так же каждому узлу графа известно множество его соседей 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣  =  {𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑉𝑉𝑉𝑉2 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛}, где 𝑛𝑛𝑛𝑛  – количество соседей узла. Причем 
данное множество не может быть пустым.  
Обозначим вершины, между которыми необходимо найти 
кратчайшие пути 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2: 

Р и с. 2. Положение узлов V1 и V2 в графе G 
Для каждого из вершин 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 определим их итерации. Итера-
ция 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉 это список вершин, расположенных на удалении N 
соседей от искомого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉 =  {ITER0, ITER1 … ITER𝑁𝑁𝑁𝑁}. 
Где 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼0 – список узлов на удалении 0 от 𝑉𝑉𝑉𝑉 (всегда сам узел), 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼1– список узлов на удалении 1 от 𝑉𝑉𝑉𝑉  (всегда соседи вер-
шины 𝑉𝑉𝑉𝑉) и так далее.  
Далее, для каждой вершины 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 находим списки итераций 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2: 

 
Р и с. 3. Схематическое отображение итераций для узлов V1 и 
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На следующем шаге находим индексы вхождений, т.е. опреде-
лим итерацию, в которую входит противоположная вершина, 
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Алгоритм Флойда-Уоршелла применяется реже 2 , поскольку 
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фах, при 𝑛𝑛𝑛𝑛 < 50 алгоритм Флойда-Уоршелла работает быстрее 
[8]. Даже по сравнению с алгоритмом A*, который работает на 
планарных графах, у алгоритма Дейкстры есть преимущества, 
ввиду его стабильной сложности [9, 11, 12].  Особенность ра-
боты алгоритма Дейкстры в режиме поиска всех кратчайших 
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Введение
При поиске кратчайшего пути между двумя вершинами в невзвешенном 
неориентированном графе чаще всего используется алгоритм Дейкстры (при весах всех 
ребер = 1)1 [1, 2, 3, 4]. Алгоритм Флойда-Уоршелла применяется реже2, поскольку его 
сложность, в худшем случае, всегда 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛3) [2, 5, 6, 7], хотя существуют работы, которые 
показывают, что в малых графах, при 𝑛𝑛𝑛𝑛 < 50 алгоритм Флойда-Уоршелла работает быстрее 
[8]. Даже по сравнению с алгоритмом A*, который работает на планарных графах, у 
алгоритма Дейкстры есть преимущества, ввиду его стабильной сложности [9, 11, 12].
Особенность работы алгоритма Дейкстры в режиме поиска всех кратчайших путей в том,
что он не способен находить сразу все наикратчайшие пути за один такт своей работы –
поэтому его необходимо запускать несколько раз, что приводит к тому, что алгоритм 
Дейкстры получает сложность 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛3) [13] в худшем случае3.
Предлагаемый нами алгоритм находит все кратчайшие пути за один цикл работы и работает 
за время 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2) в худшем случае и время 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛) в среднем, что выводится в данной статье и
подтверждается экспериментальным путем.

1. Описание алгоритма

Пусть имеется невзвешенный неориентированный граф G: = (V, E) , где V – непустое 

множество вершин, а E – непустое множество неупорядоченных ребер4 [14]:
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лим итерацию, в которую входит противоположная вершина, 
для каждого из вершин 𝑉𝑉𝑉𝑉1  и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 . Т.е. во множестве итераций 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1 ею будет вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉2, и, соответственно, во множестве 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 ею будет являться вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉1. В результате получаем 
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Так же каждому узлу графа известно множество его соседей 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣  =  {𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑉𝑉𝑉𝑉2 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛}, где 𝑛𝑛𝑛𝑛 –

количество соседей узла. Причем данное множество не может быть пустым. 

Обозначим вершины, между которыми необходимо найти кратчайшие пути 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2:

Р и с. 2. Положение узлов V1 и V2 в графе G

Для каждого из вершин 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 определим их итерации. Итерация 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉 это список 

вершин, расположенных на удалении N соседей от искомого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉 =

 {ITER0, ITER1 … ITER𝑁𝑁𝑁𝑁}. Где 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼0 – список узлов на удалении 0 от 𝑉𝑉𝑉𝑉 (всегда сам узел), 

𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼1– список узлов на удалении 1 от 𝑉𝑉𝑉𝑉 (всегда соседи вершины 𝑉𝑉𝑉𝑉) и так далее. 

Далее, для каждой вершины 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 находим списки итераций 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2:

V1 

V2

 Р и с. 2. Положение узлов V1 и V2 в графе G
F i g. 2. Position of nodes V1 and V2 in graph G

Введение 
При поиске кратчайшего пути между двумя вершинами в не-
взвешенном неориентированном графе чаще всего использу-
ется алгоритм Дейкстры (при весах всех ребер = 1)1 [1, 2, 3, 4]. 
Алгоритм Флойда-Уоршелла применяется реже 2 , поскольку 
его сложность, в худшем случае, всегда 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛3) [2, 5, 6, 7], хотя 
существуют работы, которые показывают, что в малых гра-
фах, при 𝑛𝑛𝑛𝑛 < 50 алгоритм Флойда-Уоршелла работает быстрее 
[8]. Даже по сравнению с алгоритмом A*, который работает на 
планарных графах, у алгоритма Дейкстры есть преимущества, 
ввиду его стабильной сложности [9, 11, 12].  Особенность ра-
боты алгоритма Дейкстры в режиме поиска всех кратчайших 
путей в том, что он не способен находить сразу все наикрат-
чайшие пути за один такт своей работы – поэтому его необхо-
димо запускать несколько раз, что приводит к тому, что алго-
ритм Дейкстры получает сложность 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛3) [13] в худшем слу-
чае3.  
Предлагаемый нами алгоритм находит все кратчайшие пути 
за один цикл работы и работает за время 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2) в худшем слу-
чае и время 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛) в среднем, что выводится в данной статье и 
подтверждается экспериментальным путем. 

1. Описание алгоритма 
Пусть имеется невзвешенный неориентированный граф G: =
(V, E), где V – непустое множество вершин, а E – непустое мно-
жество неупорядоченных ребер4 [14]: 
 
Р и с. 1. Случайный невзвешенный неориентированный граф 

G 
Так же каждому узлу графа известно множество его соседей 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣  =  {𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑉𝑉𝑉𝑉2 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛}, где 𝑛𝑛𝑛𝑛  – количество соседей узла. Причем 
данное множество не может быть пустым.  
Обозначим вершины, между которыми необходимо найти 
кратчайшие пути 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2: 

Р и с. 2. Положение узлов V1 и V2 в графе G 
Для каждого из вершин 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 определим их итерации. Итера-
ция 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉 это список вершин, расположенных на удалении N 
соседей от искомого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉 =  {ITER0, ITER1 … ITER𝑁𝑁𝑁𝑁}. 
Где 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼0 – список узлов на удалении 0 от 𝑉𝑉𝑉𝑉 (всегда сам узел), 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼1– список узлов на удалении 1 от 𝑉𝑉𝑉𝑉  (всегда соседи вер-
шины 𝑉𝑉𝑉𝑉) и так далее.  
Далее, для каждой вершины 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 находим списки итераций 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2: 
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На следующем шаге находим индексы вхождений, т.е. опреде-
лим итерацию, в которую входит противоположная вершина, 
для каждого из вершин 𝑉𝑉𝑉𝑉1  и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 . Т.е. во множестве итераций 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1 ею будет вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉2, и, соответственно, во множестве 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 ею будет являться вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉1. В результате получаем 
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Р и с. 3. Схематическое отображение итераций для узлов V1 и V2

На следующем шаге находим индексы вхождений, т.е. определим итерацию, в которую

входит противоположная вершина, для каждого из вершин 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 . Т.е. во множестве 

итераций 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1 ею будет вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉2, и, соответственно, во множестве 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 ею будет 

являться вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉1. В результате получаем индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера

итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно.

Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два индекса – один из полученных

индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.

Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1 . Исходя из этого, находим общие узлы 

𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2] и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼], постепенно декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼: 

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� ,

где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков вершин

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�,
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 Р и с. 3. Схематическое отображение итераций для узлов V1 и V2

F i g. 3. Schematic display of iterations for nodes V1 and V2

Введение 
При поиске кратчайшего пути между двумя вершинами в не-
взвешенном неориентированном графе чаще всего использу-
ется алгоритм Дейкстры (при весах всех ребер = 1)1 [1, 2, 3, 4]. 
Алгоритм Флойда-Уоршелла применяется реже 2 , поскольку 
его сложность, в худшем случае, всегда 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛3) [2, 5, 6, 7], хотя 
существуют работы, которые показывают, что в малых гра-
фах, при 𝑛𝑛𝑛𝑛 < 50 алгоритм Флойда-Уоршелла работает быстрее 
[8]. Даже по сравнению с алгоритмом A*, который работает на 
планарных графах, у алгоритма Дейкстры есть преимущества, 
ввиду его стабильной сложности [9, 11, 12].  Особенность ра-
боты алгоритма Дейкстры в режиме поиска всех кратчайших 
путей в том, что он не способен находить сразу все наикрат-
чайшие пути за один такт своей работы – поэтому его необхо-
димо запускать несколько раз, что приводит к тому, что алго-
ритм Дейкстры получает сложность 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛3) [13] в худшем слу-
чае3.  
Предлагаемый нами алгоритм находит все кратчайшие пути 
за один цикл работы и работает за время 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2) в худшем слу-
чае и время 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛) в среднем, что выводится в данной статье и 
подтверждается экспериментальным путем. 

1. Описание алгоритма 
Пусть имеется невзвешенный неориентированный граф G: =
(V, E), где V – непустое множество вершин, а E – непустое мно-
жество неупорядоченных ребер4 [14]: 
 
Р и с. 1. Случайный невзвешенный неориентированный граф 

G 
Так же каждому узлу графа известно множество его соседей 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣  =  {𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑉𝑉𝑉𝑉2 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛}, где 𝑛𝑛𝑛𝑛  – количество соседей узла. Причем 
данное множество не может быть пустым.  
Обозначим вершины, между которыми необходимо найти 
кратчайшие пути 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2: 

Р и с. 2. Положение узлов V1 и V2 в графе G 
Для каждого из вершин 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 определим их итерации. Итера-
ция 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉 это список вершин, расположенных на удалении N 
соседей от искомого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉 =  {ITER0, ITER1 … ITER𝑁𝑁𝑁𝑁}. 
Где 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼0 – список узлов на удалении 0 от 𝑉𝑉𝑉𝑉 (всегда сам узел), 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼1– список узлов на удалении 1 от 𝑉𝑉𝑉𝑉  (всегда соседи вер-
шины 𝑉𝑉𝑉𝑉) и так далее.  
Далее, для каждой вершины 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 находим списки итераций 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2: 

 
Р и с. 3. Схематическое отображение итераций для узлов V1 и 

V2 
 

На следующем шаге находим индексы вхождений, т.е. опреде-
лим итерацию, в которую входит противоположная вершина, 
для каждого из вершин 𝑉𝑉𝑉𝑉1  и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 . Т.е. во множестве итераций 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1 ею будет вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉2, и, соответственно, во множестве 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 ею будет являться вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉1. В результате получаем 

 
1 Свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ 
№ 2018619012 Российская Федерация. Программа построения графов 
и определения минимальных путей алгоритмом Дейкстры: № 
2018615681 : заявл. 31.05.2018 : опубл. 25.07.2018 / Е. Н. Хохлачев, А. 
Н. Новиков, Е. Е. Новикова; правообладатели Хохлачев Е.Н., Новиков 
А.Н., Новикова Е.Е. URL: https://www.elibrary.ru/item.asp?id=39299178 
(дата обращения: 14.08.2021).
2 Cormen T.H. Introduction to Algorithms. 3rd Ed. Cambridge, Massachu-
setts: MIT Press, 2009. 1292 p.
3 Белоусов А. И., Ткачев С. Б. Математика в техническом универси-
тете. 5-е изд. М.: МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2007. Вып. 19: Дискретная 
математика. 2015. 743 с.
4 Graham R., Knuth D., Patashnik O. Concrete Mathematics: A Foundation 
for Computer Science. 2nd Ed. Addison-Wesley Professional; 1994. 672 p.

V
2

V1

V
2

123450

Введение
При поиске кратчайшего пути между двумя вершинами в невзвешенном неориентированном графе чаще всего ис-
пользуется алгоритм Дейкстры (при весах всех ребер = 1) [1, 2, 3, 4]. Алгоритм Флойда-Уоршелла применяется реже
, поскольку его сложность, в худшем случае, всегда  [2, 5, 6, 7], хотя существуют работы, которые показывают, 
что в малых графах, при  алгоритм Флойда-Уоршелла работает быстрее [8]. Даже по сравнению с алгоритмом A*, 
который работает на планарных графах, у алгоритма Дейкстры есть преимущества, ввиду его стабильной слож-
ности [9, 11, 12].  Особенность работы алгоритма Дейкстры в режиме поиска всех кратчайших путей в том, что 
он не способен находить сразу все наикратчайшие пути за один такт своей работы – поэтому его необходимо 
запускать несколько раз, что приводит к тому, что алгоритм Дейкстры получает сложность  [13] в худшем случае
. 
Предлагаемый нами алгоритм находит все кратчайшие пути за один цикл работы и работает за время  в худшем 
случае и время  в среднем, что выводится в данной статье и подтверждается экспериментальным путем.
1. Описание алгоритма
Пусть имеется невзвешенный неориентированный граф , где V – непу-
стое множество вершин, а E – непустое множество неупорядоченных ребер
 [14]:

 Р и с. 1. Случайный невзвешенный неориентированный граф G

Так же каждому узлу графа известно множество его соседей , где  – количество соседей узла. Причем данное мно-
жество не может быть пустым. 
Обозначим вершины, между которыми необходимо найти кратчайшие пути  и :

 Р и с. 2. Положение узлов V1 и V2 в графе G

Для каждого из вершин  и  определим их итерации. Итерация  это список вершин, расположенных на удалении N 
соседей от искомого узла , . Где  – список узлов на удалении 0 от  (всегда сам узел), – список узлов на удалении 1 от  
(всегда соседи вершины ) и так далее. 
Далее, для каждой вершины  и  находим списки итераций и :
 Р и с. 3. Схематическое отображение итераций для узлов V1 и V2

На следующем шаге находим индексы вхождений, т.е. определим итерацию, в которую входит противоположная 
вершина, для каждого из вершин  и . Т.е. во множестве итераций  ею будет вершина , и, соответственно, во множе-
стве  ею будет являться вершина . В результате получаем индексы вхождения  и – номера итераций, в и  в которые 
входят узлы  и  соответственно.
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два индекса – один из полученных индексов вхождений 
или и нулевой индекс . 
Пусть мы выбрали индекс вхождения . Исходя из этого, находим общие узлы  и , постепенно декрементируя и 
инкрементируя : 
 ,
где . Таким образом, мы получаем список списков вершин
,
где  – некоторые вершины в произвольной итерации, который при наложении соседей каждой вершины в списке 
со следующей итерацией даст все наикратчайшие пути:

Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим его в схематическом виде:
Рассмотрим ситуацию, когда  и :
 Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы итерации 1

Таким образом, , , как договаривались выше. Добавляем вершины пересечения  в . На рисунке 4 это будет мы до-
бавляем вершину .
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, декрементирования  и инкрементирования :  и , полу-
чаем следующую схему:
 Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы итерации 1

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итераций, в нашем примере это вершина  .
Продолжаем вышеописанный алгоритм  раз, и получаем следующую схему:

 Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы итерационного алгоритма  раз
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктирным окаймлением, они же являются общими для ка-
ждой из итераций.
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индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, который при наложении 

соседей каждой вершины в списке со следующей итерацией даст все наикратчайшие пути:

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2�

Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим его в схематическом виде:

Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]:

Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы итерации 1

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4 , 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 , как договаривались выше. Добавляем вершины 

пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩  𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊 . На рисунке 4 это будет мы 

добавляем вершину 𝑉𝑉𝑉𝑉1.

Далее, в результате повторения вышеописанной операции, декрементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 

инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 

схему:

V1 

V2

4
0

 Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы итерации 1
F i g. 4. Schematic representation of the iteration 1 result

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы итерации 1

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итераций, в нашем примере это 
вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 .
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 раз, и получаем следующую схему:

Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы итерационного алгоритма ItIdV2 раз
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Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы итерации 1
F i g. 5. Schematic representation of the iteration 1 result1

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы итерации 1

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итераций, в нашем примере это 
вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 .
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 раз, и получаем следующую схему:
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 Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы итерационного 
алгоритма 

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

 раз
F i g. 6. Schematic representation of the result of the iterative algorithm 

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктирным окаймлением, они же 

являются общими для каждой из итераций.

При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛 из 𝑊𝑊𝑊𝑊 получаем кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2

Таким образом, в результате работы итерационного алгоритма, получаем все кратчайшие 

пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути.

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма

Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество 

вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количество ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) 

асимптотическая сложность по верхнему пределу имеет вид:

𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1)

где первое слагаемое представляет собой создание списка итераций для первой вершины, 

второе слагаемое – соответственно, до второй. Третье слагаемое – это поиск соседей в 

каждой вершине, обход всех вершин между двумя вершинами и анализ примыкающих к 

нем ребер. Четвертое слагаемое отображает работу по поиску путей по результирующим 

массивам. 
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 Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2

F i g. 7. Shortest paths between nodes V1 and V2
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индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

Вывод и обоснование сложности алгоритма

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

Экспериментальная часть

Для наглядности были проведены эксперименты с нашим ал-
горитмом и классическим алгоритмом Дейкстры, результаты 
эксперимента занесены в Таблицу 1.

5 Белоусов А. И., Ткачев С. Б. Математика в техническом университете. 5-е изд. М.: МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2007. Вып. 19: Дискретная ма-
тематика. 2015. 743 с.

Т а б л и ц а 1. Результаты экспериментов с итерационным алгоритмом 
и алгоритмом Дейкстры

T a b l e 1. Results of experiments with the iterative algorithm and Dijkstra's 
algorithm

кол.
вер-
шин

№ 
эксп.

Итерационный Дейкстры дли-
на 

пути

кол.
реберt, мс кол. 

путей t, мс кол. 
путей

50

1 12 2 1 1 12

63

2 0 1 0 1 6
3 0 4 0 1 9
4 0 3 0 1 5
5 0 6 0 1 5

10
0

1 0 4 0 1 3

41
2

2 0 2 0 1 3
3 0 5 0 1 3
4 0 5 0 1 3
5 0 2 0 1 3

50
0

1 23 3 45 1 2

6 
49

92 10 1 44 1 2
3 0 1 50 1 1
4 24 2 54 1 2
5 12 1 60 1 2

1 
00

0

1 200 34 290 1 3

27
 1

282 118 169 293 1 2
3 201 34 297 1 3
4 50 4 290 1 2
5 97 169 292 1 2

2 
50

0

1 3 158 3 173 4 784 1 4

15
4 

13
22 244 9 4 607 1 3

3 359 194 21 120 4 747 1 5
4 453 4 4 580 1 2
5 2 270 90 4 675 1 2

5 
00

0

1 20 341 3 876 38 530 1 3

64
6 

04
72 28 076 14 707 36 236 1 3

3 41 212 17 220 36 433 1 3
4 32 658 9 966 37 519 1 4
5 327 699 40 36 721 1 4

10
 0

00

1 135 075 10 781 175 358 1 3

1 
49

7 
97

12 36 907 324 187 082 1 3
3 678 2 175 047 1 2
4 124 155 4 764 174 336 1 3
5 31 092 108 164 587 1 3

Эксперименты были проведены на ПК со следующими харак-
теристиками: Intel Core i7-6950Х 3.00 Ггц, 64 Гб ОЗУ. Все алго-
ритмы работали в однопоточном режиме, все графы созданы 
случайным образом, и такими, что все вершины этих графов 
достижимы и графы имеют плотность5 D=0,05.

Из таблицы можно просмотреть квадратную зависимость 
сложности алгоритма Дейкстры O(�2) от количества вершин 
и линейную сложность нашего итерационного алгоритма, на 
которую, по сути, больше влияют количество существующих 
кратчайших путей между двумя вершинами, чем количество 
ребер в графах.

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, который при наложении 

соседей каждой вершины в списке со следующей итерацией даст все наикратчайшие пути:

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2�

Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим его в схематическом виде:

Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]:

Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы итерации 1

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4 , 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 , как договаривались выше. Добавляем вершины 

пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩  𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊 . На рисунке 4 это будет мы 

добавляем вершину 𝑉𝑉𝑉𝑉1.

Далее, в результате повторения вышеописанной операции, декрементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 

инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 

схему:

V1 

V2

4
0

Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы итерации 1
F i g. 4. Schematic representation of the iteration 1 result

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы итерации 1

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итераций, в нашем примере это 
вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 .
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 раз, и получаем следующую схему:

Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы итерационного алгоритма ItIdV2 раз
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Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы итерации 1
F i g. 5. Schematic representation of the iteration 1 result1

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы итерации 1

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итераций, в нашем примере это 
вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 .
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 раз, и получаем следующую схему:

Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы итерационного алгоритма ItIdV2 раз
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Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы итерационного 
алгоритма 

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

 раз
F i g. 6. Schematic representation of the result of the iterative algorithm 

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

индексы вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1– номера итераций, в 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 в которые входят узлы 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2 соответственно. 
Далее найдем цепочку путей графа. Для этого выберем два ин-
декса – один из полученных индексов вхождений 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1или 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и нулевой индекс 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 0.  
Пусть мы выбрали индекс вхождения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1. Исходя из этого, 
находим общие узлы 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2]  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼] , постепенно 
декрементируя 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2и инкрементируя 𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼:  

𝑊𝑊𝑊𝑊 =  ��𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1[𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  –  i]�  ∩  �𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 +  i]�� , 
где 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 … 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2. Таким образом, мы получаем список списков 
вершин 

𝑊𝑊𝑊𝑊 = �{𝑉𝑉𝑉𝑉1}, {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} … {𝑉𝑉𝑉𝑉2}�, 
где {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏} – некоторые вершины в произвольной итерации, 
который при наложении соседей каждой вершины в списке со 
следующей итерацией даст все наикратчайшие пути: 

𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 =  �𝑉𝑉𝑉𝑉1,𝑊𝑊𝑊𝑊1 ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣1 ,𝑊𝑊𝑊𝑊2  ∩  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑣𝑣𝑣𝑣2 ,𝑉𝑉𝑉𝑉2� 
Для наилучшего понимания работы алгоритма рассмотрим 
его в схематическом виде: 
Рассмотрим ситуацию, когда 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2� и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖]: 

 
Р и с. 4. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Таким образом, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 = 4, 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, как договаривались выше. 
Добавляем вершины пересечения 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  ∩
 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] в 𝑊𝑊𝑊𝑊. На рисунке 4 это будет мы добавляем вер-
шину 𝑉𝑉𝑉𝑉1. 
Далее, в результате повторения вышеописанной операции, де-
крементирования 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  и инкрементирования 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 : 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉1�𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖�  и 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2[𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖𝑖] , получаем следующую 
схему: 

 
Р и с. 5. Схематическое изображение результата работы ите-

рации 1 
 

Соответственно, добавляем в W вершины пересечения итера-
ций, в нашем примере это вершина 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 . 
Продолжаем вышеописанный алгоритм 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝑉𝑉𝑉𝑉2  раз, и получаем 
следующую схему: 
 

 
Р и с. 6. Схематическое изображение результата работы ите-

рационного алгоритма ItIdV2  раз 
На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктир-
ным окаймлением, они же являются общими для каждой из 
итераций. 
При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛  из 𝑊𝑊𝑊𝑊  получаем 
кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:  
 

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2 
 
Таким образом, в результате работы итерационного алго-
ритма, получаем все кратчайшие пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 
𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути. 

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма 
Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 
𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количе-
ство ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) асимп-
тотическая сложность по верхнему пределу имеет вид: 
𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1) 

На схеме вершины, входящие в путь W, обозначены пунктирным окаймлением, они же 

являются общими для каждой из итераций.

При наложении соседей для каждого узла 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛 из 𝑊𝑊𝑊𝑊 получаем кратчайшие пути 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊:

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2

Таким образом, в результате работы итерационного алгоритма, получаем все кратчайшие 

пути между вершинами 𝑉𝑉𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉𝑉𝑉2, а, именно, два пути.

2. Вывод и обоснование сложности алгоритма

Определим асимптотическую сложность по верхнему пределу 𝑂𝑂𝑂𝑂 [13]. Пусть 𝑣𝑣𝑣𝑣 – количество 

вершин в графе 𝐺𝐺𝐺𝐺 , а 𝑒𝑒𝑒𝑒 – количество ребер, тогда для худшего случая (граф 𝐺𝐺𝐺𝐺 полный) 

асимптотическая сложность по верхнему пределу имеет вид:

𝑂𝑂𝑂𝑂 = (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ∙ (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) + (𝑣𝑣𝑣𝑣 − 1) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣2, (1)

где первое слагаемое представляет собой создание списка итераций для первой вершины, 

второе слагаемое – соответственно, до второй. Третье слагаемое – это поиск соседей в 

каждой вершине, обход всех вершин между двумя вершинами и анализ примыкающих к 

нем ребер. Четвертое слагаемое отображает работу по поиску путей по результирующим 

массивам. 

V1 

V2

Р и с. 7. Кратчайшие пути между узлами V1 и V2

F i g. 7. Shortest paths between nodes V1 and V2
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где первое слагаемое представляет собой создание списка 
итераций для первой вершины, второе слагаемое – соответ-
ственно, до второй. Третье слагаемое – это поиск соседей в 
каждой вершине, обход всех вершин между двумя вершинами 
и анализ примыкающих к нем ребер. Четвертое слагаемое 
отображает работу по поиску путей по результирующим мас-
сивам.  
С точки зрения эффективности наихудшего случая, алгоритм 
схож с алгоритмом Дейкстры, который имеет ту же сложность 
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑣𝑣𝑣𝑣2). Однако, стоит заметить, что алгоритм Дейкстры ищет 
только один путь, итерационный алгоритм же ищет все пути 
за раз. Сравнение итерационного алгоритма с алгоритмом 
Флойда-Уоршелла отпадёт по той причине, что алгоритм 
Флойда-Уоршелла имеет сложность 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑣𝑣𝑣𝑣3) хотя есть модифи-
кация в виде блочного алгоритма, где удавалось добиться 
сложности 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁) , где 𝑁𝑁𝑁𝑁  – блок размерностью 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑏𝑏𝑏𝑏  [15]. 
Сравнение с алгоритмом А* не проводилось, так как алгоритм 
A* работает только с планарными графами. 
Следует так же заметить, что сравнение намеренно указыва-
ется именно с классическим алгоритмом, без использования 
приемов, таких как, куча Фибоначчи [16, 17, 18, 19], параллель-
ной обработки на CPU/GPU [20, 21, 22, 23], использованием 
подсчета вероятностей [10], [24] или приемов из генетических 
алгоритмов [25], поскольку наш алгоритм оценивается так же 
в не модифицированном виде, и применение дополнительных 
математических/технических приемов, теоретически, может 
ускорить и его. 
Однако, в реальности (в компьютерных сетях, инфраструк-
туре, компьютерных играх и т.д.) полные графы встречаются 
крайне редко, чаще всего графы имеют относительно невысо-
кую плотность, при которой  𝑒𝑒𝑒𝑒 ≪ 𝑣𝑣𝑣𝑣2. Тогда сложность нашего 
алгоритма становится 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑣𝑣𝑣𝑣), так как второй операнд в опера-
ции умножения в формуле (1) представляет собой операции с 
ребрами, и в условии, когда 𝑒𝑒𝑒𝑒 ≪ 𝑣𝑣𝑣𝑣2 , им можно пренебречь.  
 

3. Экспериментальная часть 
Для наглядности были проведены эксперименты с нашим ал-
горитмом и классическим алгоритмом Дейкстры, результаты 
эксперимента занесены в Таблицу 1. 
 
Т а б л и ц а 1. Результаты экспериментов с итерационным 

алгоритмом и алгоритмом Дейкстры 

кол.вершин 
№ 

эксп. 

Итерационный Дейкстры 
длина 
пути кол.ребер 

t, мс 
кол. пу-

тей 
t, мс 

кол. 
путей 

50 

1 12 2 1 1 12 

63 

2 0 1 0 1 6 
3 0 4 0 1 9 
4 0 3 0 1 5 

5 0 6 0 1 5 

100 

1 0 4 0 1 3 

412 

2 0 2 0 1 3 

3 0 5 0 1 3 

4 0 5 0 1 3 

5 0 2 0 1 3 
500 1 23 3 45 1 2 6 499 
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Заключение

В результате работы алгоритма мы получаем все кратчайшие 
пути в невзвешенном неориентированном графе. Отличитель-
ной чертой работы данного алгоритма является его логиче-
ская простота и скорость работы, поскольку он не требует об-
хода вершин несколько раз для нахождения всех кратчайших 
путей между двумя вершинами. 
Недостатком предложенного алгоритма является повышен-
ный расход памяти для необходимости хранения всем узлами 
списка своих соседей, а также всех итераций для двух искомых 
вершин.
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